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Разложение Шмидта и корреляционный анализ на его основе позволяют выявлять статистические
зависимости между различными подсистемами единой физической системы. В качестве рассматри-
ваемых систем могут выступать как квантовые состояния, так и классические распределения веро-
ятностей. В рамках настоящей работы рассмотрены две различные физические системы: квантовые
состояния котов Шредингера и двухщелевая интерференция микрочастиц. Показано, что рассмот-
ренные системы имеют единую внутреннюю структуру и могут быть описаны в общем виде в тер-
минах интерферирующих альтернатив. Разработан эффективный подход, который позволяет рас-
считывать такие оптические характеристики интерференции, как видность и когерентность. Пока-
зано, что скалярное произведение состояний окружения интерферирующих альтернатив выступает
в качестве естественного обобщения классического комплексного параметра когерентности свето-
вых колебаний, определяющего видность интерференционной картины. Получена простая количе-
ственная связь между видностью интерференционной картины и числом Шмидта, определяющим
уровень связи между квантовой системой и ее окружением. Разработанные подходы обобщены на
случай многомерных состояний котов Шредингера.
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1. ВВЕДЕНИЕ
Интерференция квантовых состояний является

одним из краеугольных камней концепции кван-
товых вычислений [1, 2]. Использование этого эф-
фекта в сочетании с запутанностью и квантовым
параллелизмом позволяет эффективно решать
различные задачи, недоступные для классического
вычислителя. Интерференционные эффекты про-
являются в самых различных системах, таких как
дифракционная решетка, бифотонные поля, двух-
лучевой электронный интерферометр [3] и др.
Важно также отметить интерференционные эф-
фекты, проявляющиеся в квантовых состояниях
“кота Шредингера”, представляющих собой су-
перпозицию когерентных состояний [4] и актив-
но используемых в квантовой оптике [5–7]. Со-
стояния “кота Шредингера” представляют боль-
шой интерес в квантовых коммуникациях и
квантовой оптике и применяются в различных
областях, таких как квантовые вычисления в не-
прерывных переменных [8–10], квантовые коды
коррекции ошибок [11, 12] и прецизионные изме-
рения [13, 14]. Эти практические приложения
объясняют быстрое развитие теории квантовых

корреляций в двухчастичных (двухсоставных)
квантовых состояниях. Обобщение двухмодо-
вых суперпозиций на когерентные состояния с
более чем двумя степенями свободы осуществ-
ляется довольно просто, однако содержит в себе
ряд скрытых свойств [15, 16], в том числе связан-
ных с многочастичной запутанностью, являю-
щейся наиболее ценным ресурсом для решения
коммуникационных и вычислительных задач.
Многомодовые запутанные когерентные состоя-
ния могут служить ресурсом для реализации GHZ
и W состояний [17], а также в качестве кластерных
состояний [18]. Разработан метод расчета коге-
рентности интерферирующих квантовых систем.
Предлагаемый подход основан на формализме
корреляций Шмидта [19] и позволяет оценить
степень взаимосвязи двух различных подсистем.
Исследована связь между квантовыми состояни-
ями котов Шредингера и квантовой интерферен-
цией в двухщелевом эксперименте.

Разработан метод, который позволяет эффек-
тивно рассчитывать такие оптические характери-
стики интерференции, как видность и когерент-
ность. Предложенный метод обобщен на случай
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многомерных состояний котов Шредингера. В
рамках этого обобщения получены аналитиче-
ские формулы, позволяющие моделировать и
рассчитывать возникающие интерференционные
картины и характеристики. Полученные резуль-
таты могут быть использованы при разработке
высокоразмерных квантовых систем обработки
информации.

2. РАЗЛОЖЕНИЕ ШМИДТА

Математический аппарат, связанный с разло-
жением Шмидта, дает удобный инструмент, кото-
рый позволяет анализировать запутанность кван-
товых состояний, а также корреляции в классиче-
ских распределениях [20]. Пусть,  – квантовое
состояние двухчастичной (двухсоставной) систе-
мы, состоящей из подсистем  и  Тогда разло-
жение Шмидта задается в виде [2]:

(1)

где  – весовые коэффициенты Шмидта, отсор-
тированные в порядке убывания (невозрастания),

 и  – соответствующие моды Шмидта под-
систем  и   – размерность наименьшей из
подсистем,  На основе на-
бора коэффициентов Шмидта вводится характе-
ристика, описывающая эффективное количество
мод – число Шмидта:

(2)

Число Шмидта лежит на отрезке  и позволяет
оценить степень взаимосвязи двух подсистем:

 соответствует только одному отличному от
нуля члену в разложении (1) и, следовательно, от-
сутствию корреляции и квантовой запутанности;

 соответствует максимальной корреляции и
запутанности между подсистемами.

Рассматриваемый математический инструмен-
тарий в сочетании с корневым подходом, позволя-
ет анализировать вероятностные распределения
и осуществлять статистический анализ данных
[19, 21].

3. КОГЕРЕНТНОСТЬ
ИНТЕРФЕРИРУЮЩИХ АЛЬТЕРНАТИВ

Важный случай использования разложения
Шмидта (1) отвечает ситуации, когда в качестве
подсистемы  выступает окружение изучаемой
системы  Рассмотрение запутанности между
изучаемой квантовой системой и ее окружением
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позволяет пролить свет на природу когерентно-
сти интерферирующих квантовых состояний.

Рассмотрим данный случай детальнее. Пусть
имеются две интерферирующие альтернативы

 и  запутанные с состояниями окружения
 и  соответственно (мы предполагаем, что

все указанные состояния нормированы на еди-
ницу):

(3)

где  – амплитуда вероятности обнару-
жить альтернативу  при условии, что была
приготовлена альтернатива  Аналогично

 – амплитуда вероятности совпадения
состояний окружения  и  Частный случай,
когда альтернативы идеально различимы ( ),
соответствует результатам, изложенным в рабо-
тах [22, 23].

Рассматриваемая задача сводится к исследова-
нию двухкубитной системы, независимо от слож-
ности интерферирующих состояний и состояний
окружения самих по себе. При этом, первый ку-
бит задают интерферирующие альтернативы, а
второй – соответствующие им состояния окруже-
ния. Путем ортогонализации нетрудно получить
базисные состояния рассматриваемых кубитов.

Для кубита, связанного с интерферирующими
альтернативами, получаем следующие состояния
логического ноля и логической единицы:

(4)

Аналогично, для кубита окружения имеем:

(5)

В результате двухкубитовое состояние (3) мож-
но представить в виде:

где

Нетрудно показать [23], что для числа Шмидта
справедлива следующая формула:
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Из представленных выражений следует, что
квадрат модуля детерминанта есть:

Заметим, что в случае хорошо различимых аль-
тернатив, например, для узких щелей в экспери-
менте Юнга ( ), получим:  Че-
рез значения  и  можно выразить все остальные
основные величины. Например, веса Шмидта бу-
дут иметь вид:

(7)

С явлением интерференции, в теории оптиче-
ских явлений, неразрывно связано понятие вид-
ности интерференционной картины  [24]. Этот
параметр характеризует модуляцию интенсивно-
сти интерференционными полосами. Видность
изменяется в пределах от 0 до 1. Значение видно-
сти, равное нулю, соответствует равномерно осве-
щенному экрану и, следовательно, отсутствию ин-
терференционной картины. Значение видности,
равное единице, говорит о контрастности и четко-
сти интерференционной картины на экране.
Видность интерференционной картины (для уз-
ких щелей) определяется в классической оптике
формулой [24]:

(8)

Здесь  и  – максимальная и минимальная
интенсивность регистрируемого оптического
сигнала. На языке разложения Шмидта в каче-
стве полезного сигнала  выступает вес  ос-
новной (нулевой) моды, а в качестве шума 
выступает вес  первой моды, поэтому получаем
следующую связь между видностью и числом
Шмидта [22]:

(9)

Заметим, что непосредственное рассмотрение
интерференционной картины от двух узких ще-
лей [22] показывает, что данное нами определе-
ние видности (9) полностью согласуется с класси-
ческим определением. Для хорошо различимых
альтернатив (для узких щелей в эксперименте Юн-
га), когда  имеем следующую простую связь
между видностью и когерентностью состояний
окружения:

(10)

Сравнивая представленное описание интер-
ферирующих квантовых альтернатив с классиче-
ским описанием явления когерентности, мы ви-
дим, что скалярное произведение состояний
окружения  выступает в качестве есте-
ственного обобщения классического комплекс-
ного параметра  называемого степенью коге-
рентности световых колебаний [25].

Разработанный математический аппарат может
быть применен к любой системе, в которой присут-
ствует интерференция двух различных альтернатив.
В рамках настоящей работы рассматриваются мно-
гомодовыесостояния кота Шредингера и их связь с
двухщелевым экспериментом (разделы 4 и 5).

Для полноты картины, представим еще обоб-
щение полученных формул на случай, когда ам-
плитуды альтернатив  и  различные. Вместо
формулы (3) получим:

В этом случае амплитуды вероятностей базисных состояний будут даваться следующими формулами:

( ) ( )
( )

− −
Δ =

+ +

2 2
1 2

2

1 2 1 2

1 1
.

**2

q q

q q q q

=1 0q ( )Δ = − 2
21 4.q

Δ K

( ) ( )   − −λ = + = + − Δ λ = − = − − Δ   
   

0 1
1 2 1 1 2 11 1 1 4 , 1 1 1 4 .
2 2 2 2

K K
K K

V

−=
+

max min

max min

.I IV
I I

maxI minI

maxI λ0

minI
λ1

−= λ − λ = = − Δ0 1
2 1 4 .KV

K

=1 0,q

= =2 1 2 .V q e e

=2 1 2q e e

γ,

1f 2f

( )ψ = ϕ + ϕ
+ + +

1 1 1 2 2 2
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 , , .
* ** *

f e f e
f f f f q q f f q q

( ) ( )

−+= =
+ + + + + +

− −−= =
+ + + + + +

2
2 1 21 2 1 2

00 01
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 22
2 1 22 2 1

10 11
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1
, ,

** ** * * * *

1 11
, .

* ** * * * **

f q qf f q qc c
f f f f q q f f q q f f f f q q f f q q

f q qf q q
c c

f f f f q q f f q q f f f f q q f f q q



326

МИКРОЭЛЕКТРОНИКА  том 50  № 5  2021

ФАСТОВЕЦ и др.

Квадрат модуля детерминанта теперь есть:

Отметим, что в случае, когда  мы по-
лучаем теорию, изложенную выше. Заметим так-
же, что  и  являются относительными ампли-
тудами. Все представленные формулы остаются
инвариантными при умножении амплитуд на про-
извольную комплексную константу  

 (при этом фаза числа  приведет к умно-
жению обеих амплитуд состояния на несуществен-
ный одинаковый фазовый множитель).

4. КВАНТОВОЕ СОСТОЯНИЕ 
ДВУХМОДОВОГО КОТА ШРЕДИНГЕРА

Состояние кота Шредингера представляет со-
бой суперпозицию когерентных состояний, отли-
чающихся по фазе на  (см., например, [26, 27]):

(11)

где  = 

Существенный практический интерес пред-
ставляют многомодовые состояния, образован-
ные несколькими подсистемами (модами). Нали-
чие запутанности в таких состояниях делает их
универсальным инструментом для использова-
ния в различных квантовых алгоритмах [28]. Наи-
более простым состоянием такого рода, представ-
ляющим систему из двух запутанных когерент-
ных состояний, является двухмодовое состояние
кота Шредингера [29]:

(12)

Визуализировать двухмодовое состояние кота
Шредингера удобно при использовании коорди-
натного и импульсного представлений волновой
функции (см. рис. 1). Волновая функция в коор-
динатном представлении имеет вид (опущен не-
существенный фазовый множитель):

(13)

где  – нормировочный множитель, в котором введены следу-
ющие обозначения для действительных и мнимых частей амплитуд когерентных состояний: 
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Рис. 1. Вероятностное распределение при   Слева – координатное распределение. Справа – импульс-
ное распределение.
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Представленная формула является прямым следствием формулы (12) без учета несущественного фазо-
вого множителя. Фурье-образ этой функции соответствует волновой функции состояния (12) в импульс-
ном представлении:

(14)

где  –
нормировочный множитель. Можно заметить,
что константы  и  переходят друг в друга,

если  и (а также  и ) меняются местами.
Более подробно, при повороте когерентного со-
стояния на угол  координата переходит в им-
пульс  а амплитуда  переходит в некоторую

новую амплитуду   = 

поэтому  а  При таком преобра-
зовании координатная волновая функция (13) пе-
реходит в импульсную волновую функцию (14).

На рис. 1 отчетливо видны интерференцион-
ные полосы в импульсном представлении.

Так как в данной системе присутствуют ин-
терферирующие альтернативы, то, для исследо-
вания квантовой корреляционной связи (запу-
танности) между модами, а также явлений коге-
рентности и интерференции применим общие
подходы, представленные в разделах 2 и 3. Те-

перь следует считать, что  =

=  а  = 

Для демонстрации того, как происходит посте-
пенное исчезновение интерференционной карти-
ны (и уменьшение когерентности) зафиксируем
значение параметра  и будем варьировать значе-
ние параметра  На рис. 2 представлены соответ-
ствующие интерференционные картины, образо-
ванные маргинальным импульсным распределе-

нием  =  первой моды.

При расчете данных зависимостей, вторая
подсистема (представленная параметром ) игра-
ет роль окружения основной системы, представ-
ленной параметром  Таким образом, введенный
параметр  имеет смысл когерентности
(или видности, если учесть, что  – действитель-

ное, положительное число, а  ма-
ло). Отметим, что по мере роста параметра  вид-
ность интерференционной картины убывает (что
так же подтверждается формой представленных
графиков), а число Шмидта возрастает, что сви-
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Рис. 2. Иллюстрация исчезновения интерференционной картины при увеличении параметра  ( ).
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детельствует об усилении корреляции между си-
стемой и ее окружением.

Также стоит отметить возможность перехода
от состояний вида кота Шредингера к двухщеле-
вому эксперименту и обратно. Это возможно в
следствии аналогичной с физической точки зре-
ния двухуровневой природы этих систем.

Двухщелевой эксперимент – один из наиболее
важных примеров интерференции, в котором
проявляются фундаментальные принципы кван-
товой механики [30].

В качестве простейшей модели двухщелевого
эксперимента, рассмотрим модель, задаваемую
суперпозицией двух двумерных гауссовых ампли-
туд вероятности:

(15)

где

– константа нормировки,  

 

В представленной формуле переменная  со-
ответствует координате интерферирующей мик-
рочастицы, а переменная  отвечает окружению
(показаниям детектора или координате детекти-
рующей частицы). В случае действительных пара-
метров  и  можно дать следующую наглядную
интерпретацию формуле (15). Интерферирующая
частица описывается двумя гауссовыми распре-
делениями со средним  и дисперсией  Ана-
логично, детектирование описывается двумя
гауссовыми распределениями со средним  и
дисперсией  При прохождении частицы через
щель с центром в точке  детектор фиксиру-

ет параметр  (координату детектирующей части-
цы) вблизи  Аналогично, при прохожде-
нии частицы через щель с центром в точке 
детектор фиксирует параметр  вблизи  Та-
ким образом, показания детектора коррелируют с
положением частицы. С квантовомеханической
точки зрения рассматриваемое состояние являет-
ся запутанным: координаты  и  коррелируют
(запутанны) друг с другом. Очевидно, что корреля-
ция между  и  высокая, когда  В этом слу-
чае, однако, пропадает интерференционная картина.

На основе представленного выражения (15)
для координатной волновой функции, путем не-
сложных вычислений, проделанных в работе [22],
можно посредством преобразования Фурье полу-
чить двумерную волновую функцию в импульс-
ном представлении

(16)

Сравнивая структуру данной формулы с фор-
мулой (14) можно увидеть четкие аналогии. На-
личие интерференционного поведения в обеих
формулах приводит к выводу о возможности пе-
рехода от одного представления (двухмодовое со-
стояние кота Шредингера) к другому (двухщеле-
вая интерференция волновой функции). Полное
соответствие этих формул наблюдается при

   

Найденная тесная связь между квантовой ин-
терференцией и математическим аппаратом

квантовых двумерных состояний котов Шредин-
гера, позволяет эффективно оценивать оптиче-
ские параметры интерференционных систем.

5. ОБОБЩЕНИЕ
НА МНОГОМОДОВЫЙ СЛУЧАЙ

По аналогии с двухмодовым состоянием кота
Шредингера можно ввести состояние, состоящее
из произвольного числа мод. Состояние кота Шре-
дингера размерности  определяется формулой

(17)
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где

Определим две подсистемы для рассматривае-
мого состояния:  и  Пусть подсистема  содер-
жит в себе  различных когерентных мод с па-
раметрами  (например, первые 
мод), а подсистема  состоит из  мод с парамет-
рами когерентности   (напри-
мер, последние  мод).

В рамках данной работы был получен следую-
щий результат: какой бы размерности не было со-
стояние, его можно свести к эффективной двух-
уровневой системе. Другими словами, любому
квантовому состоянию кота Шредингера размер-
ности большей двух, состоящему из двух подси-
стем можно поставить в соответствие квантовое
состояние двухмодового кота Шредингера.

Для изучения корреляционных и интерферен-
ционных свойств подсистем  и  введем два ко-
герентных состояния с параметрами когерентно-
сти  и  которые связаны с исходными парамет-
рами следующим образом:

(18)

Запишем квантовое состояние двумерного кота
Шредингера для этих двух параметров на осно-
ве (12)

(19)

Можно показать, что для состояний (17) и (19)
числа Шмидта будут в точности совпадать (см.
Приложение 1). Данный факт позволяет анализи-
ровать когерентность между подсистемами про-
извольных размерностей.

Кроме того, для многомерных состояний ко-
тов Шредингера также справедлива интерпрета-
ция в виде двухщелевого эксперимента. Для
оценки интерференционных свойств необходимо
получить волновую функцию состояния (17) в
импульсном представлении. Это можно сделать
по аналогии с формулой (14)

(20)

где нормировочный множитель задается формулой

а действительные и мнимые части амплитуд коге-
рентных состояний есть  и 

Далее, находим соответствующее вероятностное
распределение и интегрируем по переменным, со-

ответствующим окружению (последние  мод).
Полученное маргинальное распределение первых

 переменных будет описывать соответствую-
щую многомерную интерференционную картину

(21)

Для примера, возьмем 100000-мерное состояние
кота Шредингера с параметрами  =
=  и рассмотрим постепенное исчез-
новение интерференции по мере роста количе-
ства мод, 1рассматриваемых в качестве окруже-
ния (см. рис. 3).

Введем суммарный импульс системы, связан-
ный с интерференционной картиной:

(22)
В случае, когда параметр  действителен,

можно получить следующее выражение для рас-
пределения интерферирующей переменной 
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(23)

Здесь параметр  есть видность интерференци-
онной картины в приближении хорошо различимых
альтернатив. Она определяется числом мод окруже-
ния  и задаeтся следующей простой формулой:

(24)

Полученные зависимости показывают, что вид-
ность интерференционной картины резко снижает-
ся уже при редукции одного фотона в модах окру-
жения. Например, использование  мод в
качестве окружения соответствует редукции 
фотона (поскольку в рассматриваемом примере
среднее число фотонов в расчёте на одну моду
равно ).

Полученные аналитические формулы для мно-
гомерного состояния кота Шредингера произволь-
ной размерности позволяют анализировать корре-
ляционные характеристики с использованием раз-
ложения Шмидта, а также оценивать параметры

интерференционных двухщелевых экспериментов
с различной степенью влияния окружения.

6. ВЫВОДЫ
В рамках настоящего исследования был разра-

ботан математический аппарат для систем с интер-
ферирующими альтернативами. В качестве приме-
ра подобных систем, были рассмотрены квантовые
состояния кота Шредингера и волновые функции
двухщелевого эксперимента. Данные системы
оказались аналогичными по своей структуре, что
позволяет легко переходить от одного рассмотре-
ния к другому. Полученная связь позволяет эф-
фективно рассчитывать различные интерферен-
ционные характеристики, такие как, видность и
когерентность.

Было показано, что с квантово-информацион-
ной точки зрения важный для оптики комплексный
параметр когерентности световых колебаний есте-
ственным образом связан со скалярным произведе-
нием состояний окружения, отвечающих интерфе-
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Рис. 3. Постепенное исчезновение интерференционной картины при увеличении числа мод окружения. По оси абс-
цисс отложен суммарный импульс 
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рирующим альтернативам. Была получена простая
явная формула, задающая видность интерференци-
онной картины в зависимости от числа Шмидта,
характеризующего степень корреляции между ин-
терферирующей системой и ее окружением.

Результаты работы обобщены на случай состоя-
ний котов Шредингера произвольной размерно-
сти. Получены явные формулы для редуцирован-
ных состояний, возникающих при измерении ча-
сти мод рассматриваемой многомодовой системы.

Результаты проведенных исследований имеют
существенное прикладное значение и могут быть
использованы при разработке высокоразмерных
квантовых систем обработки информации.

Работа выполнена в рамках Государственного
задания ФТИАН им. К.А. Валиева РАН Минобр-
науки РФ по теме № 0066-2019-0005 при под-
держке Фонда развития теоретической физики и
математики “БАЗИС” (грант № 20-1-1-34-1).

Приложение 1

Утверждение о равенстве чисел Шмидта формул (17) и (19) следует из эквивалентности эффективных двух-
уровневых систем. Рассмотрим вначале формулу (19), которая в точности эквивалентна (12):

Соответствующая эффективная двухуровневая система определяется заменой на ортогональные кубитные состо-
яния (4), (5). В данном случае:

где   Тогда состояние двумерного кота Шредингера можно представить в виде
двухкубитного состояния:

(25)

Рассмотрим теперь формулу многомерного состояния кота Шредингера (17).

Можно определить эффективную двухкубитную систему по аналогии с двумерным состоянием кота Шредингера.
Для этого необходимо принять во внимание, что подсистема  состоит из первых  мод ( ), а подси-
стема  состоит из последних  мод (  ). Далее необходимо произвести следующие замены:

Тогда формулу для многомерного состояния кота Шредингера можно представить в виде:

(26)
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ФАСТОВЕЦ и др.

Можно заметить, что структура данной формулы идентична формуле (25). Если ввести замену (18), то ампли-
туды базисных состояний упрощаются:

В итоге мы получаем, что формула (26) в точности преобразуется в формулу (25). Эквивалентность формул (25) и
(26) говорит о равенстве всех характеристик, которые вычисляются с использованием соответствующего кубитного
представления, включая коэффициенты Шмидта, число Шмидта, видность интерференционной картины и т.п.
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