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В рамках кинетического подхода проведен расчет электропроводности тонкой проводящей трубки
с использованием диффузных граничных условий для функции распределения. Рассмотрен случай
анизотропной изоэнергетической поверхности проводника, имеющей форму трехосного эллипсо-
ида, одна из осей которого параллельна оси трубки. Проведен анализ зависимостей модуля и аргу-
мента электропроводности от эффективной массы носителей заряда.
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ВВЕДЕНИЕ
В рамках кинетической теории показано, что

электрические и оптические свойства малых про-
водящих объектов существенно отличаются от
свойств “массивных” образцов [1]. Различие объ-
ясняется ограничением длины свободного пробе-
га границей образца и, как следствие, увеличени-
ем влияния поверхностного рассеяния носителей
заряда по сравнению с объемным рассеянием на
процессы переноса, что ведет к существенному
влиянию поверхностного рассеяния на кинетиче-
ские коэффициенты (классический размерный
эффект). В случае, когда характерный линейный
размер образца много больше длины волны де
Бройля, для количественного описания класси-
ческого размерного эффекта применяется кине-
тическое уравнение Больцмана с использованием
граничных условий, учитывающих механизм по-
верхностного рассеяния носителей заряда.

Закон дисперсии (зависимость энергии квази-
частицы от импульса) оказывает существенное
влияние на характер движения электронов (ды-
рок) в полупроводнике. Изоэнергетическую по-
верхность ряда типичных полупроводников мож-
но аппроксимировать эллипсоидом вращения
(кремний, германий), что является естественным
обобщением наиболее часто используемой моде-
ли сферической изоэнергетической поверхности.

Расчет статической проводимости тонкой ме-
таллической проволоки круглого сечения выпол-
нен в работе [2], проволоки прямоугольного сече-

ния – в работе [3]. Теоретическое исследование
металлической пленки в квазиклассическом при-
ближении при наличии постоянных магнитного
и электрического полей проводилось Зондгейме-
ром [4] с учетом диффузного механизма отраже-
ния электронов от верхней и нижней границы
пленки. Расчет высокочастотной электропроводи-
мости тонкой цилиндрической полупроводнико-
вой проволоки проведен в работе [5]. В приведен-
ных работах решается кинетическое уравнение
Больцмана с учетом граничных условий Фукса [6].
Высокочастотная электропроводность тонкой ци-
линдрической проволоки с применением гранич-
ных условий Соффера [7] получена в работе [8]. В
работах [2–6, 8] расчет электропроводности вы-
полнен для проволок со сферической поверхно-
стью Ферми. Влияние анизотропии поверхности
Ферми на электропроводность тонкой неодно-
родной металлической проволоки исследовалось
в работе [9].

В данной работе проводится расчет электро-
проводности тонкой проводящей трубки в случае
эллипсоидальной изоэнергетической поверхно-
сти проводника с использованием модели диф-
фузного отражения носителей заряда от границ
трубки.
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внешним радиусом  Предполагаем, что толщи-
на стенки  много меньше глубины скин-
слоя, это позволяет пренебречь скин-эффектом.

Напряженность электрического поля направ-
лена вдоль оси трубки (ось ) и зависит от време-
ни по следующему закону

(1)

Неравновесную функцию распределения 
представим в виде двух составляющих: равновес-
ной функции распределения Ферми-Дирака  и
неравновесной поправки  возникающей под
действием внешнего электрического поля

(2)

(3)
где ,  и  – радиус-вектор, скорость и эффективная масса электрона (дырки).

В переменном электрическом поле  (1) урав-
нение Больцмана для квазисвободных электро-

нов (дырок) в приближении времени релаксации 
принимает вид

(4)

где  – волновой вектор.
В данной работе предполагается, что время

релаксации не зависит от скорости носителей
заряда 

В случае слабого внешнего электрического по-
ля уравнение (4) преобразуется к виду:

(5)

Изоэнергетическая поверхность проводника –
трехосный эллипсоид, главные оси которого сов-
падают с координатными осями  поэто-

му энергия электронов (дырок) проводимости
определяется следующим образом:

(6)

где    – эффективные массы квазичасти-
цы вдоль осей   и  соответственно.

Электрическое поле (1), действуя на носители
заряда, вызывает возникновение внутри прово-
дящей трубки высокочастотного тока плотно-
стью 

(7)

где концентрация  определяется как

(8)

Функция распределения носителей заряда
удовлетворяет уравнению (5). Отметим, что в слу-
чае эллипсоидальной изоэнергетической поверх-
ности проводника решение кинетического урав-
нения для моделей диффузно-зеркального или
зеркального отражения носителей заряда являет-
ся сложной математической задачей. Это связано
с тем, что модуль скорости для падающих на гра-
ницу трубки электронов (дырок) не равен модулю
скорости зеркально отраженных от границы но-
сителей заряда. Во избежание громоздких вычис-

лений будем использовать диффузные граничные
условия для функции распределения:

(9)

МЕТОД РЕШЕНИЯ
И МАТЕМАТИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ

Для решения кинетического уравнения (5) ис-
пользуется метод характеристик, подробно изло-
женный в [10]:

(10)
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Параметр  в формуле (10) принимает два значения; при отражении от поверхности трубки ра-
диуса 

(11)

при отражении от поверхности трубки радиуса 

(12)

Плотность тока (7) в цилиндрических координатах (в пространстве координат:    полярная
ось – ось  в пространстве скоростей:     – полярная ось) имеет проекцию только вдоль оси
трубки (ось Z):

(13)

Интеграл по углу  в плотности тока (13) раз-
бивается на три области интегрирования:

1. Траектория носителей заряда не пересекает-
ся с внутренней границей трубки радиуса  в
случае  где

(14)

функция распределения квазичастиц – 
(10, 12).

2. Свободные носители заряда движутся от
внешней границы трубки радиуса  к внутренней
границе радиуса  если  Функция
распределения квазичастиц –  (10, 12).

3. Электроны (дырки) перемещаются от внут-
ренней границы трубки радиуса  к внешней
границе радиуса  если  Функция
распределения квазичастиц –  (10, 11) [10].

В формуле (13) подынтегральное выражение яв-
ляется четной функцией по переменной  поэтому
интегрирование по всему диапазону скоростей 
заменяется интегрированием по положительному
диапазону, и результат удваивается. Кроме того,
движение носителей заряда симметрично относи-
тельно любой диаметральной плоскости, в которой
лежит точка их положения на траектории, поэтому
можно считать, что угол  в пространстве скоро-
стей меняется в пределах от 0 до  и удваивать ре-
зультат интегрирования по этой переменной.

Подставляя  и  в (6), по-
лучим выражение для энергии носителей заряда в
цилиндрических координатах

(15)

где  +  – параметр, который в
случае  переходит в поперечную массу 

Плотности тока (13) с у учетом (10) равна

(16)

Введем безразмерные параметры:

�t
1:R

( ) ( )⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

⊥

− + −
= =� �

2 2 2 2
1

1 2 ,
R r

t t
r v r v v

v

2:R

( ) ( )⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

⊥

+ + −
= =� �

2 2 2 2
2

2 2 .
R r

t t
r v r v v

v

⊥,r φ, ;z
;Z ⊥,v α, ;zv zv

+∞ +∞

⊥ ⊥
−∞

=   
2π

1 2 3
13

0 0

2 α .z z z
m m mj e f d d d

h
v v v v

 α

1 R
≤ ≤ −0 0α α π α ,

( )⊥ ⊥
 = −
  

1 22 2
0 1α arccos ,r R r

( )�1 2f t

2R
1,R − < ≤0π α α π.

( )�1 2f t

1R
2,R < ≤ 00 α α .

( )�1 1f t

,zv

zv

α
π,

⊥= cosαxv v ⊥= cosαyv v

⊥= +
22

3βε ,
2 2

zm vv

= 2
1β cos αm 2

2sin αm
=1 2m m ⊥.m

( )( )
( )( )( )

( )( ) ( )( )

+∞ +∞
⊥ ⊥

⊥

⊥

+ −
= ×

+ + −

  × − − + − − 
  

 

 � �

0

0

2 2 22
3 Б1 2 3

3 22 2
0 0 3 Б

α π

1 2
0 α

exp β 2 2 μ8
ν 1 exp β 2 2 μ

1 exp ν α 1 exp ν α .

z zz
z

Б z

z

m k Te E m m mj
k T h m k T

t d t d d d

v v v v

v v

v v

⊥

⊥

= = = = = +

 = = = − = = = = 
 

= = − = = = − − = + −

2 231 23
0 1 2 3 1 2 3 0 1 2

0 0 0
1 22

1 2 2
0 0 0 μ2

2 2 1 Б Б

2 2 2 2 22
0 0 0

1 1 1

, , , , β cos α sin α,

ω μ εξ , , α arccos 1 , , , , ,
λξ

ν , ρ , γ , η ξcosα ξ sin α, ψ ξcosα 1 ξ sin α.

m m m m m

z

mm mm m m m k k k k k
m m m

r R R RKK x y u u
R R v k T k T
Rz x iy K

vv

v v v



МИКРОЭЛЕКТРОНИКА  том 49  № 4  2020

РАСЧЕТ ЭЛЕКТРОПРОВОДНОСТИ 265

Здесь    – безразмерные эффектив-
ные массы вдоль осей    соответственно;

 – безразмерный внешний радиус трубки;
– безразмерная частота электрического поля;

 – длина свободного пробега электронов
(дырок).

Отдельно стоит отметить взаимосвязь пара-
метров эллиптичности, так как  то

 поэтому  Также при из-
менении параметров эллиптичности предполагается
постоянство концентрации свободных носителей за-
ряда (8), следовательно,  

Параметры   и  обезразмерены на характеристическую скорость  носителей заряда:

(17)

где  – концентрация носителей заряда, определяемая выражением:

(18)

(19)

Отметим, что в случае вырожденного Ферми-
газа  т.е. имеет порядок ско-
рости Ферми, а в случае невырожденного газа
свободных носителей заряда 

 т.е. имеет порядок средней квадра-
тичной скорости электронов (дырок) [5].

Используя выражения (11) и (12), выразим че-
рез безразмерные параметры величины  и 

(20)

(21)

Тогда с учетом введенных безразмерных параметров, концентрации (19) и выражений (20), (21)
плотность тока (16) преобразуется к следующему виду:
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В экспериментальных условиях обычно находят усредненный по радиусу ток вдоль оси трубки (ось )

(23)

Подставив выражение (22) в (23), а также формально применив локальный закон Ома в виде
 получим выражение для усредненной по радиусу удельной электропроводности:

(24)

(25)

Здесь  – безразмерная удельная электропроводность.

ПРЕДЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ
1. Случай вырожденного электронного (ды-

рочного) газа 

В случае вырожденного газа равновесная
функция распределения Ферми-Дирака (3) пере-
ходит в ступенчатую аппроксимацию:

(26)

Интеграл  (19) и безразмерная характеристиче-
ская скорость  (18) с учетом равновесной функ-
ции распределения Ферми-Дирака (26) преобра-
зуются к виду:

(27)

С учетом (26) и (27) выражение для безразмерной
электропроводности (25) примет следующий вид:

(28)

Безразмерная электропроводность (28) совпа-
дает с результатом работы [11] в случае диффузно-
го рассеяния носителей заряда и  где

 – поперечная эффективная масса.

Если частота внешнего поля  и частота
столкновений носителей заряда в объеме про-

водника  малы по сравнению с частотой
столкновения электронов (дырок) с поверхностя-
ми проводящей трубки  то экспонен-
ты, входящие в выражение (28), можно разложить
в ряд Тэйлора, ограничиваясь первыми двумя чле-
нами разложения. В результате для безразмерной
проводимости получим следующее выражение
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Проинтегрировав по переменной  имеем

2. Случай невырожденного электронного (ды-
рочного) газа 

Равновесная функция распределения Ферми-
Дирака (3) невырожденного электронного газа
описывается распределением Максвелла–Больц-
мана:

(29)

Интеграл  (19) и безразмерная характеристи-
ческая скорость  (18) с учетом равновесной
функции распределения Ферми-Дирака (26) пре-
образуются к виду:

(30)

Подставляя (29) и (30) в выражение (25), полу-
чаем следующий вид для безразмерной удельной
электропроводности

(31)

В низкочастотном случае  экспоненты в выражении (31), содержащие множитель  можно
разложить в ряд Тэйлора. В результате для безразмерной электропроводности получим выражение:

Проинтегрировав по переменной  имеем

3. Случай толстой трубки  или вы-
соких частот 

Если  то в выражении (25) экспоненты
 и  сильно затухают, в ито-

ге получаем

Данный результат соответствует классической
формуле Друде для “массивных” образцов.

4. Случай сферической изоэнергетической по-
верхности 
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Безразмерная электропроводность (25) в случае сферической изоэнергетической поверхности бу-
дет иметь вид

(32)

В предельном случае, когда радиус внутренней поверхности трубки стремится к нулю 
формула (32) переходит в выражение, соответствующее электропроводности тонкой проволоки [5].
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Рис. 1. Зависимость модуля безразмерной проводимости Σ от безразмерной эффективной массы  вдоль оси  при
  Сплошные кривые соответствуют случаю вырожденного полупроводника (металл) (28); пунк-

тирные – случаю невырожденного полупроводника (31). Кривые 1 –  2 –  3 – 
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ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
На рис. 1 и 2 изображены зависимости модуля и

аргумента безразмерной проводимости от безраз-
мерной эффективной массы вдоль оси  Из гра-
фиков видно, что с увеличением эффективной мас-
сы, модуль и аргумент проводимости возрастают.
Это связано с тем, что рост эффективной массы
вдоль направления, перпендикулярного оси трубки
сопровождается уменьшением скорости носителей
заряда в этом направлении и, следовательно, сни-
жением относительного числа диффузно отражен-
ных носителей заряда на границах трубки. Таким
образом, поверхностное рассеяние носителей заря-
да оказывает меньшее влияние на функцию распре-
деления, что приводит к увеличению модуля и аргу-
мента электропроводности.

На рис. 3 и 4 показаны зависимости относи-
тельного различия  модулей (рис. 3) и  аргу-
ментов (рис. 4) проводимости между случаями
вырожденного и невырожденного газа свободных
носителей заряда от безразмерной эффективной

.X

M A

массы вдоль оси  Относительное различие по
модулю и по аргументу определяется по следу-
ющим формулам: 

 где 
и  – безразмерная электропроводность в вы-
рожденном случае (28) и в невырожденном случае
(31). Рост эффективной массы приводит к сниже-
нию относительного различая модулей иаргумен-
тов проводимости.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В рамках кинетической теории исследовано

влияние анизотропии изоэнергетической поверх-
ности на электропроводность тонкой проводящей
цилиндрической трубки, рассчитанной длямодели
диффузных граничных условий. Показано, что с
ростом эффективной массы вдоль направления,
перпендикулярного оси трубки, модуль и аргумент
проводимости возрастают, а относительное разли-
чие модулей и аргументов проводимости в случаях

.X
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Рис. 2. Зависимость аргумента безразмерной проводимости  от безразмерной эффективной массы  вдоль оси 
при   Сплошные кривые соответствуют случаю вырожденного полупроводника (металл) (28);
пунктирные – случаю невырожденного полупроводника (31). Кривые 1 –  2 –  3 – 
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металла (вырожденный электронный газ) и полу-
проводника (невырожденный электронный газ)
уменьшается.

Исследование выполнено при финансовой
поддержке РФФИ в рамках научного проекта
№ 19-32-90008.
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Рис. 3. Зависимость относительного различия по мо-
дулю между вырожденным (28) и невырожденным
(31) случаями от безразмерной эффективной массы

 вдоль оси  при   Кривые
1 –  2 –  3 – 

10210110010–1

1

M, %

10–2

km1

16

2

3

15

14

13

12

11

10

9

8

7

1mk X = =0 0 0.1,x y = 0.5.K
=2 10;mk =2 1;mk =2 0.1.mk

Рис. 4. Зависимость относительного различия по ар-
гументу между вырожденным (28) и невырожденным
(31) случаями от безразмерной эффективной массы
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