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Задача о колебаниях газового пузырька в жидкости под действием периодически меняющего-
ся давления имеет долгую историю. К настоящему времени этот раздел механики жидкости и га-
за является классическим и представлен в сотнях статей и ряде монографий [1–4]. Миннаерт [5]
экспериментально и теоретически изучил зависимость частоты свободных колебаний газового
пузырька в жидкости. Им получена формула, связывающая частоту свободных колебаний пузы-
ря с плотностью жидкости, давлением, радиусом пузыря в равновесном состоянии и показате-
лем адиабаты газа γ. В [6] исследованы вынужденные колебания пузыря под воздействием внеш-
них пульсаций давления в линейном приближении. При этом предполагалось, что давление
внутри пузыря однородно (допущение о гомобаричности). В [7, 8] учитывается следующее за ли-
нейным (квадратичное) приближение, а также теплофизические свойства жидкости и газа. В [9,
10] обсуждаются правомерность условия гомобаричности и влияние теплофизических свойств
жидкости на колебание пузырьков в жидкости.

Наибольшая сложность для анализа амплитуды колебаний пузырька представляет собой ре-
зонансный случай, когда частота внешних пульсаций давления равна частоте Миннаерта. В [11]
отмечается, что линейное приближение дает для амплитуды в разы большее значение, чем чис-
ленное ее значение, определенное из точного нелинейного уравнения. Даже учет квадратичных
членов в уравнении дает значение, существенно отличающееся от точного. Ниже методом осред-
нения выведена простая формула зависимости амплитуды колебаний газового пузырька от ам-
плитуды внешнего давления и теплофизических характеристик газа и жидкости. Показано ее хо-
рошее согласие с численными расчетами до значения амплитуды колебаний радиуса пузырька,
сравнимого с его равновесным значением.

1. УРАВНЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ
Уравнение изменения радиуса пузырька , как функции времени , можно получить из зако-

на изменения энергии [11, 12]:
R 't

γ        + − + ω π + πμ = = πρ               

2 23
2 30

0 11 cos ' 4 16 0, 2 ,
' ' ' '

RdE dR dR dRp p t R R E R
dt R dt dt dt

УДК 532



4

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 5  2023

ПЕТРОВ

где  – кинетическая энергия жидкости,  – невозмущенное давление жидкости,  – ампли-
туда колебаний давления в жидкости,  – показатель адиабаты газа внутри пузырька. Частота ко-
лебаний внешнего давления принимается равной собственной частоте пузырька (резонанс).

В диссипативном члене приведенного уравнения учитывается только вязкость жидкости .
В линейном приближении амплитуда свободных колебаний за один период убывает в  раз,
где  – декремент затухания выражается через вязкость жидкости: . Для учета
тепловой (и других видов) диссипации удобно заменить  на эффективную вязкость, выразив ее
через декремент затухания , где  – частота свободных колебаний пузырька (Ми-
наерта). Как известно [1–4], для воздушных пузырьков в воде, радиусы которых меняются в диа-
пазоне  см, поверхностное натяжение практически не дает вклада в собственную
частоту, а декремент затухания меняется в интервале . Для малых пузырьков

см декремент обусловлен, главным образом, вязкостью воды, а для пузырьков большего
размера – тепловыми эффектами. Разделив уравнение на , получим

Сделаем замену     и разделим

уравнение на размерный множитель , приведя его к безразмерному виду

(1.1)

Здесь параметр  выражается через декремент затухания и учитывает все виды потерь энер-
гии. В линейном приближении уравнение имеет вид . Оно имеет точное ре-
шение

(1.2)

Первое слагаемое – это установившееся гармоническое колебание, а второе – возмущение,
зависящее от начальных условий. Возмущение за период колебаний убывает в  раз. Декре-
мент затухания учитывает все механизмы потерь энергии. При декременте затухания 

 имеем значение установившейся амплитуды . Тогда как согласно численно-
му решению точных уравнений при этих же значениях параметров имеем зависимость z(t), изоб-
раженную сплошной линией на рис. 1 при γ = 4/3. Для нее установившаяся амплитуда вычисля-
ется по формуле  . Она равна , т.е. почти в 3 раза
меньше. Решение построено при начальных условиях  и приведено на отрезках
времени: а) , б) .

На рис. 2 приведено сравнение численного решения точных уравнений  (синяя линия) с
решением линейного приближения (1.2) при    и . Начальные усло-
вия обоих решений нулевые: . Тогда в линейном приближении (1.2) следует под-

ставить . Приведенный пример показывает, что вычисление амплитуды по ли-
нейному приближению не приемлемо.

Неприемлемо также и приближение уравнения (1.1), в котором в функции g(z) учитываются
квадратичные и кубичные члены (кубическое приближение). Это видно из рис. 2, на котором
приводится сравнение точной функции z(t) (синяя линия) с численным решением кубического
приближения (желтая линия).

Цель дальнейшего изложения – найти установившуюся амплитуду колебаний в зависимости
от входящих в уравнение безразмерных параметров . Приведенные рис. 1–3 показы-
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вают, что решение невозможно получить обычными методами возмущений. Аналогичные срав-
нения точного численного решения с решениями различных приближений, что с графической
точностью решения начинают совпадать только после 15-го приближения. Это сильно осложня-
ет аналитическое исследование поставленной нелинейной задачи. Тем не менее ниже оно будет
выведено и проведено сравнение с численными расчетами в широком диапазоне параметров.

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ АМПЛИТУДЫ НЕЛИНЕЙНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ МЕТОДОМ ОСРЕДНЕНИЯ

Записываем уравнение колебаний в виде

(2.1)

Следуя методу осреднения (см. [13]), переменные  и  выражаем через новые переменные r
и .

(2.2)
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Рис. 1. Колебания относительного радиуса пузырька при    и начальных условиях
 на отрезках времени: , .
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Рис. 2. Сравнение линейного приближения (желтая кривая) и точного решения (синяя кривая) колебаний от-
носительного радиуса пузырька при    и начальных условиях .
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Если z(t) – гармоническое колебание, то переменные r и  имеют смысл амплитуды и фазы
этого колебания. Эти названия сохраняем и для нелинейных колебаний, в которых перемен-
ные r и  со временем медленно изменяются. Это одна из основных идей метода осреднения
(см. [13]).

С помощью подстановок находим

(2.3)

Разрешаем систему относительно  и 

Будем считать  независимой переменной и рассмотрим функции  , где
– это сдвиг фазы. Для введенных функций получим следующие уравнения:

(2.4)

(2.5)

Предполагая  малым параметром, введем замены

(2.6)

Оценим по параметру  правые части (2.5) уравнения (2.4). Сначала рассмотрим функцию F
в (2.1). С помощью разложения (1.1), подстановки (2.2) и замены (2.6) оценим ведущее слагаемое
в функции F

Отсюда и (2.3) получаем оценку  и оценки для правых частей . Таким
образом, для новых переменных   получим уравнения нормального вида с малыми па-
раметрами в правых частях. По теореме Боголюбова можно приблизить решение уравнений ре-
шением уравнения с осредненными правыми частями.

В правые части (2.5) подставляем выражения (2.6), затем раскладываем их по параметру  до
членов порядка первой степени  и найденные разложения осредняем по времени. Необходи-
мые для этого преобразования проводятся в пакете Wolfram Mathematica. В главном по пара-
метру  осредненные уравнения имеют вид

Они описывают изменение переменных  и  от заданных начальных значений до установив-
шихся постоянных значений, при которых правые части равны нулю.

Приравнивая к нулю правые части, найдем установившееся решение

Принимая во внимание замену (2.6), для амплитуды a = r и сдвига фазы  получаем следую-
щие асимптотические зависимости

(2.7) 

Согласно полученным асимптотическим формулам при  устанавливается гармониче-
ское колебание  с амплитудой и фазой (2.1). При    это гармо-
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ническое колебание изображено на рис. 1 штриховой линией. Оно имеет амплитуду ,
близкую к значению , которое найдено из численного решения точных уравнений. Как
видно из рис. 1, амплитуда и фаза, определенные по асимптотическим формулам (2.1), удовле-
творительно согласуются с точными значениями. Согласие улучшается по мере уменьшения па-
раметра .

Формулу (2.1) для амплитуды удобно представить в виде

(2.8)

Эта формула показывает хорошее согласие с точными численными расчетами практически
для всех физически реализуемых значений параметров  и A и весьма больших амплитуд ко-
лебаний радиуса пузырька. Амплитуда может достигать значения  и с хорошей точностью
определяться по формуле (2.8). Кроме того, численные расчеты подтверждают, что амплитуда
колебаний пузырька практически не зависит от декремента затухания. Эти результаты иллю-
стрируются на рис. 4, 5 и 6, на которых изображены зависимости установившейся относитель-
ной амплитуды  от относительной амплитуды колебаний внешнего давления .

= 0.370a
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Рис. 4. Сравнение относительных амплитуд численного и асимптотического решений для установившихся ко-
лебаний при , .
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ПЕТРОВ

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Как показывают рис. 4, 5 и 6, формула (2.2) для установившейся относительной амплитуды

 при резонансной частоте зависит только от показателя адиабаты  и отношения ампли-
туды колебаний внешнего давления  к его равновесному значению . Эта зависимость хорошо
подтверждается численными расчетами точных уравнений, как для малых амплитуд внешнего
давления , так и для достаточно больших, при которых амплитуда радиуса достигает значе-
ния . Зависимость справедлива для большинства газов с показателями адиабаты  от значе-
ния 1.3 до значения 1.5 и практически всех реально существующих декрементов затухания.

Однако полученная формула (2.2) не всегда применима. Следует исключить частоты, в два ра-
за большие собственным частотам деформационных мод. Радиусы пузырьков , для которых
выполнено условие резонанса с -й деформационной модой, находятся согласно [14, 15]. Выра-
жения для частоты ω радиальной моды и частоты  n-й деформационной моды

Затем из уравнения  находим радиусы пузырьков :

где σ – коэффициент поверхностного натяжения.
Для воздушных пузырьков в воде имеем:

Значения радиусов пузырьков, удовлетворяющие такому резонансному условию, приведены
в табл. 1. В этих случаях вся энергия радиальных колебаний перекачивается в деформационную
моду, что приводит к многократному увеличению ее амплитуды и дроблению пузырька. Очевид-
но, что для радиусов пузырьков, близких к этим значениям, формула (2.2) не будет работать.

= 1 0/a R R γ
1p 0p

1 0/p p
00.7R γ

0R
n

ωn

γ σ γ −ω = + ω − + +
ρ

=
ρ ρ

σ2 20
2 3 3

23 2 (3 1), ( 1)( 1)( 2)
n

np n n
R R R

ω ω =2 2/ 4n 0R

σ
σ

− + + + σ= − =
γ

0

0

2( 1)( 1)( 2) 1 21, ,
3

R n n n R
R p

σσ = = γ = =0  0.073 Н/м,   105 Па,  1.4, 1.4 мкp R

Рис. 6. Сравнение относительных амплитуд численного и асимптотического решений для установившихся ко-
лебаний при , .
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Таблица 1. Радиусы пузырьков  в мм, для которых частота Миннаерта в два раза больше частоты n-й де-
формационной моды

Номер моды n 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Радиус R0 0.07 0.026 0.0599 0.111 0.185 0.286 0.418 0.585 0.791

0R
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Отметим, что в [16] исследуются резонансы других порядков, но главным образом численно.
Работы [17–19] посвящены исследованию в линейном приближении вынужденных колебаний
пузырьков не только газовых, но и паровых.

Работа поддержана грантом РНФ № 22-21-00833.
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