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Рассматривается задача об отборе жидкости из пласта в скважину или закачке жидкости из
скважины в пласт при наличии трещины ГРП, перпендикулярной стволу скважины, в режи-
ме постоянного расхода. Получены аналитические решения, описывающие эволюцию давле-
ния в трещине при постоянном расходе флюида из пласта в скважину. Построены прибли-
женные решения с использованием метода последовательной смены стационарных состоя-
ний (ПССС). Сравнение численных результатов точного и приближенного решений
показывает, что они практически совпадают. Проанализировано влияние коллекторских ха-
рактеристик пласта и трещины на эволюцию давления в трещине и в скважине.
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В настоящее время в связи с тем, что значительная часть запасов нефти является трудноиз-
влекаемой в силу низкой проницаемости пластов или высокой вязкости самой нефти, представ-
ляют большой интерес задачи, описывающие фильтрацию флюида в призабойной зоне, подвер-
женной различным физико-химическим и механическим воздействиям. Существенная часть ра-
бот [1–5] посвящена задачам фильтрации вокруг скважины при наличии трещин, полученных
путем гидроразрыва пласта (ГРП).

В работах [6–9] приведена модель, описывающая фильтрацию флюида в трещине ГРП и в
окружающем трещину пласте. В [6] приводится решение, описывающее изменение давления
жидкости на скважине при поддержании постоянного дебита. В статьях [7–9] описывается рас-
пределение давления в трещине ГРП при режиме поддержания постоянного давления на сква-
жине и при поддержании постоянного расхода жидкости. Во всех упомянутых выше работах рас-
сматривались наиболее распространенные в настоящее время вертикальные скважины с верти-
кальной трещиной ГРП, симметричной относительно оси скважины.

В данной работе рассматривается процесс нестационарной фильтрации флюида в трещине
ГРП, перпендикулярной оси скважины, при поддержании постоянного расхода жидкости на
скважине. Для решения поставленной задачи предложена математическая модель в виде инте-
гро-дифференциального уравнения. Найдены точное аналитическое решение через функции
Бесселя и приближенное решение, полученное с помощью метода последовательной смены ста-
ционарных состояний (ПССС), удобное для практического применения и хорошо согласующе-
еся с точным решением.

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Рассматривается трещина ширины df, образованная гидроразрывом пласта и представляю-

щая собой область пористой и проницаемой среды между двумя параллельными вертикальными
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плоскостями, расположенная перпендикулярно к горизонтальной цилиндрической скважине
(рис. 1). Течение жидкости в трещине – радиально симметричное. Запишем уравнение нераз-
рывности для флюида в трещине

(1.1)

где  и  – пористость и плотность флюида (здесь и в дальнейшем нижние индексы f и p соот-
ветствуют значениям параметров в трещине и окружающей ее пористой среде),  – скорость
фильтрации жидкости,  – радиус скважины. Величина в правой части уравнения (1.1) выражает
приток флюида из пласта в трещину. Для ее определения решим сопряженную фильтрационную
задачу в пласте вне трещины. Для этого запишем уравнение неразрывности в пористой среде

(1.2)

Ось  отсчитывается от стенки трещины.
Для описания процесса фильтрации в трещине и в пласте примем закон Дарси

(1.3)

где ki  – коэффициент проницаемости,  – динамическая вязкость флюида. Сжимае-
мость жидкости учитывается в акустическом приближении

(1.4)

где C – скорость звука для жидкости, индекс (0) внизу для давления и плотности соответствует
их невозмущенным значениям. Флюид считаем слабо сжимаемым . Тогда
уравнения (1.1) и (1.2) с учетом (1.3) и (1.4) можно привести к виду

(1.5)

(1.6)

где  .

Отметим, что  – функция переменных  и , а  – функция переменных,  и y. В резуль-
тате система (1.5) и (1.6) может быть сведена к одному интегро-дифференциальному уравнению
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Рис. 1. Схема системы “скважина–трещина ГРП”.
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для Pf. Действительно, величина давления  на поверхности стенки трещины  должна
быть равна  Это условие запишется как

Будем считать, что в пористой среде вдали от трещины давление однородное и равно P0, т.е.

Согласно уравнению (1.6) линии тока для фильтрационного течения в пласте полагаются пря-
мыми, направленными перпендикулярно к границе трещин ГРП. Это допущение основано на
том, что, во-первых, забойный участок скважины обсажен (поступление флюида в скважину
происходит только из трещины). Во-вторых, проницаемость пласта kp на несколько порядков
ниже, чем проницаемость в трещине ГРП kf . Вследствие этого составляющая скорости
фильтрации  в пласте вблизи трещины вдоль нее значительно меньше, чем скорость филь-
трации  в трещине . Ниже, в п. 3 будет представлен более детальный анализ для диа-
пазона расстояния  и времени t, когда линии тока в пласте вблизи трещины ГРП почти прямые.
Отметим также, что это допущение о прямолинейности линий тока сильно упрощает решение
задачи.

Согласно принципу Дюамеля [10] решение уравнения (1.6), удовлетворяющее начальному и
граничному условиям

(1.7)

может быть записано как

(1.8)

где

После несложных преобразований с учетом условий (1.7) решение (1.8) можно привести
к виду

(1.9)

Подставляя (1.9) в уравнение (1.5) и полагая , получим следующее линейное интегро-
дифференциальное уравнение для Pf, как

(1.10)

Левая часть этого уравнения связана с упругоемкостью трещины. Как показано в [7], для рас-
сматриваемых задач это слагаемое не существенное, и в дальнейшем им пренебрегаем.

2. ФИЛЬТРАЦИЯ ФЛЮИДА В СКВАЖИНУ ЧЕРЕЗ ТРЕЩИНУ
В РЕЖИМЕ ПОСТОЯННОГО РАСХОДА

На основе уравнения (1.10), пренебрегая эффектом упругоемкости флюида в трещине (пола-
гая равной нулю левую часть этого уравнения), рассмотрим радиальный режим фильтрации
в трещине.

Пусть в исходном состоянии  жидкость в трещине и в пласте находится в покое, и, сле-
довательно, давление однородно. В момент времени  начинается с постоянным расходом
отбор  или нагнетание  жидкости из скважины в трещину. Требуется определить
поле давления Pf в трещине и закон изменения давления  в скважине. Рассмотрим случай,
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когда . В рамках отмеченных допущений уравнение (1.10) и его система начальных и гра-
ничных условий запишутся как

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Из условия (2.3) следует

(2.4)

Далее будем использовать преобразование Лапласа [11]

Из уравнения (2.1) с учетом (2.2) получаем для  следующее обыкновенное дифференци-
альное уравнение

(2.5)

Решение уравнения (2.5) имеет вид

(2.6)

где  и  – модифицированные функции Бесселя 1-го и 2-го рода нулевого порядка со-
ответственно [12]. Учитывая ограниченность  на бесконечности, имеем  Следова-
тельно,

(2.7)

Продифференцируем обе части уравнения (2.7) по переменной , тогда

(2.8)

Учитывая, что производная , (  – модифицированная функция Бесселя
второго рода первого порядка [10, 12]) из (2.8) при r = a получим

(2.9)

Тогда решение (2.6) с учетом выражения для C2 из (2.9) будет иметь вид

Найдем производную  функции , используя формулу Меллина (формулу

обратного преобразования Лапласа)
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Тогда

(2.10)

где  – положительное вещественное число.
Подынтегральная функция в (2.10) аналитична при всех комплексных значениях переменной 

за исключением нуля. Для вычисления этого интеграла воспользуемся контуром, изображенным
на рис. 2. Согласно теореме Коши имеем

Интегралы вдоль дуг  при  стремятся к нулю. Интеграл по дуге  при 
тоже стремится к нулю. Интеграл по отрезку  равен

Интеграл по отрезку  равен

Следовательно, выражение для производной  можем записать в виде

(2.11)
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Интегрируя выражение для производной (2.11) по переменной , находим искомую функцию

(2.12)

Из решения (2.12), полагая , получим закон изменения давления в скважине как

(2.13)

Отметим, что полученные решения при граничных условиях  при  и  при
 соответствуют начальному этапу функционирования скважины, когда влияние границы

пласта, влияние фильтрационных полей соседних трещин (в случае системы радиальных тре-
щин), а также радиальной границы трещины слабые.

3. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ МЕТОДОМ ПССС ЗАДАЧИ О ФИЛЬТРАЦИИ 
К СКВАЖИНЕ ЧЕРЕЗ ТРЕЩИНУ В РЕЖИМЕ ПОСТОЯННОГО РАСХОДА

Одним из наиболее широко использующихся приближенных методов решения задач теории
упругого режима фильтрации является метод последовательной смены стационарных состояний
(ПССС). Он основан на предположении, что давление в пласте меняется во времени значитель-
но медленнее, чем по координатам [13].

Рассмотрим функционирование скважины в режиме постоянного расхода (  ),
исходные состояния в пласте и в трещине примем, как в п. 2. Требуется определить эволюцию
распределения давления в трещине  и закон изменения давления в скважине  при гра-
ничном условии, аналогичном (2.3).

Согласно гипотезе, принятой в методе ПССС, для распределения давления в пластах вблизи
трещины ГРП имеем

(3.1)

Из этого выражения следует

(3.2)

Подставляя (3.2) в (1.5) и учитывая вышеизложенное допущение относительно левой части
этого уравнения, получим

(3.3)

Общее решение уравнения (3.3) имеет вид

(3.4)

Учитывая ограниченность  на бесконечности, из (3.4) получим

(3.5)
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Продифференцируем выражение (3.5) по переменной 

Учитывая условие (2.4), при  получим

Тогда общее решение запишется как

(3.6)

Отсюда, для закона изменения давления в скважине  имеем

(3.7)

Проведем анализ решения (3.7) для больших времен, когда  . Из этого
условия получим следующее неравенство для времени

Примем некоторые типичные характерные величины для системы “скважина, пласт и ради-
альная трещина ГРП”:   м2,  м2,  кг/м3,  Па ⋅ с,

 м,  м. Тогда, согласно выражению для  из (2.5), имеем следующую оценку

 и для вышеприведенных характерных величин рассматриваемой системы полу-

чим  c. Следовательно, в рассматриваемой задаче всегда , и поэтому можно
считать . Для функций  и  справедливы при малых значениях параметра  асимп-
тотики [10]

(3.8)

Здесь  – постоянная Эйлера. Подставляя (3.8) в (3.7), находим

(3.9)

Полученное выражение может быть использовано при гидродинамическом исследовании
скважины, подверженной ГРП. Действительно, из (3.9) следует

(3.10)

Это асимптотическое решение можно, в свою очередь, записать как

(3.11)
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чем, как показывают вышеприведенные численные оценки для , при отборе жидкости с посто-
янным расходом q, функционирование скважины почти мгновенно должно выйти на этот
асимптотический режим. Поэтому, обрабатывая промысловые данные в координатах (lnt, ),
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можем определить  и , и тем самым найти проводимость трещины  и величину . Этот
метод аналогичен способу, изложенному в [13], по определению проводимости пласта по кри-
вым восстановления давления при больших временах.

Отметим, что формулы (3.10) и (3.11) можно записать для системы из  радиальных трещин.
Если считать, что параметры всех трещин близки, то для этого в этих формулах надо q заменить
на nq.

Используя выражение для , решение (3.6) можно записать как

(3.12)

Следовательно, для распределения давления в трещине ГРП имеет место автомодельное ре-
шение. Отсюда, если перепад давления  принять за постоянное фиксированное значение, то
величины  и  связаны следующим законом

Таким образом, фиксированное значение давления в трещине для рассматриваемого режима
фильтрации распространяется по закону .

Как отмечено в п. 1, приведенные выше точные и приближенные решения получены при до-
пущении, что линии тока в пласте прямые, перпендикулярные к границам (“берегам”) трещины
ГРП. Определим зоны в плоскости (r, t) (радиальная координата – время), где выполняется при-
нятое допущение с некоторой точностью. Для радиальной  и нормальной  составляющих
скоростей фильтрации в пласте вблизи стенок трещины можем записать

поскольку вблизи стенки трещины имеет место

Тогда, используя решения (3.1) для Pp и (3.12) для Pf, для отношения величин радиальной и
нормальной составляющих скоростей фильтрации будем иметь

(3.13)

Отсюда следует, для того чтобы линии тока для скоростей фильтрации приближались к тре-
щинам ГРП под углом, близким к прямому углу, должно выполняться условие .

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Для параметров, определяющих свойства и состояния пористого пласта, флюида и трещины,

приняты величины   м2,  кг/м3,  м/с,  Па ⋅ с,

 м,  м,  МПа. Для величины расхода принято значение  м3/с.
На рис. 3 показано распределение давления в трещине при различных значениях коэффици-

ента проницаемости пласта для фиксированного момента времени. На этом и в следующих ри-
сунках сплошными и точечными линиями изображены графики, построенные по точным и при-
ближенным решениям соответственно. Кроме того, на рисунках представлены фрагменты гра-
фиков вблизи призабойного участка в увеличенных масштабах.

Из характера кривых распределения давления следует, что уменьшение коэффициента про-
ницаемости пласта на один порядок (в десять раз) приводит примерно к двукратному росту пе-
репада давления  между пластовым значением  ( , ) и значением в трещине.
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Следует также отметить, что в случае более низкопроницаемых пластов давление трещине ГРП
приближается к пластовому значению медленнее с ростом радиальной координаты . Так, если
в случае более низкопроницаемого пласта (  м2) расстояние от скважины, на котором
перепад давления  МПа, составляет около 60 м, то при проницаемости

 м2 такое значение перепада наблюдается при гораздо более близком к скважине рас-
стоянии (примерно на 20 м).

На рис. 4 изображены графики, иллюстрирующие эволюцию давления в трещине для различ-
ных моментов времени. Здесь также видно, что точные и приближенные решения практически
совпадают.

На рис. 5 представлены графики для распределения давления в трещине для различных зна-
чений дебита.

На рис. 6 показаны законы снижения давления в скважине для различных значений коэффи-
циента проницаемости пласта (a) и проводимости трещины  (б). Для времени принята
логарифмическая шкала. Сплошные линии получены на основе общего решения (2.13), точеч-
ные линии построены согласно решению (3.9).

Таким образом, из представленных результатов расчетов также видно, что решения, получен-
ные с использованием метода ПССС, практически совпадают с точными аналитическими реше-
ниями.

На рис. 7 зона, расположенная ниже линии 1, определяемой уравнением (3.13) при , со-
ответствует множеству значений (r, t), для которых в пласте величина нормальной скорости
фильтрации  больше величины радиальной скорости . Зона, расположенная ниже ли-
нии 2, определяемой тем же уравнением при , соответствует области переменных (r, t),
где величина нормальной скорости фильтрации  в 10 раз больше величины радиальной
скорости . Для параметров скважины, пласта и трещины ГРП приняты вышеприведенные
значения.
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Рис. 3. Распределение давления в трещине в момент времени  c для различных значений коэффициента

проницаемости пласта: 1–3 –    м2. Сплошные линии соответствуют точным аналитиче-
ским решениям, точечные – приближенным.
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Отметим, что в представленных картинах зона (r, t), где радиальная скорость фильтрации
меньше, чем нормальная скорость, несколько занижена, поскольку в приведенных оценках не
учтено торможение радиальной скорости фильтрации вблизи обсаженной скважины. Кроме то-
го, как нам представляется, в плане определения расхода флюида из пласта в трещину, некоторое
отклонение линий тока от прямых, перпендикулярных по отношению к трещине ГРП, несуще-
ственно.

Рис. 5. Распределение давления в трещине для различных значений дебита: 1–3 –    м3/c

при  м2 в момент времени  c.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные точные и приближенные решения, описывающие эволюцию давления в трещи-
не ГРП и, в том числе, на забое скважины при задании постоянного значения расхода флюида,
позволяют определять параметры трещины ГРП по кривым изменения давления в призабойной
зоне, сопоставляя их с промысловыми данными, получаемыми на скважине при прочих извест-
ных значениях параметров пласта и флюида. Показано хорошее согласование результатов, полу-
ченных с помощью метода последовательной смены стационарных состояний (ПССС) с точны-
ми, но значительно более сложными решениями. Это обстоятельство может быть полезным при
разработке численных алгоритмов, учитывающих в наиболее полном объеме особенности реаль-
ных систем “скважина–пласт, подверженный ГРП”, такие как многомерные эффекты, реаль-

Рис. 6. Динамика снижения давления в скважине при дебите  м3/c для (а) различных значений ко-
эффициента проницаемости пласта и (б) для различных значений проводимости трещины при проницаемости

пласта  м2: 1–3 –    м2; 4–6 –  10–12, 10–11 м3.
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ные условия на границах пласта и трещины ГРП, а также переходные режимы функционирова-
ния скважин.

Предложен метод оценки неизвестных значений коллекторских характеристик призабойной
зоны (например, величины проводимости трещины) на основе сравнения дебита скважины и
давления в забое с точными теоретическими решениями.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 21-11-00207,
https://rscf.ru/project/21-11-00207/.
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Рис. 7. Зоны фильтрации на плоскости : 1–2 – значения = 1, 0.1 в (3.13). В зоне, расположенной ниже линии 1,
нормальная скорость больше радиальной скорости фильтрации, а в зоне, ниже линии 2, нормальная скорость
превышает радиальную скорость фильтрации в пласте вблизи стенки трещины ГРП более чем в 10 раз.
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