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Хорошо известные в газовой динамике инварианты Римана [1] представляют собой функции,
постоянные на характеристиках одномерной системы уравнений, описывающей движения газа
при баротропных процессах. При этом инварианты Римана зависят только от скорости и плот-
ности газа. Понятие инварианта характеристик было естественным образом обобщено Дарбу [2]
при исследовании промежуточных интегралов скалярных гиперболических уравнений. Инвари-
анты характеристик представляют собой функции, постоянные на характеристиках систем диф-
ференциальных уравнений. Вообще говоря, они могут зависеть от производных сколь угодно
высоких порядков и тесно связаны с понятием интегрируемости уравнений в частных производ-
ных по Дарбу [2–5].

С помощью дополнительных инвариантов характеристик можно строить общее решение си-
стемы уравнений одномерной газовой динамики. Примеры построения общих решений без ис-
пользования инвариантов характеристик приведены в работе [6].

Основной целью этой работы является построение решений, в которых невозможно наступ-
ление градиентной катастрофы. Известно, что в случае одномерных политропных движений газа
по начальным условиям можно однозначно сказать, наступит ли градиентная катастрофа в соот-
ветствующем решении [7]. В нашей работе проводится исследование решений задач Коши на
всей пространственной оси, в которых наступление градиентной катастрофы невозможно. С по-
мощью инвариантов характеристик, дополнительных к инвариантам Римана, построение таких
решений сводится к исследованию систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Рас-
сматриваемые решения обладают конечными массой, импульсом и энергией. Другие примеры
решений без градиентной катастрофы, в том числе записанные в неявной аналитической форме,
приведены в работе [8].
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В безразмерных переменных система уравнений одномерной газовой динамики для полит-

ропных движений газа (давление задается соотношением , ) может быть запи-
сана в виде

(1.1)

Здесь безразмерные величины , , , , , p связаны с размерными временем t*, пространствен-
ной координатой x*, компонентой скорости u*, плотностью , скоростью звука  и
давлением p* с помощью соотношений

Характерные длина  и плотность  могут быть определены для конкретных задач. Характерная
скорость звука  соответствует характерной плотности.

Законы сохранения массы, импульса и энергии для системы уравнений (1.1) при  могут
быть записаны в виде

(1.2)

Система уравнений (1.1) обладает на характеристиках  и  инвариантами Римана:

которые представляют собой примеры инвариантов характеристик, т.е. функций, постоянных
вдоль характеристик.

Далее инварианты характеристик системы уравнений (1.1) будут использованы при построе-
нии ее точных решений.

2. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Для определения инвариантов характеристик системы уравнений (1.1) удобно использовать

операторы полных производных

Здесь мы предполагаем, что эти операторы продолжены на производные всех порядков. Введем
в рассмотрение операторы полных производных в силу системы уравнений (1.1)

Теперь характеристики  могут быть описаны в терминах полных производных вдоль характе-
ристических направлений
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Назовем функцию f инвариантом характеристики , если она удовлетворяет условию
. Здесь f может зависеть от переменных  и производных по  вплоть до некото-

рого конечного порядка. Аналогично определяются инварианты характеристики .

3. КЛАССИФИКАЦИЯ ИНВАРИАНТОВ ХАРАКТЕРИСТИК

Будем искать инварианты второго порядка характеристики , т.е. функции вида
, удовлетворяющие условию

Прямыми вычислениями получаем следующее соотношение:

Поскольку искомая функция f не зависит от производных третьего порядка, коэффициенты
при  и  должны быть нулевыми и рассматриваемое уравнение расщепляется на систему из
трех уравнений, из которых только два уравнения независимы. Независимые уравнения имеют
следующий вид:

(3.1)

(3.2)

В дальнейшем вместо аргумента  искомой функции f удобно использовать инвариант
Римана r.

Из уравнения (3.1) следует, что искомая функция имеет вид , где

. Подставляя искомую функцию f в уравнение (3.2) и исключая перемен-

ную  с помощью написанного выше выражения для q, получаем линейное по переменной 
соотношение. Тогда, расщепляя найденное соотношение по , получаем два уравнения на ис-
комую функцию f :

(3.3)
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Из уравнения (3.3) следует, что искомая функция имеет вид , где

(3.5)

Подставляя искомую функцию f в уравнение (3.4) и исключая переменные  и  с помощью со-
отношений (3.5), получаем соотношение, линейное по переменной  и тождественно равное
нулю по этой переменной. Расщепляя его по переменной , получаем два уравнения на иско-
мую функцию f. Первое уравнение имеет простой вид . Второе уравнение является класси-
фицирующим уравнением и имеет следующий вид:

(3.6)

Здесь  и .
Замечание 1. Случай  выделяется отдельно. Прямыми вычислениями можно показать,

что в этом случае нет дополнительных инвариантов второго порядка.
Используя отсутствие явной зависимости функции f от переменной , из классифицирующе-

го уравнения (3.6) находим только пять случаев существования дополнительных инвариантов.
Случай 1. . В этом случае дополнительным инвариантом является

Случай 2. . В этом случае дополнительным инвариантом является

Случай 3. . В этом случае дополнительным инвариантом является

Случай 4. . В этом случае дополнительным инвариантом является

Случай 5. . В этом случае дополнительным инвариантом является

Кроме того, в случаях 1, 3, 5 имеются дополнительные инварианты порядка не выше второго.
Они могут быть получены из найденных инвариантов с помощью действия оператора инвари-
антного дифференцирования

4. СВЕДЕНИЕ ИСХОДНОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ К ОДУ
Запишем исходную систему уравнений (1.1) в терминах инвариантов Римана (при )

(4.1)
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Дополнительные инварианты характеристик позволяют свести большинство задач Коши для
соответствующих систем уравнений к системам обыкновенных дифференциальных уравнений
(ОДУ). Для этого к системе (4.1) добавим соотношение:

(4.2)

между инвариантом Римана l на характеристике  и ее дополнительным инвариантом . Воз-
никающие при этом условия совместности оказываются выполненными автоматически. Если
используемый инвариант  корректно определен на начальных данных рассматриваемой задачи
Коши, то соотношение (4.2) позволяет определить соответствующую функцию . Интегриро-
вание характеристического поля , рассматриваемого в силу переопределенной системы урав-
нений (4.1), (4.2), сводится к замкнутой конечной системе ОДУ.

Замечание 2. Порядок инварианта  накладывает ограничения на порядок гладкости подхо-
дящих начальных условий.

Ниже при разных значениях параметра  приведены соотношения между инвариантами ха-
рактеристики  и соответствующие им системы ОДУ.

Случай 1. . В этом случае, используя соотношение между инвариантами

получаем следующую систему ОДУ:

Случай 2. . В этом случае, используя соотношение между инвариантами

получаем следующую систему ОДУ:

Случай 3. . В этом случае, используя соотношение между инвариантами

получаем следующую систему ОДУ:

(4.3)

Случай 4. . В этом случае, используя соотношение между инвариантами

получаем следующую систему ОДУ:

(4.4)

Случай 5. . В этом случае, используя соотношение между инвариантами

получаем следующую систему ОДУ:
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5. ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЙ БЕЗ ГРАДИЕНТНОЙ КАТАСТРОФЫ
В монографии [7] приводится следующий критерий невозможности наступления градиент-

ной катастрофы в решении гладкой задачи Коши для системы уравнений (4.1) при :

Далее рассмотрим две задачи Коши на всей пространственной оси для различных :

(5.1)

В соответствующих решениях невозможно наступление градиентной катастрофы.

5.1. Случай 
В этом случае начальным условиям (5.1) соответствуют начальные скорость и плотность

При этом начальные масса, импульс и энергия в законах сохранения (1.2) конечны, а начальная
скорость в задаче (b) ограничена. Соотношение между инвариантами при 

позволяет определить соответствующие функции :

Результаты численного исследования решений рассматриваемых задач Коши с помощью си-
стемы уравнений (4.3) представлены на рис. 1, 2.
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Рис. 1. Задача Коши (a) для  в моменты t = 0, 2, 5.
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5.2. Случай 
В этом случае начальным условиям (5.1) соответствуют начальные скорость и плотность

При этом начальные масса, импульс и энергия в законах сохранения (1.2) также конечны,
а начальная скорость в задаче (b) ограничена. Соотношение между инвариантами при t = 0

позволяет определить соответствующие функции :

Результаты численного исследования решений рассматриваемых задач Коши с помощью си-
стемы уравнений (4.4) представлены на рис. 3, 4.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Для некоторых уравнений состояния найдены инварианты характеристик порядка два, до-

полнительные к инвариантам Римана. Дополнительные инварианты характеристик позволяют
свести решения задач Коши к решению систем ОДУ и построить решения без градиентной ка-

γ = 7/5

−+ − ρ −2 5 2
0 0

1( ) : = exp( ) exp( ), = 10 exp( 5 )
2

a u x x x

−+ − ρ −2 5 2
0 0

1( ) : = 2arctg( ) exp( ), = 10 exp( 5 )
2

b u x x x

− − −+ − 0 0 0 0 0 0
0 0 0

0

' ' ' ''2 (4 ) ( )( ) = ( )
'12

l l r l r lx l r h l
l

( )h l

− + − + − +− − −2(ln 1) (ln 1) 2(ln 1)1 1 1( ) : ( ) = ln ln
3 2 12

l l la h l l l l l l

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

− − + + −

− − +

2 5 3

2 2

1 1 1( ) : ( ) = tg exp 2tg tg tg tg
2 2 2 2 8 2 24 2

1 exp tg tg 1
4 2 2

l l l l lb h l

l l

Рис. 2. Задача Коши (b) для  в моменты t = 0, 2, 5.
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тастрофы. Результаты исследования могут быть использованы при апробации численных мето-
дов решения уравнений газовой динамики.
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Рис. 3. Задача Коши (a) для  в моменты t = 0, 2, 5.
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Рис. 4. Задача Коши (b) для  в моменты t = 0, 2, 5.
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