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Выращивание клеточных агрегатов, полученных смешиванием клеток разных типов, в част-
ности эмбриональных, приводит к их сортировке – формированию клеточных структур, ко-
торые характеризуются пространственным разделением больших групп клеток разных типов,
отделенных друг от друга четкими границами. Типичными являются клеточные структуры, в
которых компактная масса клеток одного типа окружена клетками другого типа. В настоящей
работе поставлена и исследована задача о перераспределении плотностей двух типов клеток,
образующих клеточный сфероид. Постановка задачи использует предложенную ранее конти-
нуальную модель биологической сплошной среды [Логвенков С.А., Штейн А.А. Изв. РАН.
МЖГ. 2022. № 3. С. 1], образованной двумя активно взаимодействующими клеточными фа-
зами и жидкостью. Решены задачи, использующие два типа граничных условий, которые
учитывают подвижность внешних границ областей, занятых клетками разных типов: в одном
случае обе границы считаются совпадающими, а в другом – учитывается возможность их не-
зависимого перемещения. Исследовано влияние локального и нелокального законов разви-
тия активных межклеточных взаимодействий на процесс сортировки. Проведен анализ
свойств решений обеих постановок задач. Показано, что решения задачи с двумя независимо
перемещающимися границами более адекватно описывают явление сортировки, где клетки с
более сильными стягивающими активными взаимодействиями стремятся занять централь-
ную область, вытесняя клетки, обладающие более слабыми стягивающими взаимодействия-
ми. Решения задачи с двумя границами обладают большей устойчивостью по отношению к
возмущениям начальных условий. При этом может быть использована как нелокальная, так
и локальная модель.
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Активные механические взаимодействия клеток между собой и с внеклеточными составляю-
щими биологической среды приводят к развитию в биологических тканях полей механических
напряжений, которые являются одним из основных факторов, контролирующих движение кле-
ток [1, 2]. Активные взаимодействия клеток имеют исключительно важное значение для многих
биологических явлений, среди которых эмбриональное развитие, заживление повреждений мяг-
ких тканей, иммунные реакции, развитие опухолей и многое другое.

Экспериментальные исследования активных межклеточных взаимодействий в клеточных аг-
регатах, полученных перемешиванием клеток разных типов [3–7], показали формирование
устойчивых клеточных структур, которые характеризуются пространственным разделением
больших групп клеток разных типов, отделенных друг от друга четкими границами. Типичным
является формирование структур, в которых компактная масса клеток одного типа оказывается
окруженной клетками другого типа. Это явление носит название процесса клеточных сортиро-
вок. Возможны и более сложные клеточные структуры.

Математические модели, описывающие сортировку клеток, можно условно разделить на не-
сколько групп в соответствии с используемыми методами. Так, дискретные модели представле-
ны к настоящему времени столь большим количеством статей, что их обзор может составить
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предмет отдельной работы. Все эти модели объединены “энергетическими” методами описания
клеточных систем, заимствованными, в частности, из статистической физики. Эволюция систе-
мы направлена на минимизацию энергии, учитывающей различные механизмы взаимодействия
между соседними клетками. Подробное описание этих моделей можно найти в обзорных работах
[5, 8–10]. Отдельное место среди дискретных моделей занимают конечно-элементные модели
без написания континуальных уравнений (см. обзор [11]). При описании эволюции клеточной
системы в рамках этих моделей используется широко распространенное представление клеток
многоугольниками.

Недостатки моделей этого типа, касающиеся адекватности их применения для описания био-
логической сплошной среды, кратко обсуждаются в [12]. Одним из существенных недостатков
представляется то, что гипотезы о действии механизмов, приводящих к сортировке клеток, в ос-
новном сводятся к обсуждению роли различных клеточных структур, обеспечивающих межкле-
точную адгезию (сцепление поверхностей соседних клеток) и кортикальное натяжение (натяже-
ние сократительных элементов клеточного скелета, выстилающих поверхностные слои клеток).
Однако при этом упускается главное – развитие сил активного механического взаимодействия
между клетками в то время, как указанные факторы оказывают влияние на величины этих сил.

Континуальному моделированию сортировки клеток посвящено значительно меньшее коли-
чество публикаций. Идеи, предложенные в [13] при описании самоорганизации клеточных си-
стем, получили дальнейшее развитие в работе [14], которая послужила основой для целого ряда
дальнейших публикаций [15–17]. В этих работах эволюция клеточной системы описывается
уравнениями неразрывности для клеточных фаз. При этом постулируются определяющие соот-
ношения для потоков плотностей, которые учитывают, помимо эффективной диффузии, также
активную нелокальную составляющую. Нелокальная составляющая учитывает активные взаи-
модействия между клетками, которые находятся на некотором расстоянии друг от друга. В каче-
стве возможного биологического механизма, обеспечивающего нелокальные взаимодействия
между клетками, могут выступать различного вида и протяженности протрузии (выросты) кле-
точной мембраны.

Однако выражения такой структуры могут быть получены только в случае движения клеток
относительно некоторого неподвижного субстрата, сила взаимодействия с которым имеет вид
вязкого трения, при этом напряжения в среде не вводятся и влияние напряжений в самих клет-
ках на соседние клетки не рассматривается.

Методы механики многофазных сред широко использовались при моделировании активных
взаимодействий клеток между собой и с внеклеточным матриксом в процессах развития опухо-
левых тканей [18–21]. Общий подход к моделированию процессов в механически активных кле-
точных средах, основанный на применении методов механики многофазных сред, был предло-
жен в [22]. Он послужил основой построения континуальной модели биологической среды, об-
разованной двумя активно взаимодействующими клеточными фазами и жидкостью [23]. В
модели учитываются активные взаимодействия как между клетками внутри одной фазы, так и
между клетками разных фаз. Разработанная в [23] модель использовалась при решении модель-
ной задачи о сортировке клеток в бесконечном плоском слое [12]. Полученные в [12] условия на
разрыве, отделяющим область, занятую двумя клеточными фазами от области, занятой одной
фазой, позволили рассмотреть постановку задачи с учетом независимого перемещения границ
областей, занятых клетками разного типа.

В данной работе задача о сортировке клеток будет рассмотрена в геометрии, более прибли-
женной к реальной, чем ранее [12]. Задача будет решена с использованием двух типов граничных
условий, учитывающих подвижность внешних границ областей, занятых клетками разных ти-
пов: в одном случае обе эти границы будут считаться совпадающими, а в другом – будет учиты-
ваться возможность их независимого перемещения, контролируемого условиями нагружения.
Будет исследовано влияние локального и нелокального (учитывающего взаимодействие между
клетками, находящимися на некотором расстоянии друг от друга) законов развития активных
межклеточных взаимодействий на процесс сортировки.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим клеточный агрегат, первоначально образованный смесью клеток двух разных ти-

пов в присутствии внеклеточной жидкости. Будем считать, что клеточный агрегат в начальный и
последующие моменты времени имеет правильную сферическую форму и окружен жидкостью с
нулевым давлением.
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Постановка задачи о перераспределении плотностей двух типов клеток в клеточном сфероиде
будет использовать разработанную нами ранее континуальную модель биологической сплошной
многофазной среды, образованной двумя активно взаимодействующими клеточными фазами и
жидкостью [23]. Схематическое изображение структуры сфероида в разные моменты времени
показано на рис. 1. Ниже приведены основные допущения, использованные при построении мо-
дели.

Клеточные фазы различаются параметрами зависимостей, управляющих развитием активных
взаимодействий между клетками, и активными перемещениями клеток друг относительно друга.
Активные взаимодействия между клетками описываются посредством введения трех дополни-
тельных фаз, две из которых обеспечивают активные взаимодействия между клетками, принад-
лежащими только к первой или только ко второй клеточной фазе. Третья дополнительная фаза
обеспечивает перекрестные активные взаимодействия между клетками разных фаз. Более по-
дробное обсуждение возможных биологических структур, отождествляемых с дополнительными
фазами, и физические механизмы, связанные с активными межклеточными взаимодействиями,
приводится в [22, 23]. Объемы, занимаемые дополнительными фазами, считаются пренебрежи-
мо малыми в сравнении с объемами основных фаз. В дальнейшем будем предполагать, что ак-
тивные стягивающие взаимодействия развиваются только между клетками, принадлежащими к
одной фазе, а между клетками двух разных фаз отсутствуют. Таким образом, в межфазной пере-
крестной активной силе будем учитывать только расталкивающую компоненту.

В среде отсутствуют деления и гибель клеток, а также потоки массы между клеточными фаза-
ми и жидкостью. Истинные плотности фаз считаются постоянными и равными между собой, по-
этому объемные концентрации фаз совпадают с массовыми. Оценка коэффициента межфазного
вязкого трения между клеточными фазами и жидкостью [23] позволяет пренебречь в уравнениях
импульсов изменением гидростатического давления p во внеклеточной жидкости, поэтому в
дальнейшем оно считается пространственно-однородным. Тогда уравнения для клеточных фаз
можно решать отдельно от уравнений, описывающих движение жидкости. Будем полагать, что
жидкость может свободно перетекать через внешнюю границу сферы, и давление  совпадает с
давлением во внешней среде, т.е. p = 0.

Введем сферическую систему координат с началом в центре сферы. Решение задачи о пере-
распределении плотностей клеток будет выполнено в предположении сферической симметрии
всех величин. У всех тензоров смешанные компоненты считаются равными нулю. Будем отме-
чать компоненты тензоров в направлениях ,  и  соответствующим буквенным индексом, за-
меняя повторяющийся индекс однократным. У единственной отличной от нуля компоненты
векторов скорости в радиальном направлении индекс  опускается, а нижним индексом будем
обозначать номер клеточной фазы. Систему уравнений для физических компонент векторов и
тензоров (получаемую из общей модели [12]), относящихся к клеточным фазам, можно записать
в следующем виде:

p

r ϕ θ

r

Рис. 1. Схематическое изображение строения клеточного сфероида, образованного клетками 1-го и 2-го типов
в разные моменты времени. Номера клеточных фаз в разных областях сфероида обведены маленькими круга-
ми. (а) Строение в начальный момент времени. (б) Строение в некоторый момент времени , когда границы
клеточных фаз разошлись. Координаты  и  являются радиусами сфер, ограничивающих
первую и вторую клеточную фазы соответственно.
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Здесь  и  – объемные концентрации первой и второй клеточных фаз соответственно;  и
 – компоненты векторов скорости клеточных фаз;  и  – тензоры напряжений в клеточных

фазах; тензоры  и  – характеризуют напряжения в дополнительных фазах, обеспечивающих
активные межклеточные взаимодействия между клетками только первой и только второй кле-
точных фаз соответственно; тензор напряжений  описывает активные взаимодействия кле-
ток, принадлежащих к разным фазам; индекс  принимает значения ,  и , при этом , 
и  – координаты радиус-вектора точек на поверхности сферы  радиуса  (радиус дальнодей-
ствия) с центром в рассматриваемой точке, в локальном физическом базисе сферической систе-
мы координат;  – радиальная компонента силы межфазного взаимодействия между клеточны-
ми фазами;  и  – компоненты тензоров скоростей деформаций клеточных фаз;  и  – дав-
ления в первой и второй клеточных фазах соответственно; для первого инварианта любого
тензора второго ранга принято обозначение .

Уравнения (1.1) являются уравнениями неразрывности для клеточных фаз с учетом сделан-
ных выше предположений. Уравнения баланса импульса для клеточных фаз (1.2) – (1.5), в пре-
небрежении инерционными эффектами, учитывают силы их взаимодействия с дополнительны-
ми фазами (второе и третье слагаемые), а также силу межфазного взаимодействия между двумя
клеточными фазами. Уравнения баланса импульса по оси  выполнено тождественно.

Выражение (1.6) для силы межфазного взаимодействия F представлено в виде суммы двух со-
ставляющих, связанных с действием сил давления (первое и второе слагаемые) и силой вязкого
трения (третье слагаемое) на межфазных поверхностях.

Уравнения (1.8) и (1.9) являются определяющими соотношениями для активных напряжений
в дополнительных фазах. Они учитывают как хаотическую активность клеток, характеризуемую
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давлениями ,  и , проявляющимися в отталкивании клеток, так и стягивающие усилия,
определяемые неоднородностью их микроокружения. Интегрирование в соотношениях (1.8)
выполняется по сферической поверхности  фиксированного для данной среды радиуса  (ра-
диуса дальнодействия) с центром в рассматриваемой точке. Для точек, находящихся на расстоя-
нии, меньшем  от поверхности клеточного сфероида, интегрирование ведется по той части по-
верхности сферы, которая лежит внутри этого объема.

Соотношения (1.10)–(1.11) представляют собой выражения для компонент тензоров скоро-
стей деформаций клеточных фаз. В общем случае тензор скоростей деформаций в клеточной
среде учитывает как деформацию клеток, так и их переупаковку [24]. В настоящей работе (как и
в [23]) предполагается, что деформация клеточных фаз определяется только переупаковками.
Система дополняется кинематическими соотношениями (1.12), (1.13) для компонент тензоров
скоростей деформации клеточных фаз.

2. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ
Рассмотрим две постановки задачи о перераспределении плотностей клеток двух типов в кле-

точном сфероиде. Постановки задач будут различаться граничными условиями. В первом случае
постановка задачи учитывает возможность независимого перемещения поверхностей, ограни-
чивающих клетки каждого типа. Координаты  и  являются радиусами сфер, огра-
ничивающих первую и вторую клеточную фазы соответственно (рис. 1б).

Будем считать, что в начальный момент времени клетки обеих фаз заполняют весь объем сфе-
ры, и в качестве начальных условий при t = 0 будем задавать положение границ клеточных фаз

 и начальные распределения объемных концентраций фаз ,
.

В дальнейшем при решении задачи будет происходить разделение границ областей, занятых
клетками разных типов. Последующие рассуждения будут проведены для случая , ко-
гда центральная область занята двумя типами клеток, а внешняя – только клетками второго ти-
па. Заранее неизвестно, какая из фаз замыкает другую. Это определяется в процессе решения и
зависит от числовых параметров, характеризующих каждую фазу. Во внешней области, где при-
сутствует лишь клеточная фаза 2, , , и уравнения системы (1.1)–(1.13),
относящиеся к фазе 1, выполняются тождественно. В случае  рассуждения будут ана-
логичными.

Сила, действующая на внешней границе со стороны окружающей среды, сводится к давле-
нию жидкости. Будем предполагать, что оно распределено между фазами пропорционально их
концентрациям. Тогда в начальный момент времени (и пока ) на внешней границе
выполнены условия:

(2.1)

После разделения границ, второе условие (2.1) при  для второй фазы сохраняется.
Граница  делит клеточный сфероид на области, занятые двухфазной и однофазной кле-
точными средами. Для первой фазы условие при  теперь должно учитывать силовое воз-
действие частиц второй фазы, расположенных по другую сторону этой границы. Для второй фа-
зы граница  является поверхностью разрыва, и на этой границе должны быть сформули-
рованы дополнительные условия непрерывности потока массы и перераспределения нагрузки в
результате взаимодействия с частицами первой фазы.

Из уравнения неразрывности (1.1) для второй фазы следует условие непрерывности потока
массы на разрыве

(2.2)

Квадратные скобки обозначают разность соответственных величин по разные стороны раз-
рыва, точкой обозначена производная по времени.

Условия для напряжений были получены в [12]. Они имеют следующий вид

(2.3)
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(2.4)

(2.5)

Здесь p* является средним давлением на поверхности межфазного контакта при .
Верхний индекс “плюс” или “минус” указывает на значение соответствующей величины справа
или слева от разрыва.

Перемещение границ  и  определяется движением клеток соответствующих
фаз, поэтому считаются выполненными условия  при  и  при .

Из уравнений неразрывности (1.1) и условия ограниченности скоростей фаз в центре сферы
следует, что при r = 0:

(2.6)

Граничные условия для  при r = 0 и , а также  при r = 0 и  не ставятся, так
как границы фаз перемещаются со скоростями, равными скоростям частиц соответствующих
фаз на этих границах. То есть, границы r = 0 и  являются характеристиками для первого
уравнения (1.1), а r = 0 и  – для второго. Соответствующие граничные условия получа-
ются из решения уравнений (1.1), записанных в соответствующих точках.

Система уравнений для определения скоростей фаз при известных распределениях концен-
траций имеет четвертый порядок. В то время, пока границы фаз совпадают, для нахождения ско-
ростей используются четыре условия, входящие в (2.1) и (2.6). В дальнейшем, при разделении границ
областей, занятых клетками разных типов, необходимо шесть граничных условий. К их числу отно-
сятся второе соотношение (2.1), соотношение (2.2), а также (2.3), (2.4) и оба соотношения (2.6).

Непрерывность начальных распределений концентраций фаз обеспечивает их дальнейшую
непрерывность, в том числе и при прохождении поверхности разрыва по частицам второй фазы.
Разрыв испытывает лишь скорость изменения концентрации . В силу условия (2.2) на этой по-
верхности остается непрерывной и скорость второй фазы . Таким образом, при  скорость
и концентрация второй фазы претерпевают слабый разрыв, тогда как разрыв напряжения в этой
фазе  оказывается сильным, что видно из условия (2.4).

Вторая постановка задачи отличается от первой тем, что скорости клеточных фаз считаются
совпадающим на внешней границе сфероида. Таким образом, в каждый момент времени весь
объем сфероида считается заполненным обеими фазами. При этом радиус сфероида, как и в
предыдущей постановке задачи, меняется со временем. Для нахождения скоростей в этом случае
должны быть использованы оба условия (2.6), условия равенства скоростей на внешней границе
и условие равенства нулю внешней нагрузки. Тогда при  ( ) должны быть вы-
полнены условия

(2.7)

(2.8)

3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ
Преобразуем систему уравнений (1.1)–(1.13). Для этого выразим напряжения в клеточных фа-

зах ,  и ,  из уравнений (1.10), (1.11) и подставим их в уравнения импульсов (1.2) и
(1.4). Напряжения с индексом θ исключим с помощью уравнений (1.3) и (1.5). Компоненты тен-
зоров скоростей деформаций заменим с помощью кинематических соотношений (1.12) и (1.13).
Добавив уравнения (1.1), получим полную систему для нахождения ,  и , .

Введем безразмерные величины:
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Здесь  и  – некоторые характерные значения соответствующих групп коэффициентов.
В дальнейшем звездочку при безразмерных параметрах будем опускать.

В обеих постановках задач численное решение полученной системы на каждом шаге по вре-
мени начинается с уравнений для  и , при этом значения  и  берутся с предыдущего вре-
менного шага. Затем при найденных скоростях решаются уравнения (1.1), позволяющие найти

 и .
Рассмотрим схему решения задачи, которая учитывает возможность независимого перемеще-

ние внешних границ клеток каждого типа. На каждом шаге сначала находятся значения  и  в
области , где присутствуют обе клеточные фазы, после чего  продолжается в об-
ласть , в которой присутствует только вторая клеточная фаза.

При расчете скоростей на отрезке  вводится безразмерная координата , что
позволяет перейти от решения уравнений с подвижной верхней границей к решению уравнений
на отрезке [0; 1].

Система уравнений для безразмерных неизвестных ,  имеет следующий вид:

(3.1)

Здесь ,

В качестве граничных условий при решении системы (3.1) используется равенство 
при , а при  – соотношения (2.3) и (2.4).

Условие (2.3) при  после подстановки в него выражений для  и , полученных
из (1.10) и (1.11), с учетом выражения для межфазного давления p* (2.5), а также выражений для
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 и  (1.7) и кинематических соотношений (1.12) и (1.13) принимает следующий вид (верхний
индекс “–”, указывающий на принадлежность к области 12 совместного присутствия обеих фаз
опущен)

(3.2)

Второе граничное условие при  получим аналогично. Условие (2.4) после подстановки
выражений для  и  из (1.10) и (1.11), учитывая (2.5), (1.7), (1.12) и (1.13) принимает следую-
щий вид:

(3.3)

Граничные условия (3.2) и (3.3) для решения системы уравнений (3.1) содержат значения ско-
рости  и ее производную справа от разрыва. Поэтому для того, чтобы найти значения  и  во
всей внутренней области  необходимо вычислить скорость клеток второй фазы на отрезке

 и исключить  и  из условий (3.2) и (3.3).

Уравнение для  во внешней области  может быть получено с помощью преобра-
зований системы (1.1)–(1.13) аналогичных тем, которые использовались при получении си-
стемы (3.1). При этом следует учитывать присутствие во внешней области лишь второй клеточ-
ной фазы ( , ). При расчете скоростей во внешней области введем новую
координату , тогда уравнение для  будет иметь следующий вид:

(3.4)

Здесь  и .

Интегрирование уравнения (3.4) выполняется на отрезке . В качестве гра-
ничного условия при  используется второе условие (2.1), которое после подстановки в него
выражения для  из (1.11) и кинематического соотношения (1.13) принимает следующий вид:
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В качестве граничного условия при  используется условие на разрыве (2.2). Это
условие связывает между собой значения скорости второй фазы по разные стороны разрыва.

Решение уравнения (3.4) с граничными условиями (2.2) и (3.5) будем искать в следующем ви-
де , где U1 удовлетворяет уравнению (3.4), а U2 – уравнению, получен-
ному из (3.4) заменой правой части нулем.

В качестве “начальных” условий примем, что ,  и , 

при . Тогда  удовлетворяет уравнению (3.4) и граничному условию (3.5) при
любых значениях постоянной C. Значение C может быть найдено из условия (2.2) при ξ2 =
= .

Важно отметить, что найденное значение C будет зависеть от известных значений U1 и U2 при
ξ2 =  и значений скоростей клеточных фаз только слева от разрыва. Это позволит выра-

зить  и  в условиях (3.2) и (3.3) через значения скоростей клеточных фаз только слева от

разрыва и решить систему (3.1) с полученными из (3.2) и (3.3) граничными условиями и услови-
ями  при . Долее можно вычислить значение постоянной C и значения  во
внешней области.

Вычисление интегралов, присутствующих в выражениях для активных напряжений, выпол-
нено путем разложения подынтегральной функции в ряд по формуле Тейлора второго порядка
точности и с помощью пятиточечной квадратуры Гаусса [25], при этом учитывается различие
пределов интегрирования для внутренних и граничных точек среды, т.е. точек, удаленных от гра-
ницы слоя на расстояние, не превышающее радиус дальнодействия.

Разностные схемы для решения системы (3.1) и уравнения (3.4) были получены интегро-ин-
терполяционным методом [26]. Монотонность схемы для (3.1) достигается использованием на-
правленных разностей при аппроксимации производных  и  в зависимости
от знаков стоящих при них коэффициентов. Полученная система разностных уравнений
для (3.1) решалась методом матричной прогонки. Для вычисления U1 и U2 решались задачи Ко-
ши.

Полученные значения  и  используются при решении уравнений для  и . Урав-
нения (1.1) после введения координаты  для первого из них и  для второго приводятся к ди-
вергентному виду:

(3.6)

Эти уравнения решаются по отдельности. Численное решение уравнений (3.6) было выпол-
нено с использованием TVD схемы Хартена с ограничителем minmod [27, 28].

Описание эволюции системы дополняется уравнениями  при  и  при .
Эти уравнения решаются методом Эйлера.

При решении задач используется разбиение отрезков  и  на одинаковое число ча-
стей. При переходе от одного разбиения к другому (т.е. при переходе от координаты  к коорди-
нате ) используется пересчет соответствующих величин с использованием линейной интерпо-
ляции.

Решение задачи, в которой клеточные фазы ограничены одной общей границей, отличается
от решения предыдущей задачи только схемой вычисления скоростей  и . В этом случае урав-
нения (3.1) решаются при граничных условиях (2.6), (2.7) и (2.8) с учетом того, что R(t) =
= .
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4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Исследуем решения задач, описывающих формирование клеточных структур, которые появ-

ляются в результате пространственного разделения двух типов клеток в клеточном агрегате сфе-
рической формы.

Клеточные фазы отличаются значениями параметров, характеризующих развитие активных
взаимодействий между клетками. Числовые параметры, используемые ниже, соответствуют то-
му, что активные стягивающие взаимодействия внутри первой клеточной фазы превышают та-
ковые внутри второй клеточной фазы ( ). Параметры  и , характеризующие актив-
ные давления, проявляющиеся в расталкивании клеток внутри фаз, предполагаются равными.
Эволюция плотностей клеток в клеточном сфероиде будет исследована в зависимости от значе-
ний безразмерных параметров, принятых в предшествующих работах [12, 23]. Примем следую-
щие значения числовых параметров в качестве стандартных: ,  =
= 0.5, , , , , , . Значения пара-
метров  и , характеризующих стягивающие активные взаимодействия, будут приведены в
каждом случае отдельно.

Рассмотрим результаты решения задачи о сортировке клеток, используя постановку задачи с
двумя независимо перемещающимися внешними границами областей, занятых клетками раз-
ных типов. Распределения концентраций клеток в разные моменты времени при начальных про-
странственно-однородных распределениях  и , стандартных значениях
параметров и , , а также эволюция границ клеточных фаз при различных комбина-
циях параметров  и  ( ,  и , ), представлены на рис. 2.

Приведенные на рис. 2а распределения концентраций клеток в разные моменты времени де-
монстрируют тенденцию к пространственному разделению двух типов клеток, которые первона-
чально равномерно заполняли сферический клеточный агрегат. Клетки первой фазы, в которой
активные стягивающие взаимодействия между клетками сильнее (при этом ), стремятся
занять центральную область, а клетки второй фазы – периферийную. Обрыв сплошных линий 1
соответствует границе области, занятой клетками первой фазы. Эта граница делит клеточный
сфероид на две части, первая из которых занята клетками первой и второй фазы. При этом кон-
центрация клеток второй фазы в этой области приближается к нулю, и они имеют тенденцию со-
средоточиться во внешней области. Обрыв сплошных линий 2 соответствует внешней границе
сфероида.

Эволюция границ клеточных фаз представлена на рис. 2б. На начальном этапе наблюдается
быстрое уплотнение среды, проявляющееся в синхронном уменьшении радиусов сферических
поверхностей, ограничивающих клеточные фазы. Далее происходит выдавливание наружу пер-
вой клеточной фазы, обладающей более слабыми стягивающими межклеточными взаимодей-
ствиями. В силу того, что эта фаза остается более рыхлой, чем вторая, происходит незначитель-
ное увеличение радиуса сфероида, сменяемое затем монотонным уменьшением.

Решение задачи, в которой клеточные фазы имеют общую внешнюю границу, также описы-
вает тенденцию к разделению фаз при пространственно-однородных начальных условиях

,  в случае использования нелокальных соотношений для активных на-

пряжений ( ). Распределения концентраций клеток в момент времени t = 6, полученные в
результате решения задачи с одной общей границей клеточных фаз, имеют вид, практически
совпадающий с кривыми на рис. 2а при тех же значениях параметров в момент времени t = 3.5.
В данном случае, в отличие от задачи с независимо перемещающимися внешними границами,
распределение  непрерывно во всей области от центра до внешней поверхности сфероида. При
этом формируется узкая переходная область, в которой  падает до очень малых значений. Эво-
люция радиуса сфероида представлена на рис. 3. На начальной стадии происходит очень быстрое
уплотнение агрегата (этот участок зависимости  от  практически совпадает с осью ординат).
Дальнейшее изменение его радиуса – участок плато, последующий всплеск и релаксация к ста-
ционарным значениям.

Важно отметить, что использование локальных определяющих соотношений для активных
напряжений (получаемых предельным переходом  в (1.8)) при решении задачи с двумя не-
зависимо перемещающимися границами клеточных фаз приводит к распределениям концентра-
ций и эволюции границ клеток, качественно совпадающими с результатами, полученными с ис-
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пользованием нелокальных законов для активных напряжений (рис. 2). Единственное отличие
заключается в отсутствии незначительного уменьшения концентраций клеток в узких погранич-
ных областях, примыкающих к наружным границам фаз, которое имеет место вследствие умень-
шения активной стягивающей силы из-за сокращения области интегрирования в соотноше-
ниях (1.8).

Можно сделать вывод, что основным механизмом сортировки клеток в этой постановке зада-
чи, в отличие от диффузионных моделей [14, 15], является не процесс их самоорганизации, свя-
занный с потерей устойчивости некоторого стационарного решения, обусловленный нелокаль-
ностью межклеточных взаимодействий. Формирование новой клеточной структуры происходит

Рис. 2. Решения задачи о сортировке клеток в постановке с двумя независимо перемещающимися границами
при начальных условиях ,  и стандартных значениях параметров. (а) Распределения
концентраций клеток в разные моменты времени при ,  (1 и 2 для  и  соответственно). Гори-
зонтальная пунктирная линия соответствует совпадающим начальным распределениям концентраций клеток
обеих фаз, штриховые линии – распределения концентраций при , сплошные линии – распределения
концентраций при t = 3.5. (б) Эволюция границ клеточных фаз (1 и 2 для  и  соответственно). Штри-
ховые линии соответствуют  и , сплошные кривые –  и .

0.4

0.8

0.4 0.8 R/R0

R1/R0, R2/R0

0

0.8

0.9

1.0

0.7
1 2 30 t

�1, �2
(а) (б)

1

1

1

1

1
2

2

2
2

2

φ = φ1 10(0, )x φ = φ2 20(0, )x
=1 12m =2 11m φ1 φ2

= 0.15t

1 0/R R 2 0/R R
=1 7m =2 6m =1 12m =2 11m

Рис. 3. Эволюция радиуса сфероида в задаче с одной общей внешней границей клеточных фаз при начальных
условиях , , значениях параметров из стандартного набора. Пунктирные кривые соот-
ветствуют  и , сплошные кривые –  и .
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в результате несвязанного с потерей устойчивости вытеснения одной клеточной фазы, обладаю-
щей более слабыми активными стягивающими взаимодействиями, посредством другой, в кото-
рой эти взаимодействия сильней.

Использование локальных определяющих соотношений для активных напряжений в задаче с
одной общей границей клеточных фаз не приводит к сортировке клеток при пространственно-
однородных начальных условиях: радиус сфероида очень быстро незначительно уменьшается, и
далее остается неизменным, а концентрации обеих клеточных фаз совпадают и остаются про-
странственно-однородными, т.е. происходит только компактизация агрегата.

В отличие от задачи о сортировке клеток в плоском слое [12], используемые зависимости ак-
тивных давлений Π1(φ1, φ2), Π2(φ1, φ2) и Π12(φ1, φ2) от концентраций клеток в данном случае не
приводят к значительному расхождению границ клеточных фаз в задаче с двумя границами, и
нет необходимости в некотором изменении этих соотношений для устранения этого эффекта,
как было сделано в [12]. Развитие тангенциальных напряжений в рассматриваемой задаче при-
водит к появлению радиальной силы, действующей на частицы среды в направлении к центру
сферы. Предельные при  значения радиуса внутренней области практически не зависят от
параметров  и , характеризующих стягивающие активные взаимодействия, а предел внеш-
него радиуса (радиуса сфероида) слабо (нелинейно) зависит  и .

Вычисления также показали, что в рамках обеих постановок задач толщина переходной обла-
сти, в которой происходит резкое изменение концентрации клеток второй фазы, уменьшается со
временем. Таким образом, происходит формирование четкой границы, разделяющей клетки
разных типов. Увеличение значений параметров  и  также приводит к уменьшению ширины
переходной области.

Поведение решений для двух постановок задач также различается при малых возмущениях
пространственно-однородных начальных распределений концентраций.

Решение задачи с двумя границами в случае использования как локальных, так и нелокаль-
ных соотношений для активных напряжений демонстрирует устойчивость решений по отноше-
нию к малым возмущениям начальных распределений. Использование гармонических возмуще-
ний начальных пространственно-однородных распределений  и

, а также равномерных случайных возмущений φ1(0, r) = φ10 +
+  и  (функция  генерирует равномерно
распределенную на отрезке [–1, 1] случайную величину при каждом значении r) не приводило к
заметным изменениям кривых на рис. 2.

Эволюция таких же гармонически возмущенных начальных распределений в задаче с одной
общей границей в случае использования нелокальных соотношений для активных напряжений
приводит к формированию слоистой структуры, в которой чередуются области с различным со-
отношением между концентрациями клеточных фаз. На рис. 4а представлены распределения
концентраций клеточных фаз в момент времени t = 4 при  и . Такое же поведение
наблюдается и при , . Можно сказать, что начальные распределения играют
роль первоначальной разметки, а в дальнейшем происходит агрегирование клеток разных
фаз в местах первоначального их скопления. Использование малых случайных возмущений
начальных пространственно-однородных распределений  и

 приводит к колебательному характеру концентраций клеток со
случайным распределением амплитуд и “периодов”.

Дополнительные расчеты показали, что скорость развития возмущений значительно умень-
шается с уменьшением их амплитуды, и при достаточно малых амплитудах они не успевают раз-
виться. На рис. 4б представлены распределения концентраций клеточных фаз в момент времени
t = 4 при уменьшении почти в 10 раз амплитуды гармонических возмущений однородных началь-
ных распределений  и , при

 и . Результатом уменьшения амплитуды начальных возмущений является домини-
рование формирования типичного для сортировки разделения клеточных фаз.

Решения задачи с одной общей границей и нелокальными активными взаимодействиями
устойчивы по отношению к малым возмущениям, поскольку при уменьшении амплитуды воз-
мущений начальных распределений происходит формирование типичной для сортировки кле-
ток структуры, аналогичной рис. 2а. Скорость развития возмущений будет достаточной для пе-
реключения с одного режима развития на другой и формирования колебательных распределе-

→ ∞t
1m 2m

1m 2m

1m 2m

φ = φ + π1 10(0, ) 0.001cos(15,5 )r r
φ = φ − π2 20(0, ) 0.001cos(15,5 )r r

0.001 random( )r φ = φ −2 20(0, ) 0.001 random( )r r random( )r

=1 7m =2 6m
=1 12m =2 11m

φ = φ +1 10(0, ) 0.001 random( )x x
φ = φ −2 20(0, ) 0.001 random( )x x

φ = φ + π1 0(0, ) 0.00012 cos(15.5 )r r φ = φ − π2 0(0, ) 0.00012 cos(15.5 )r r
=1 7m =2 6m
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ний только в случае превышения амплитудой начального возмущения некоторого порогового
значения.

Дополнительные расчеты также показали, что решения задачи с двумя независимо перемеща-
ющимися границами обладают значительно большей устойчивостью по отношению к возмуще-
ниям начальных условий. Так, гармонические возмущения с амплитудой до 0.01 полностью за-
тухают к моменту времени  при аналогичных значениях параметров (  и ). Вза-
имодействие гармонических возмущений с формированием типичного для сортировки
пространственного разделения клеточных фаз становится заметным при возмущениях с ампли-
тудой 0.05 (рис. 5). В этом случае распределение плотностей клеток все еще демонстрирует раз-
деление границ клеточных фаз, где внешняя область характеризуется присутствием клеток толь-
ко второй фазы (как на рис. 2а). Однако во внутренней области сохраняется присутствие обеих кле-
точных фаз, а их распределение имеет вид чередования слоев клеток разных фаз (как на рис. 4а).

Численное исследование малых гармонических возмущений однородных начальных условий
в задаче с одной общей границей при использовании локальных определяющих соотношений
для активных напряжений показало, что даже при уменьшении амплитуды возмущений на три
порядка происходит формирование колебательных распределений концентраций при всех рас-
смотренных выше комбинациях  и . Можно предположить, что пространственно-однород-
ное решение, которое существует в такой постановке задачи, является неустойчивым при рас-
сматриваемых наборах параметров.

В задаче о сортировке клеток в плоском слое [12] была представлена область параметров, при
которых эволюция начальных пространственно-однородных распределений различалась при
решении задач с одной общей и двумя независимыми внешними границами клеточных фаз.
Решение задачи с одной общей границей давало распределения концентраций клеток, каче-
ственно отличающиеся от стандартной сортировки: максимум  и минимум  достигались на
некоторой близкой к внешней границе поверхности. В рассмотренной задаче о сортировке кле-
ток в сферическом агрегате такое поведение не было обнаружено, что является еще одним отли-
чием решения задачи о сортировке клеток в сферическом агрегате от задачи о сортировке в плос-
ком слое [12].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В работе рассмотрены постановки задачи о сортировке двух разных типов клеток в клеточном

агрегате сферической формы. Постановки задач позволяют изучать процессы, обусловленные
активным взаимодействием клеток в геометрии, соответствующей большинству экспериментов,

= 3.5t =1 7m =2 6m

1m 2m

φ1 φ2

Рис. 4. Решения задачи о сортировке клеток в постановке с одной общей внешней границей при стандартных
значениях параметров,  и  в момент времени t = 4. (а) Распределение концентраций клеток (1 и 2
для  и  соответственно) при начальных условиях  и φ2(0, r) = φ20 – .
(б) Распределение концентраций клеток (1 и 2 для  и  соответственно) при начальных условиях
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в которых изучается сортировка клеток. В решении поставленных задач была использована раз-
работанная нами ранее континуальная модель биологической многоклеточной сплошной сре-
ды, образованной двумя активно взаимодействующими клеточными фазами и жидкостью.
Предположение о сферической симметрии, используемое при решении задач, вносит опреде-
ленные ограничения на возможность появления более разнообразных структур, чем те, которые
получены в расчетах. Однако целью данной работы является демонстрация возможности разра-
ботанной ранее континуальной модели описывать сортировку клеток в объекте с реальной гео-
метрией, а также исследование различных постановок задач с целью выяснения того, какая из
них физически более адекватно описывает процесс сортировки клеток.

Исследуемые постановки задач, описывающие перераспределение клеток в сферическом аг-
регате, различаются граничными условиями. В обеих постановках внешние границы клеточных
фаз подвижны, но в одном случае для обеих фаз эти границы совпадают, а в другом перемеща-
ются независимо в соответствии с условиями их нагружения. Таким образом, оказывается воз-
можным описывать образование и перемещение фронтов, разделяющих области с различными
объемными концентрациями клеток разных типов. Выполнено сравнение решений для обеих
постановок задач. Исследовано участие локального и нелокального законов развития активных
межклеточных взаимодействий в процессе сортировки.

Проведенные расчеты показали, что в случае пространственно-однородных начальных рас-
пределений концентраций клеток обе постановки задач описывают явление их сортировки в
сферическом агрегате при использовании нелокальных определяющих соотношений для актив-
ных напряжений: клетки с более сильными стягивающими активными взаимодействиями стре-
мятся занять центральную область, а с более слабыми – периферийную.

При этом только решения задачи с двумя независимо перемещающимися границами описы-
вают сортировку клеток при использовании как нелокальных, так и локальных определяющих
соотношений для активных напряжений.

Результаты численного исследования поведения решений двух постановок задач показали,
что решения задачи, в которой учитывается возможность независимого перемещения внешних
границ клеток разных типов, обладают значительно большей устойчивостью по отношению к
возмущениям начальных пространственно-однородных условий.

Продемонстрированы отличия свойств решений в задаче о сортировке клеток в сферическом
агрегате и в бесконечном плоском слое. Решение задачи о сортировке в сферическом агрегате, в
отличие от задачи о сортировке в плоском слое, не потребовало усложнения вида зависимостей,
описывающих хаотическую активность клеток, характеризуемую соответствующими активны-
ми давлениями. Также не были обнаружены значения параметров, при которых эволюция на-
чальных пространственно-однородных распределений качественно различалась при решении
задач с одной общей и двумя независимыми внешними границами клеточных фаз.

Рис. 5. Решения задачи о сортировке клеток в постановке с двумя независимо перемещающимися границами
при начальных условиях , , стандартных значениях
параметров,  и . Распределения концентраций клеток (1 и 2 для  и  соответственно) в момент
времени t = 3.5.
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Анализ свойств решений позволяет прийти к заключению, что корректное описание экспе-
риментально наблюдаемой сортировки двух типов клеток должно осуществляться в рамках по-
становки задачи с независимо перемещающимися границами клеточных фаз.

Работа поддержана РФФИ (проект № 20-01-00329) и Госпрограммой АААА-А19-119012990119-3.
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