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Исследовано неизотермическое течение неньютоновской жидкости в поле силы тяжести с
учетом диссипативного разогрева, зависимости эффективной вязкости от температуры и на-
личия свободной поверхности, реализуемое при заполнении коаксиального канала. Реологи-
ческое поведение среды описывается моделью Сross-WLF. Задача решается численно с ис-
пользованием оригинальной вычислительной технологии на основе метода контрольного
объема и метода инвариантов для удовлетворения граничных условий на свободной границе.
Продемонстрированы характеристики потока в процессе заполнения при различных значе-
ниях определяющих параметров.
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Течения жидкости со свободной поверхностью широко распространены в природе и техниче-
ских приложениях. В частности, в металлургии при переработке полимерных материалов мето-
дом литья реализуется процесс заполнения емкостей жидкой средой, характерной особенностью
которого является наличие свободной поверхности. Течения подобного типа во многих случаях
осуществляются в неизотермических условиях, а реологическое поведение жидких сред зависит
от интенсивности тензора скоростей деформаций и температуры [1]. Плоские и осесимметрич-
ные течения вязких сред при заполнении каналов достаточно хорошо изучены. Подробное опи-
сание кинематики изотермического течения вязкой жидкости и эволюции свободной поверхно-
сти изложено в [2–5]. Влияние вязкой диссипации и зависимости вязкости от температуры на
характеристики гидродинамического процесса изложено в [6–9]. Учет неньютоновского поведе-
ния жидкости при заполнении плоских каналов и круглых труб реализуется в [10–16]. Следует
отметить не достаточно полное представление результатов исследования течений жидкости при
заполнении коаксиального канала [1, 17–19]. Особенности технологии литьевого формования
изделий описаны в [1]. В [17] представлены исследования эволюции формы свободной границы
для неизотермического течения аномально вязкой жидкости. В [18] представлены результаты
численного моделирования ползущего изотермического течения нелинейно-вязкопластичной
жидкости, описана динамика выделенных макрообъемов. Процесс заполнения круглой трубы с
центральным телом ньютоновской жидкостью исследован в [19].

Целью данной работы является исследование процесса заполнения коаксиального канала не-
ньютоновской жидкостью с учетом вязкой диссипации и зависимости реологических свойств от
температуры. В настоящей статье впервые представлены результаты исследования эволюции
свободной поверхности, кинематических и динамических характеристик потока жидкости, опи-
сываемой реологической моделью Cross-WLF, при заполнении коаксиального канала в неизо-
термических условиях.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Исследуется неизотермическое осесимметричное течение неньютоновской жидкости в поле
силы тяжести с учетом диссипативного разогрева, зависимости эффективной вязкости от темпе-
ратуры и наличия свободной поверхности, реализуемое при заполнении коаксиального ка-
нала с внешним радиусом R и внутренним R0. Математическая постановка задачи включает
уравнения движения, неразрывности и энергии. Предполагается, что изменения теплоемко-
сти, плотности и коэффициента теплопроводности в рассматриваемых температурных диапазо-
нах незначительны, и поэтому считаются постоянными. Область течения схематично представ-
лена на рис. 1.

Жидкость подается через входное сечение Г0 с заданным постоянным расходом и температу-
рой. На внутренней Г1 и внешней Г2 стенках заданы значения температуры Т1 и T2 соответствен-
но и выполняется условие прилипания. На свободной поверхности Г3 реализуются условия от-
сутствия касательных напряжений и равенства нормального – внешнему давлению, которое без
ограничения общности принимается равным нулю. Движение свободной границы осуществля-
ется в соответствии с кинематическим условием. В начальный момент времени канал заполнен
жидкостью до высоты , свободная поверхность имеет плоскую горизонтальную фор-
му Г30, а температура жидкости равна Т1.

Реологическое поведение среды описывается моделью Сross-WLF (Williams–Landel–Ferry)
[20–22], согласно которой формула для определения эффективной вязкости имеет вид

(1.1)

где  – предельное значение вязкости при малых величинах интенсивности

тензора скоростей деформации , Т – температура жидкости в потоке, , τ*, А, m и T* – па-
раметры модели. Данная модель адекватно описывает реологические свойства аморфных
полимеров и часто используется в математических постановках задач о течениях подобных
сред [23, 24].

Поставленная задача решается в безразмерных переменных. В качестве масштабов обезразме-
ривания выбраны следующие величины: длины – внешний радиус канала R, скорости – средне-
расходная скорость во входном сечении U0, времени – R/U0, вязкости – величина , давления –

. Безразмерная температура определяется формулой . Таким образом, урав-
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Рис. 1. Область течения.
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нения движения, неразрывности в векторной форме и уравнение энергии с сохранением обозна-
чения для безразмерных переменных запишутся в виде

Здесь U – вектор скорости с компонентами Ur, Uz в цилиндрической системе координат (r, z),
t – время, p – давление, E – тензор скоростей деформации, η – безразмерная эффективная вязкость,
W = (0, –W), Ф – диссипативная функция. В постановку задачи вошли следующие безразмерные
критерии:  – число Рейнольдса;  – число Пекле; Br =  – число

Бринкмана;  – число, характеризующее соотношение гравитационных и вязких
сил, где ρ – плотность, g – ускорение силы тяжести, λ – коэффициент теплопроводности, c –
теплоемкость.

Эффективная вязкость среды в безразмерном виде определяется формулой

где ,  – безразмерные числа.
Граничные условия записываются следующим образом

Здесь  и  – значения безразмерных температур на внутрен-
ней и внешней стенках канала;  и  – нормальная и касательная компоненты вектора скоро-
сти на свободной поверхности соответственно;  f1(r), f2(r) – функции скорости и температуры,
соответствующие установившемуся течению данной жидкости в коаксиальном зазоре с задан-
ным постоянным расходом, которые определяются численно в результате решения одномерной
задачи. Математическая постановка одномерной задачи включает стационарные уравнения дви-
жения и энергии относительно координаты r с учетом диссипативного разогрева и формулы для
эффективной вязкости (1.1) с условиями прилипания и заданной температурой на твердой стен-
ке. Конечно-разностные аналоги уравнений системы записываются в форме, используемой для
реализации метода прогонки. Совместное решение уравнений для получения стационарных по-
лей скорости и температуры обуславливает организацию итерационного процесса.

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Сформулированная задача решается численно методом контрольного объема для расчета ха-
рактеристик потока. Алгоритм SIMPLE [25] применяется для удовлетворения уравнения нераз-
рывности. Для численной реализации граничных условий на свободной поверхности использу-
ется метод инвариантов [26]. На линии трехфазного контакта используется условие проскальзы-
вания при динамическом краевом угле, равном π [27].

Тестирование методики расчета проводилось для значений теплофизических характеристик
полиэтилена марки PE2042E из экспериментальной работы [23] для случая заполнения коакси-
ального зазора с внешним радиусом 0.01 м со среднерасходной скоростью 0.02 м/с, что соответ-
ствует следующим значениям безразмерных критериев Re = 0.0001, W = 0.0244, Pe = 1252, C1 =
= 0.066, m = 0.3, . Температура стенок соответствует значениям, которые обеспечива-
ют переработку полиэтилена данной марки методом литья под давлением.

( )= −∇ + ∇ η +

∇ × =

= ∇ θ +2

Re 2

0
θPe Br Ф

d p E
dt

d
dt

U W

U

= ρ η0 1Re /U R = ρ λ0Pe /c U R ( )η λ2
1 0 1/U T

( )= ρ η2
1 0W /gR U

( )
( )( )

( )−
η θ  η = η θ =  

 θ+ η θ × γ�
0 2

01
1 0

, exp
1 m

C
C

= η τ1 1 0/ *C U R =2 1/C A T

( ) ( )= = θ =
= = θ = θ

0 1 2

1 1

Г : 0, ,
Г : 0, 0,

r z

r z

U U f r f r
U U

= = θ = θ
∂ ∂ ∂ ∂θ+ = − + η = =
∂ ∂ ∂ ∂

2 2

3

Г : 0, 0,

Г : 0, 2 0, 0

r z

n s n

U U
U U Up
s n n n

( )θ = −1 1 1* /T T T ( )θ = −2 2 1* /T T T
nU sU

=0/ 0.2R R



58

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 6  2022

БОРЗЕНКО и др.

Для проверки аппроксимационной сходимости проведена серия расчетов на последователь-
ности сеток при температуре внутренней и внешней стенок . Сходимость прове-
ряется по координатам и компоненте скорости Uz точки свободной поверхности с максималь-
ным значением z в момент времени t = 1. Данные, представленные в табл. 1, демонстрируют схо-
димость.

Дальнейшие расчеты проводились на прямоугольной сетке с шагами по пространству hr =
= 1/25 и hz = 2/25 и шагом по времени Δt = 10–4.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Все представленные ниже результаты параметрических исследований получены для следую-

щих значений безразмерных чисел: Re = 0.0001, W = 0.0244, Pe = 1252, m = 0.3, C1 = 0.066,
. Значения параметров, относительно которых определяются зависимости характери-

стик течения, помещены в подписях к рисункам и таблице. В процессе заполнения первоначаль-
но плоская свободная поверхность выгибается, принимая выпуклую форму, и перемещается
вдоль канала со среднерасходной скоростью, что демонстрирует рис. 2. Как и в случае заполне-
ния круглой трубы или плоского канала [9, 28], для коаксиального зазора наблюдается фонтани-
рующий характер течения. Отметим, что фонтанирующим течением принято называть движе-
ние среды в окрестности поверхности раздела двух несмешивающихся потоков, когда одна жид-
кость вытесняет другую [29].

На рис. 3а представлены линии тока в неподвижной системе координат, а на рис. 3б – в си-
стеме, движущейся со среднерасходной скоростью, в момент времени t = 5.

Дополнительную информацию о характере течения дают топограммы массораспределения
порций жидкости, которые представляют собой объемы жидкости, последовательно поступаю-
щие в канал через входное сечение в течение заданного промежутка времени. На рис. 4 приведе-

= = °1 2 200 CT T

=0/ 0.2R R

Таблица 1. Значения характеристик свободной поверхности ( , C2 = 1, Br = 0.0045)

hr hz rmax zmax Uz

1/12 2/12 0.5028 2.9098 1.0743

1/25 2/25 0.5518 2.8903 1.0203

1/50 2/50 0.5749 2.8972 1.0108

θ = θ =1 2 0.55

Рис. 2. Эволюция формы свободной поверхности (θ1 = 0.55, θ2 = 0.66, C2 = 1, Br = 0.0045).
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ны топограммы, в которых порции отличаются цветами, а цифрами обозначены их порядковые
номера. В области одномерного течения порции деформируются в соответствии с профилем ак-
сиальной скорости. В окрестности свободной поверхности порции приобретают характерную
грибовидную форму и перераспределяются вдоль стенок канала.

Распределения характеристик потока в момент времени t = 5 представлены на рис. 5. Анализ
распределений компонент вектора скорости и давления показывает, что в потоке условно можно
выделить две области: зона двумерного течения в окрестности свободной поверхности и область
одномерного течения в остальной части потока. Распределение вязкости (рис. 5г) также под-
тверждает описанную кинематику течения. Поле температуры имеет двумерный характер по
всей области течения (рис. 5д).

Рис. 3. Линии тока в неподвижной (а) и подвижной (б) системах координат в момент времени t = 5 (θ1 = 0.55,
θ2 = 0.66, C2 = 1, Br = 0.0045).
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Рис. 4. Топограммы массораспределения в различные моменты времени при θ1 = 0.55, θ2 = 0.66, C2 = 1,
Br = 0.0045.
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Эволюция поля температуры с течением времени представлена на рис. 6а. Поскольку при
Pe = 1252 доминирует конвективный механизм переноса тепла в потоке, то и распределения тем-
пературы также подтверждают описанную выше кинематику течения. Диссипативный разогрев
жидкости и зависимость эффективной вязкости от температуры формируют наблюдаемый про-
филь температуры в потоке (рис. 6б). В области одномерного течения профиль аксиальной ско-
рости предполагает наличие экстремума, в окрестности которого интенсивность тензора скоро-
стей деформаций стремится к нулю, что приводит к резкому увеличению эффективной вязкости
согласно формуле (1.1). В зоне фонтанирующего течения профиль вязкости сглаживается за счет
двумерного характера течения.

Рис. 5. Распределения характеристик потока в момент времени t = 5 при θ1 = 0.55, θ2 = 0.66, C2 = 1, Br = 0.0045:
а – поле скорости Ur, б – поле скорости Uz, в – поле давления, г – поле эффективной вязкости, д – поле тем-
пературы.
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Влияние граничных условий на твердых стенках на распределение температуры демонстри-
рует рис. 7. В случае совпадения значений температуры на внешней и внутренней стенках канала
в потоке наблюдается небольшая неоднородность ее распределения, связанная с диссипатив-
ным эффектом. Для варианта задания граничных условий с различными температурами на стен-
ках распределения температуры соответствуют кинематике фонтанирующего течения в окрест-
ности свободной поверхности. Изменение величины радиуса внутреннего цилиндра при прочих
равных не приводит к качественным изменениям в распределении теплофизических характери-
стик потока.

Распределения максимальных значений радиальной компоненты вектора скорости в попе-
речных сечениях вдоль оси z представлено на рис. 7б в момент времени, когда координата вер-
шины свободной поверхности z = 6. Характер распределений подтверждает формирование двух
зон: одномерное и фонтанирующее течения. Область, в которой скорость отлична от нуля, соот-
ветствует двухмерному течению вблизи свободной поверхности.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполнено исследование процесса неизотермического заполнения коаксиального канала
жидкостью Cross-WLF с учетом диссипативного разогрева и зависимости реологических харак-
теристик от температуры. Теплофизические характеристики среды соответствуют полиэтилену
марки PE2042E. Задача решена численно с использованием оригинальной вычислительной тех-
нологии на основе метода контрольного объема и метода инвариантов для удовлетворения гра-
ничных условий на свободной границе. Продемонстрированы характеристики потока в процес-
се заполнения при различных значениях определяющих параметров. Выявлены зона двумерного
течения в окрестности свободной поверхности и зона одномерного течения вдали от нее. Уста-
новлено, что температура стенок в диапазоне 200–250°С оказывает слабое влияние на кинема-
тику потока. В области одномерного течения изотермы параллельны стенкам канала, а в окрест-
ности свободной поверхности они деформируются в соответствии с кинематикой фонтанирую-
щего течения.

Исследование выполнено при поддержке гранта РНФ (проект № 18-19-00021-П).

Рис. 7. Поля температур (а) и профили скорости  (б) при различных значениях граничных условий на твер-
дых стенках: 1 – θ1 = θ2 = 0.55, C2 = 1, Br = 0.0045; 2 – θ1 = 0.6, θ2 = 0.5, C2 = 0.91, Br = 0.0041; 3 – θ1 = 0.55,
θ2 = 0.66, C2 = 1, Br = 0.0045; 4 – θ1 = θ2 = 0.6, C2 = 0.91, Br = 0.0041.
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