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В рамках градиентной гипотезы получено замкнутое уравнение для функции плотности ве-
роятности (ФПВ) распределения координат и скорости частиц. Найдено приближенное ре-
шение уравнения для ФПВ, с помощью которого записана замкнутая система уравнений для
первых и вторых моментов флуктуаций скорости частиц. Представлена система граничных
условий, полученная на основе приближенного решения уравнения для ФПВ, которая учи-
тывает шероховатость стенки канала и коэффициенты восстановления импульса отражен-
ных частиц. Установлено, что турбулентный перенос импульса дисперсной фазы в присте-
ночную область канала приводит к значению амплитуды флуктуаций аксиальной компонен-
ты скорости частиц выше, чем у газа. Показано, что столкновение частиц с шероховатой
поверхностью приводит к дополнительной генерации случайной нормальной компоненты
скорости частиц, кардинально меняющей профиль концентрации примеси по сравнению с
гладкими стенками. Результаты расчетов сопоставляются с экспериментальными данными.
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Турбулентные потоки газовзвеси в каналах широко используются в различных технических
приложениях. Устойчивость транспорта дисперсных материалов и степень эрозии стенок кана-
лов определяются частотой столкновения частиц со стенками и распределением концентрации
примеси по сечению канала. В настоящее время активно проводятся экспериментальные и тео-
ретические исследования влияния искусственной шероховатости каналов на интенсивность ха-
отического движения примеси частиц. В зависимости от размера частиц и характерного размера
шероховатости можно выделить принципиально различные направления исследования.

В первом направлении, сочетающем экспериментальные и теоретические исследования, изу-
чаются достаточно крупные инерционные частицы, которые слабо вовлекаются в турбулентные
флуктуации скорости несущей фазы. В этом случае хаотическое движение частиц обусловлено
преобразованием скорости частиц при столкновении с шероховатой стенкой канала [1–3]. Эф-
фективный теоретический метод исследования основан на подходе Лагранжа, в котором рассчи-
тывается большое число случайных траекторий частиц с детальным описанием столкновения
частиц с шероховатой поверхностью. Учитываются спин частиц и сила Магнуса. В этом случае
влияние неоднородности распределения интенсивности турбулентности газа поперек канала на
параметры движения частиц мало. Результаты численного моделирования удовлетворительно
согласуются с данными экспериментов авторов (см., например, [2]).

Во втором направлении исследований размеры частиц примеси существенно меньше, чем в
первом, частицы приобретают хаотическую скорость в результате вовлечения в турбулентные
флуктуации энергоемких вихрей. Столкновение частиц с шероховатой поверхностью приводит
к дополнительной генерации турбулентного движения примеси [4–7]. Математическое модели-
рование также использует подход Лагранжа.
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Третье направление посвящено движению мелких частиц, вовлекающихся в турбулентное
движение несущей фазе в каналах со случайно искаженной поверхностью стенок. Это искус-
ственное изменение сечения канала приводит к макроскопическому изменению параметров
турбулентности несущей фазы (см., например, [8]).

Несмотря на бурное развитие методов математического моделирования, во втором и третьем
направлении исследований результатов сопоставления с имеющимися экспериментальными
данными практически нет.

Вследствие существенной неоднородности параметров турбулентного течения газа в канале и
преобразования скорости отраженных частиц при соударении с шероховатой поверхностью кар-
динально меняются закономерности турбулентного движения дисперсной примеси по сравне-
нию с безграничным газодисперсным потоком. Современные экспериментальные данные [9]
свидетельствуют о двух принципиальных характеристиках распределения параметров частиц
при турбулентном течении газовзвеси в каналах. Во-первых, концентрация примеси на шерохо-
ватой стенке канала конечна, и не достигает аномально больших значений как в расчетах для
гладких поверхностей (см., например, [10, 11]). Во-вторых, дисперсия аксиальной скорости ча-
стиц на периферии канала становится даже выше, чем у несущего газа, что противоречит тради-
ционным представлениям о том, что интенсивность турбулентного движения дисперсной при-
меси всегда меньше, чем у несущей фазы.

В работе представлена математическая модель Эйлера турбулентного движения дисперсной
примеси в канале с шероховатыми стенками. В отличие от широко используемых в литературе
полуэмпирических методов замыкания турбулентных потоков предлагается единый строгий
подход для вывода как уравнений для первых и вторых моментов флуктуаций скорости частиц
дисперсной фазы, так и граничных условий для моментов, учитывающих преобразование скоро-
сти отраженных частиц после столкновения со стенками. Непротиворечивый переход от уравне-
ний динамики частиц в переменных Лагранжа к уравнениям динамики сплошной среды для
дисперсной фазы (переменные Эйлера) возможен только на основе аппарата функции плотно-
сти вероятности (ФПВ) распределения параметров частиц. Методика вывода незамкнутого
уравнения для ФПВ в настоящее время достаточно хорошо отработана (см., например, [12–15]).
Замыкание уравнения для ФПВ, его приближенное решение, позволяющее получить замкнутую
систему уравнений для моментов случайных параметров дисперсной фазы и соответствующие
граничные условия, возможен только в рамках упрощающей гипотезы. В работе используется
“градиентная гипотеза”: поток субстанции в случайном поле скорости пропорционален анти-
градиенту осредненного значения этой субстанции. Поэтому в аналитических выкладках гради-
енты параметров дисперсной фазы учитываются только в линейном приближении.

В настоящей работе кратко изложена методика вывода уравнения для ФПВ, системы уравне-
ний для моментов и граничных условий. Представлена расчетная система уравнений, граничных
условий и замыкающих соотношений для моделирования параметров газодисперсного течения
в экспериментальной работе [9]. Результаты численного моделирования удовлетворительно со-
гласуются с опытными данными и позволяют дать теоретическую трактовку новым эксперимен-
тальным эффектам.

1. УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ ЧАСТИЦ
Уравнения для скорости и перемещения одиночной сферической частицы в газе с учетом си-

лы сопротивления и силы тяжести имеют вид

(1.1)

(1.2)

Здесь V(t) – скорость частицы,  – время динамической релаксации,  – ускорение свобод-
ного падения, X(t) – координата частицы,  – скорость газа.

Обозначаем скорость газа на траектории частицы как

( ) ( )( ) ( )[ ] ( )= − + =
τ 0
1 , , 0
U

d t
t t t

dt
V

U X V g V V

( ) ( ) ( )= = 0, 0
d t

t
dt

X
V X X

τU g
( ),tU x

( ) ( )( )=� ,t t tU U X



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 6  2022

ИНТЕНСИВНОСТЬ ХАОТИЧЕСКОГО ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦ 5

Переписываем уравнения (1.1) и (1.2) в интегральном виде

Для достаточно больших времен  для скорости частицы и ее координаты имеем пред-
ставление

(1.3)

(1.4)

2. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ФПВ
Концентрация частиц предполагается достаточно малой, чтобы можно было пренебречь

столкновениями частиц и обратным влиянием примеси на параметры турбулентного потока.
Для описания случайной динамики частиц в турбулентном потоке адекватным является теория
случайных процессов. Вся информация о параметрах дисперсной фазы содержится в ФПВ коор-
динаты и скорости частицы. Для получения уравнения для ФПВ первоначально записывается
выражение для индикаторной функции, вырезающей случайную траекторию в фазовом про-
странстве

Здесь V, x – точки фазового пространства,  – дельта функция Дирака, удовлетворяющая
условию нормировки

где  – элемент объема.
Введение индикаторной функции позволяет говорить о сплошной дисперсной фазе даже для

одной частицы. С учетом уравнений динамики частицы получается уравнение Лиувилля для ин-
дикаторной функции

(2.1)

Осреднение индикаторной функции по ансамблю случайных реализаций турбулентного по-
тока приводит согласно аксиоматическому построению теории случайных процессов А.Н. Кол-
могорова (см., например, [16]) к ФПВ распределения скорости и координаты частиц

где угловые скобки обозначают результат осреднения по ансамблю турбулентных реализаций.
На основе ФПВ определяем осредненную концентрацию  и скорость дисперсной фа-

зы  следующим образом:

Флуктуации скорости дисперсной фазы равны
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В этом случае корреляция актуальной концентрации  и флуктуаций скорости дисперс-
ной фазы равна:

Осреднение уравнения для индикаторной функции (2.1) по ансамблю турбулентных реализа-
ций приводит к незамкнутому уравнению для ФПВ

(2.2)

где скорость несущей фазы представлена в виде

Уравнение (2.2) незамкнуто вследствие наличия корреляции . Данные прямого
численного моделирования турбулентных флуктуаций скорости газа на траектории инерцион-
ных частиц [17] свидетельствуют о том, что энергоемкие флуктуации скорости газа на траекто-
рии частиц являются случайным процессом Гаусса с автокорреляционной функцией, спадаю-
щей по экспоненциальному закону

(2.3)

Здесь  – автокорреляционная функция энергоемких флуктуаций скорости газа на тра-
ектории частицы,  – интегральный временной масштаб

Для случайного процесса Гаусса, описывающего флуктуации скорости газа, которые видит
частица, раскрытие корреляции в правой части уравнения (2.2) реализуется по формуле Фурут-
су–Новикова [14, 15]

(2.4)

Здесь – функциональная производная

(2.5)

Для расчета функциональных производных скорости и координаты частиц из формул (1.3) и
(1.4) следует система интегральных уравнений (см., например, [15])

Аналитического решения системы интегральных уравнений для функциональных производ-
ных нет. Поэтому для замыкания уравнения для ФПВ используется градиентная гипотеза: в при-
ближенном решении учитываются только слагаемые линейные по градиентам осредненных па-
раметров дисперсной фазы. В результате получаем приближенное решение для функциональ-
ных производных

(2.6)
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(2.7)

Здесь функции ,  равны

Последовательная подстановка выражений (2.6), (2.7) в (2.5) и (2.4) приводит к замкнутому
уравнению для ФПВ

(2.8)

Здесь функции отклика равны

Коэффициенты в этих выражениях рассчитываются по автокорреляционной функции флук-
туации скорости газа на траектории частицы

Корреляцию скорости газа на траектории частицы в формуле (2.4) представляем как

где  – произвольная функция времени.
Используем представление через функцию плотности вероятности перехода (см., напри-

мер, [18])

Здесь  – автокорреляционная функция Эйлера;  – плотность вероятности пе-
рехода частиц в случайном поле скорости газа
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Функция плотности вероятности перехода позволяет учесть эффект “пересечения траекто-
рий”, вызванный осредненным скольжением фаз. При течении газовзвеси в канале с шерохова-
тыми стенками потеря импульса отраженных частиц может приводить к скоростному скольже-
нию фаз, существенно большему скорости витания.

3. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ДЛЯ МОМЕНТОВ

Уравнение для ФПВ (2.8) содержит всю необходимую информацию для получения замкнутой
системы уравнений для моментов и вывода граничных условий. Приближенное решение урав-
нения (2.8) с учетом слагаемых пропорциональных первой степени градиентов осредненных па-
раметров дисперсной фазы имеет вид [15]

(3.1)

Здесь  – символ Кронекера,  – коэффициент турбулентного пере-

носа;  – равновесная ФПВ

Вторые моменты флуктуаций скорости дисперсной фазы в формуле (3.1) равны

Предполагается, что в ФПВ (3.1) осредненные параметры дисперсной фазы зависят от време-
ни и пространственной переменной. Коэффициент  в (3.1) равен

Замкнутая система уравнений для первых и вторых моментов флуктуаций скорости дисперс-
ной фазы имеет следующий вид.

Уравнение для осредненной концентрации дисперсной фазы

Уравнение для осредненной скорости дисперсной фазы

Уравнение для вторых моментов флуктуаций скорости дисперсной фазы
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4. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ
Как будет видно из результатов расчетов для интерпретации экспериментальных данных [9],

можно задать небольшую степень шероховатости стенки канала. Поэтому не учитывается спин
частиц. При столкновении с поверхностью импульс отраженных частиц связан с импульсом па-
дающих частиц следующим образом:

где   – коэффициенты восстановления импульса, Vτ, Vn – касательная и нормальная
компоненты скорости частиц; одним штрихом обозначены скорости падающих частиц, двумя
штрихами – отраженных.

Шероховатость стенок плоского канала моделируем как плоскости, случайно наклоненные к
оси канала (см., например, [2]) (рис. 1). Случайный угол наклона плоскости  имеет
равномерное распределение.

При столкновении частиц с шероховатой поверхностью аксиальная компонента скорости да-
ет существенный вклад в компоненту отраженной скорости, нормальную к оси канала. Это при-
водит к существенной генерации интенсивности хаотического движения частиц поперек канала
по сравнению с каналом, имеющим гладкие стенки. В результате осреднения по углу наклона
случайных плоскостей получаются формулы для расчета аксиальной и нормальной к оси канала
компонент скорости дисперсной фазы [15]

Здесь эффективные коэффициенты восстановления импульса частиц в шероховатом канале
имеют вид

где αmax – максимальный угол наклона шероховатости, .
На рис. 2 показана зависимость эффективных коэффициентов восстановления импульса в

шероховатом канале. Видно, что коэффициент восстановления импульса в поперечном направ-
лении может быть .

Вывод граничных условий для первых и вторых моментов также основан на приближенном
решении уравнения для ФПВ (3.1). Рассчитываются потоки концентрации, осредненного им-
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Рис. 1. Схема столкновения частиц с плоскостью, моделирующей шероховатость стенки.
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пульса, дисперсии скорости частиц, переносимые падающими и отраженными от стенки пото-
ками дисперсной фазы. Сумма падающего и отраженного потоков вблизи стенки приравнивает-
ся потоку в течении.

5. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ И ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ

Предложенная модель сопоставляется с экспериментальными данными, полученными при
нисходящем течении газовзвеси в вертикальном плоском канале. Приведем систему уравнений
для моментов и соответствующих граничных условий для численного моделирования экспери-
ментальных условий [9]. Опытные данные представлены для установившегося течения. Расчеты
проведены путем решения системы нестационарных уравнений переноса до достижения стаци-
онарного состояния. Ось  направлена от стенки в поток (h – полуширина канала), ось

 направлена по скорости потока. При записи системы уравнений для моментов учитывают-
ся только слагаемые линейные по градиентам осредненных параметров дисперсной фазы.

Уравнение для концентрации примеси имеет вид

где  – коэффициент турбулентной диффузии частиц в поперечном на-
правлении. Из уравнения видно, что распределение концентрации примеси регулируется турбу-
лентной диффузией и силой турбофореза, направленной в сторону снижения амплитуды попе-
речных флуктуаций скорости частиц.

Граничные условия отражают отсутствие потоков дисперсной фазы в центре и на границе ка-
нала:

Уравнение для аксиальной скорости дисперсной фазы имеет вид:
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Рис. 2. Эффективные коэффициенты восстановления импульса в шероховатом канале;  
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Граничные условия симметрии и потери аксиального импульса при столкновении с шерохо-
ватой стенкой канала записываются как

Уравнение для дисперсии флуктуаций скорости дисперсной фазы в поперечном направлении

Граничные условия симметрии и генерации поперечной компоненты импульса на шерохова-
той стенке канала имеют вид

Уравнение для дисперсии аксиальных флуктуаций скорости дисперсной фазы

где  – коэффициент турбулентного переноса аксиальной компоненты
импульса дисперсной фазы.

Граничные условия симметрии и потери аксиальной компоненты импульса имеют вид:

Уравнение для касательных турбулентных напряжений в дисперсной фазе записывается как

Время динамической релаксации частиц рассчитывается следующим образом:

Здесь  – время динамической релаксации в приближении Стокса, dp – диаметр частиц,
 – плотности материала газа и частиц,  – коэффициент кинематической вязкости газа,

Rep – число Рейнольдса обтекания частиц, W – модуль относительной скорости частиц.
Учитывается влияние относительного скольжения фаз на интегральный временной масштаб

флуктуаций скорости газа на траектории частицы [18]

где  – интегральный временной масштаб Эйлера в системе координат, движущейся с осред-
ненной скоростью газового потока,  – коэффициент скоростного скольжения, u =
=  – среднеквадратичная скорость турбулентных флуктуаций газа,  – турбулентная энер-
гия единицы массы газа,  – параметр, связанный с отношением интегральных временных
масштабов Лагранжа  и Эйлера, выбирается из условия .
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6. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Расчет параметров несущей фазы проведен на основе простой двухпараметрической модели

турбулентности [19]. Мы полагаем, что наличие малой шероховатости канала, меньше толщины
вязкого подслоя, не меняет параметров турбулентности по сравнению со случаем абсолютно
гладких стенок.

Дисперсия аксиальных флуктуаций скорости газа оценивается как . Дисперсия нор-
мальных флуктуаций скорости газа рассчитывается по формуле, согласующейся с данными пря-
мого численного моделирования [20]

где  – расстояние от стенки канала в универсальных переменных.
Интегральный временной масштаб Эйлера в универсальных переменных  оценивается по

формуле

где  – турбулентная энергия и диссипация в универсальных переменных.
Расчет реализован методом прямых на консервативной разностной схеме со сгущением узлов

вблизи стенки канала [21].
На рис. 3 представлено распределение безразмерной концентрации дисперсной примеси

(масштаб концентрации – ее среднее значение по сечению канала). Для идеально гладкого ка-
нала максимум концентрации примеси расположен на стенке и достигает существенных вели-
чин, что согласуется с данными прямого численного моделирования [10, 11]. Далее результаты
расчетов сопоставляются с экспериментальными данными работы [9], в которой авторы исполь-
зуют гладкие поверхности канала. Понятие технической “гладкости канала” не исключает мик-
рошероховатость, которая также может появиться при проведении экспериментов в результате
эрозионного воздействия дисперсной примеси. Как отмечалось выше, для абсолютно гладких
поверхностей максимум концентрации на стенке во много раз превосходит значение концентра-
ции в ядре течения. Поэтому мы для интерпретации результатов экспериментов [9] предложили
малую шероховатость омываемой поверхности. Конкретный угол наклона ( ) выби-
рался эмпирическим путем и в дальнейших расчетах не менялся.
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Рис. 3. Распределение безразмерной концентрации частиц поперек канала. Точки – экспериментальные дан-
ные, линии – результаты расчета: штриховая линия для частиц dp = 50 мкм при , сплошные линии
при ; 1 – dp = 50 мкм, 2 – dp = 70 мкм.
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Для канала с небольшой шероховатостью появляется новый эффект, связанный с дополни-
тельной генерацией нормальных к стенке флуктуации скорости дисперсной фазы, что приводит
к более равномерному распределению концентрации дисперсной примеси в сечении канала.
На рис. 4 и 5 иллюстрируется распределение дисперсии нормальных к стенке флуктуаций ско-
рости частиц (  – скорость газа в центре канала). Видно, что для шероховатой стенки измене-
ние дисперсии нормальных флуктуаций скорости дисперсной фазы немонотонно, что обуслов-
ливает принципиальное отличие в распределении концентрации дисперсной фазы в каналах с
шероховатой и гладкими стенками.

В результате диффузионного переноса аксиального импульса дисперсной фазы к стенке ка-
нала возникает новый эффект: интенсивность флуктуаций скорости частиц в аксиальном на-
правлении становится даже выше, чем у несущей фазы (рис. 6 и 7). Это принципиально новый
эффект, связанный с существенной неоднородностью поля турбулентных флуктуаций газа при

cU

Рис. 4. Распределение дисперсии нормальных
флуктуаций скорости поперек канала несущей и
дисперсной фазы для dp = 50 мкм. Линии – расчет,
точки – экспериментальные данные: 1 – несущая
фаза, 2 – дисперсная фаза.
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Рис. 5. Распределение дисперсии нормальных
флуктуаций скорости поперек канала несущей и
дисперсной фазы для  мкм.
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50 мкм.
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течении в каналах. Для свободной турбулентности интенсивность флуктуационного движения
частиц всегда меньше, чем у газа.

Вследствие инерционного пробега частиц к стенке аксиальная скорость дисперсной фазы на
стенке не равна нулю (рис. 8). Потеря импульса отраженных частиц приводит к заметному ско-
ростному скольжению дисперсной и несущей фаз.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
На основе современного математического аппарата теории случайных процессов и методов

функционального анализа построена замкнутая система уравнений для первых и вторых момен-
тов флуктуаций скорости дисперсной фазы. Выведена система граничных условий, учитываю-
щих преобразование нормальной и аксиальной скорости частиц при соударении с шероховатой
поверхностью. Представлены результаты расчетов распределения параметров инерционных ча-
стиц в плоском вертикальном канале. Результаты расчетов удовлетворительно согласуются с со-
временными экспериментальными данными.

Показано, что даже сравнительно небольшая шероховатость стенок канала приводит к допол-
нительной генерации поперечных флуктуаций скорости дисперсной фазы, что качественно ме-
няет характер распределения концентрации примеси по сечению канала по сравнению с гладки-
ми стенками. Проиллюстрирован новый эффект турбулентного диффузионного переноса акси-
альной компоненты импульса к стенке канала, в результате которого дисперсия аксиальных
флуктуаций скорости дисперсной фазы становится выше, чем у газа.
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