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Проводится экспериментальное и численное исследование взаимодействия длинных упру-
гих балок с жидкостью в резонансных режимах колебания. Экспериментально изучаются за-
тухающие изгибные колебания консольно-закрепленных тест-образцов в воздухе. С помо-
щью МЭМС гироскопа регистрируются угловые скорости движения свободного конца кон-
соли, с помощью дымовой визуализации проводится наблюдение течений в окрестности
балки, индуцированных колебаниями. Строится квазиплоская математическая модель взаи-
модействия балка–жидкость, позволяющая по измеряемым логарифмическому декременту
колебаний и относительному изменению частоты оценить силовое аэрогидродинамическое
воздействие на балку. Проводится прямое трехмерное численное моделирование движения
жидкости около консоли. По результатам численных и экспериментально-теоретических ис-
следований выполняется анализ структуры течений и аэрогидродинамических сил, индуци-
рованных колебаниями балки при разных параметрах колебаний. Исследуется примени-
мость квазиплоской модели взаимодействия.
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Упругие колебания балки в жидкости – это комплексный процесс, в рамках которого дина-
мически деформируемое тело в каждой своей точке взаимодействует с вязкой средой, индуцируя
в ней нелинейные течения (или изменяя их).Индуцированные течения, в свою очередь, влияют
на частоту, амплитуду, профиль и другие параметры колебаний, а также могут возбуждать вто-
ричные резонансы. Учет подобного взаимодействия имеет большое значение при проектирова-
нии широкого спектра инженерных конструкций, начиная от морских донных трубопроводов и
нефтедобывающих платформ [1, 2], крыльев самолетов и топливных баков ракет [3–5], и закан-
чивая микроустройствами типа головок атомных резонансных микроскопов и “лабораторий на
чипе” [6–8]. Настоящая работа посвящена исследованию резонансных изгибных колебаний
длинных тонких балок в жидкости в диапазоне малых и умеренных чисел Рейнольдса.

В основе большинства традиционных подходов к изучению колебаний удлиненных балочных
конструкций в жидкости лежит квазиплоская модель взаимодействия [9–15], согласно которой
аэродинамическое воздействие, оказываемое на каждое сечение балки, можно считать результа-
том его плоского обтекания. Объединение этой модели с классической теорией колебания балок
позволяет установить интегральные связи между параметрами колебания балки и гидродинами-
ческими силами, действующими на нее со стороны жидкости (см., например, [9, 16]). Эта модель
широко применяется для предсказания параметров колебания балки по данным двумерных рас-
четов обтекания колеблющегося цилиндрического тела с аналогичным профилем поперечного
сечения [10, 17].
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Квазиплоскую модель взаимодействия можно [14, 18] использовать и для получения обрат-
ных зависимостей, позволяющих определять характеристики силового аэродинамического воз-
действия на балку по экспериментально измеренным параметрам колебания. Развитие и апро-
бация такого обратного метода проводятся в настоящем исследовании. Экспериментальная
часть метода базируется на измерении перемещений свободного конца дюралюминиевой консоли
при колебаниях, вызванных начальным отклонением образца из состояния равновесия. Исполь-
зования дюраля в качестве материала для изготовления тест-образцов (в силу низких собственных
демпфирующих свойств этого материала, практически не зависящих от амплитуды колебаний)
позволяет разделять вклады внешнего аэродинамического и внутреннего механического воздей-
ствий в демпфирование. В настоящей работе проводится новая серия экспериментов, в рамках ко-
торых колебания консоли регистрируются трехосным МЭМС (микроэлектромеханические систе-
мы) гироскопом. Конечная точность определения гидродинамических сил, действующих на балку,
обратным методом зависит от степени выполнимости квазидвумерной модели взаимодействия.
Работы по исследованию границ применимости квазидвумерной гипотезы достаточно немного-
численны. В работе [11] с помощью трехмерного моделирования динамики жидкости около ба-
лок авторами установлено, что для консолей c соотношением  (где L и b – длина и шири-
на консоли) при малых амплитудах колебания  (где A – амплитуда колебания
свободного конца консоли) трехмерные эффекты, в том числе сход вихрей со свободного конца
балки, оказывают минимальное влияние на распределение аэродинамических сил вдоль балки.

При больших и умеренных амплитудах колебания  трехмерные течения около ко-
леблющихся консолей исследовались в [19]. Показано, что в этом диапазоне амплитуд попереч-
ные течения начинают преобладать над продольными для балок с соотношением сторон

. Однако оценки демпфирующих сил, полученные в данной работе для бесконечно тон-
ких пластин, оказывались существенно выше экспериментальных оценок [14]. В действительно-
сти это может объясняться различной формой поперечных сечений, так как даже в плоском при-
ближении в зависимости от геометрических характеристик оценки коэффициента сопротивле-
ния CD могут отличаться более чем 1.6 раза [20].

Для определения всех характерных особенностей взаимодействия балка–жидкость во второй
части работы проводится прямое численное моделирование обтекания консоли с параметрами,
идентичными экспериментальным. На базе полученных данных выполняется сравнение моде-
лируемых и экспериментально наблюдаемых (с помощью метода дымовой визуализации) кар-
тин течения, анализируется применимость квази-двумерной гипотезы и проводится идентифи-
кация ключевых параметров гидродинамического воздействия.

1. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ БАЛОК В ВОЗДУХЕ
1.1. Регистрация колебаний с помощью МЭМС гироскопа

В ходе экспериментов проводились измерения затухающих колебаний, вызванных началь-
ным отклонением свободного конца консоли из состояния равновесия. Схема проведения экс-
перимента представлена на рис. 1. Для регистрации колебаний балки применялся трехосный
датчик МЭМС гироскопа MPU-6500 [21], обеспечивающий регистрацию угловых скоростей в
диапазоне  град/сек с частотой обновления до 8 КГц и точностью до 0.05 град/сек. Переда-
ча данных с датчика на рабочую станцию осуществлялась с помощью цифрового протокола I2C
400 КГц.

В качестве тест-образцов использовались дюралюминиевые балки толщиной h = 1.7 мм, ши-
риной , 30 мм со стрелой вылета , изменяемой от 150 до 450 мм. Все образцы для экспе-
римента изготавливались из дюралюминия A1-2024. В ходе обработки с ребер балок снималась
фаска, в результате все торцы приобретали характерную треугольную форму (см. рис. 1, фотогра-
фия торца выполнена с помощью микроскопа).

Датчик МЭМС гироскопа наклеивался непосредственно на тест-образец в окрестности свобод-
ного конца вдоль горизонтальной оси симметрии. Показания датчика содержат 3 угловые скоро-
сти  относительно системы координат xM, yM, zM, жестко связанной с балкой (рис. 1).

Форма тест-образца в условиях рассматриваемой заделки и способа возбуждения колебаний
препятствует возникновению  составляющей угловой скорости, что имеет подтверждение в
настоящих экспериментах. Характерные временные зависимости угловых скоростей , , со-
ответствующих изгибной и крутильной составляющим колебаний балки, представлены на рис. 2.
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Как видно, наличие ненулевых угловых скоростей фиксируется по -осям гироскопа. Реги-
стрируемые сигналы имеют различный частотный спектр, что, в частности, позволяет достаточ-
но точно откалибровать позицию датчика на балке.

,x z

Рис. 1. Схема установки МЭМС гироскопа (MPU) на балку.
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Рис. 2. Изменение угловых скоростей колеблющейся балки шириной 30 мм со стрелой вылета 180 мм:
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Рис. 3. Амплитудный спектр сигналов  (а),  (б). k – номер гармоники (k = 1 – соответствует первой соб-
ственной частоте колебаний балки).
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1.2. Изгибные колебания

Изгибные колебания являются основным типом движения, вызванным начальным отклоне-
нием балки из состояния равновесия. Характерный амплитудный спектр сигнала  (соответ-
ствующего изгибным колебаниям) представлен на рис. 3а. Абсолютно доминирующей здесь яв-
ляется основная изгибная мода колебаний балки. Помимо нее в сигнале выделяется одна допол-
нительная гармоника (в рассматриваемом на рис. 2 случае в 7 раз превышающая основную),
соответствующая второй собственной частоте изгибных колебаний балки. Ее появление связано
с условиями начального отклонения консоли. Профиль балки в начальном деформированном
состоянии не полностью совпадает с профилем колебания по первой изгибной моде. Амплитуда
дополнительной гармоники в предельном случае (при максимальных амплитудах колебания) не
превышает 10% от амплитуды основной гармоники , с течением времени это соотношение
быстро уменьшается из-за высокой скорости затухания дополнительной составляющей. При пе-
реходе к углам поворота и перемещениям вклад дополнительной гармоники уменьшается крат-
но отношению (основной и дополнительной) частот (см. разд. 2.1), по этой причине он может не
учитываться при расчете логарифмического декремента колебаний балки.

1.3. Вторичные крутильные колебания

Ненулевые значения другой компоненты угловой скорости , регистрируемые в зоне боль-
ших амплитуд отклонения консоли от состояния равновесия, свидетельствуют о сопутствующих
изгибу крутильных колебаниях балки. Анализ амплитудного спектра  указывает на наличие в
нем трех основных составляющих (рис. 3б): первой (изгибной) моды, удвоенной изгибной ча-
стоты и высокочастотной компоненты.

Регистрируемая первая мода в сигнале  не имеет отношения к крутильным колебаниям
балки. Как показывают простые оценки, погрешность установки гироскопа, состоящая в пово-
роте датчика относительно оси zM на угол порядка одной десятой градуса, приводит к разложе-
нию реальной изгибной угловой скорости  по осям гироскопа в следующих пропорциях

. Именно контроль за величиной этой компоненты в сигнале позво-
ляет калибровать положение датчика гироскопа на балке. Высокочастотная компонента сигнала

 совпадает с собственной частотой крутильных колебаний балки и вероятнее всего вносится в
результате начальных возмущений, связанных с отклонением консоли из состояния равновесия.
Возникновение удвоенной изгибной частоты в сигнале  может быть вызвано внешним гидро-
динамическим воздействием или геометрическими нелинейностями закона колебания балки
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(см., например, [22, 23]). Все крутильные оставляющие более чем на два порядка меньше изгиб-
ных и поэтому не могут оказывать существенного воздействия на изгибные колебания.

1.4. Экспериментальная визуализация течений около балки

Для исследования гидродинамических эффектов при относительно больших амплитудах ко-
лебания балки проведены вспомогательные эксперименты по визуализации режимов обтека-
ния. Для наблюдения за течением около средней части балки с помощью генератора аэрозолей
осуществлялся ввод рассеивающих частиц (дыма). Частицы подсвечивались с помощью лазера,
образующего световую завесу в плоскости, ортогональной оси балки. Видеофиксация течения
производилась с помощью высокоскоростной камеры с частотой до 960 кадров в секунду. Опи-
сание наблюдаемых гидродинамических течений представлено в разд. 4.

2. ИДЕНТИФИКАЦИЯ ОСНОВНЫХ ПАРАМЕТРОВ ИЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЙ
И ХАРАКТЕРИСТИК СИЛОВОГО ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ

2.1. Алгоритм обработки данных

Рассмотрим более подробно изгибные колебания балки, происходящие по основной моде.
Под действием гидродинамических сил и внутреннего демпфирования амплитуда  таких ко-
лебаний медленно затухает, а основная частота  слабо изменяется со временем t вблизи соб-
ственной частоты .

Для выделения основных параметров таких колебаний из сигнала , регистрируемого ги-
роскопом, был разработан следующий алгоритм:

1. Проводится поиск локальных максимумов и минимумов зависимости   (см.
рис. 4) и соответствующих им значений времени  в окнах, размер которых определяется по
теоретической оценке периода колебания балки ( ).

2. На отрезках  выполняется построение гармонической аппроксимации 
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Рис. 4. Угловая скорость  (круглые маркеры), аппроксимации , построенные на отрезках
 (пунктирная линия) и  (сплошная линия).
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где параметры  определяются из условия минимизации среднеквадратичного от-
клонения  от  на рассматриваемых отрезках. В качестве начального приближения для ре-
шения  используются следующие значения  .

3. Полученная аппроксимация используется для расчета амплитуды изгибных колебаний сво-
бодного конца консоли

где  – профиль изгибных колебаний, который определятся по формуле (2.3).

4. Вычисляются логарифмический декремент колебаний (ЛДК)  и от-
носительное изменение частоты  балки как функции от времени. На основании
этих зависимостей для каждого эксперимента в диапазоне реализующихся в нем амплитуд коле-
баний строятся зависимости , .

Первые два шага алгоритма направлены на выделение основной моды изгибных колебаний.
Процедура начального определения периодов колебания (шаг 1) здесь реализована по локаль-
ным максимумам и минимумам функции, что позволяет справляться с проблемой “дрейфа ну-
ля” [21], сопутствующей работе гироскопа. Коррекция на движение нуля заложена и в гармони-
ческой аппроксимации (шаг 2, коэффициент εk). Детали обработки данных на 4 шаге представ-
лены в разделах 2.2, 2.3.

2.2. Определение логарифмического декремента колебаний

Для определения ЛДК необходимо проводить вычисление производной . При этом
функция амплитуды найдена только как последовательность значений Ak. Для построения глад-
кой зависимости  по точкам Ak строится cплайн-аппроксимация. Поскольку искомая
функция имеет достаточно простой вид в исследуемом диапазоне, ее можно с высокой точно-
стью аппроксимировать сплайном 4 степени, построенным на 3 отрезках. Коэффициенты такого
сплайна определяются с помощью метода наименьших квадратов. Определение узлов сплайна с
целью минимизации результирующей погрешности также проводится итерационно.

2.3. Определение относительного изменения частоты

Динамическое изменение частоты колебаний определяется действующими на консоль при-
соединенными массами воздуха. В проводимых экспериментах плотность материала балок су-
щественно превышала плотность воздуха, что делало влияние присоединенных масс на процесс
колебания весьма незначительным. В результате относительное изменение частоты колебаний
во всех проводимых экспериментах не превышало 1.5% – рис. 5.

При определении относительного изменения частоты по формуле  погреш-
ность определения собственной частоты балки в вакууме  должна быть минимальной, иначе
действие присоединенных масс становится неразличимым.

Предлагаемый метод определения  основан на выделении соответствующей составляющей
из экспериментально определяемой собственной частоты балки при малых амплитудах колеба-
ния. Для этого используются теоретические оценки сил присоединенных масс. Результирую-
щую формулу для вычисления  можно записать в виде

Значение  для тонкой балки определяется по формуле [11]

где  – это кинематическая вязкость жидкости.

ε Ω ω 0( , , , )k
k x k kt

ΩAppr
x Ωx

ε Ω ω 0( , , , )k
k x k kt +Ω − Ω 1(0,0.5( ),k k

x x ( )+π −22 / ,0)k kt t

Ω ω= tg(| | ) ( )k
k x k

dWA L
dz

W

( )− −δ − πω 1 1
0( ) = 2 /t A dA dt

γ ω − ω ω0 0( ) = ( )/t

δ( )A γ( )A

(ln( ))/d A dt

ln( ( ))A t

γ ω − ω ω0 0( ) = ( )/t
ω0

ω0

ω0

− ρπ→ ω ω − γ γ
ρ

1 0
00: = (1 ) , =

8
a

M
bA C
h

0
MC

( )
−

 ω+  π πν 

1/22
0 02= 1.02 3.07

2M
bC

ν



68

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 5  2022

НУРИЕВ, КАМАЛУТДИНОВ

2.4. Расчет аэродинамических сил, действующих на балку, по параметрам изгибных колебаний
Структура найденных в эксперименте зависимостей ,  определяется действующими

на консоль внешними аэродинамическими силами (P) и внутренним демпфированием (H). Для
установления соответствующих взаимосвязей рассмотрим уравнение колебания консоли. При-
нимая положения классической теории изгиба балок, колебание консоли в сопротивляющейся
среде может быть описано следующим уравнением

(2.1)

с граничными условиями

отвечающими жесткой заделке при z = 0 и свободному концу z = L с сосредоточенной массой Mg.
Здесь  – время, z – продольная координата балки;  – смещение средней линии балки в направ-
лении оси ; ,  – эффективные плотность (  кг/м3) и модуль Юнга (  ГПа) мате-
риала балки, Mg – масса датчика гироскопа.

Поскольку гидродинамические и внутренние демпфирующие силы малы по сравнению с
упругой силой, в первом приближении можно положить . В этом случае основная мо-
да колебаний примет вид

(2.2)

Постоянные  и  представляют амплитуду и собственную частоту основной моды.
Профиль  колебаний описывается формулой

(2.3)
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где  – наименьший положительный корень характеристического уравнения

приближенное решение которого для случая  может быть найдено как

Частота собственных колебаний балки при этом (без учета воздействия демпфирующих сил)
выражается следующим образом [24, 25]

Наличие малых сил в правой части уравнения (2.1) приводит к тому, что амплитуда колебаний 
и собственная частота  не остаются постоянными, а медленно изменяются со временем. Эти
изменения можно описать с помощью следующих зависимостей [14–16, 26]

(2.4)

Здесь и далее угловыми скобками обозначено усреднение по пространственной координате z,
а фигурными скобками – усреднение по времени.

Далее будем полагать, что относительное изменение частоты балки полностью определяется
аэродинамическим воздействием, а логарифмический декремент колебаний представляется в
виде суммы гидродинамической  и механической  составляющих ( ), отвечающих
воздействию на колебательный процесс соответствующих компонент силы. При этом механиче-
ская составляющая демпфирования для исследуемого случая (дюралюминиевых балок) не зави-
сит от амплитуды колебаний консоли [27–29].

Для проведения оценки аэродинамических сил примем гипотезу о квазидвумерном течении,
согласно которой аэродинамические силы в каждом сечении  балки можно найти, рас-
сматривая гармонические колебания бесконечно длинной жесткой пластины в вязкой среде с
текущей амплитудой . Также используем аппроксимацию Морисона [30] для разделения сил
сопротивления и сил присоединенных масс

(2.5)

Здесь  – скорость движения балки в данном сечении,  – плотность воздуха,
CM – локальные коэффициенты присоединенных масс, CD – локальный коэффициент аэроди-
намического сопротивления.

Подставляя (2.5) в (2.4) и учитывая (2.2), мы получим следующие уравнения

(2.6)

связывающие между собой ЛДК и коэффициент аэродинамического сопротивления, а также от-
носительное изменение частоты и коэффициент присоединенных масс колеблющейся балки.
Используя подход, предложенный в [14], из (2.6) можно получить следующие приближенные
формулы для определения гидродинамических коэффициентов

Они позволяют по экспериментально определенным ,  найти ,  в каждом сечении (см.
подробнее в [14]). Результаты вычисления ,  представлены в разд. 4.
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3. ТРЕХМЕРНОЕ ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ БАЛКИ В ЖИДКОСТИ
3.1. Математическая постановка задачи

В качестве второго инструмента для исследования движения балки в жидкости используется
прямое численное моделирование. Рассматривается обтекание тонких балок длиной , шири-
ной b и толщиной  с профилем в форме усеченного прямоугольника (аналогично эксперимен-
тальным образцам; рис. 1), совершающих вынужденные изгибные колебания в вязкой несжима-
емой жидкости по первой моде с фиксированной амплитудой. Задача решается в безразмерных
переменных. Нормировка пространственных координат, времени и скорости проводится на b,

,  соответственно. Система уравнений движения жидкости около балки записывается в
следующем виде

Здесь  – безразмерная скорость, p – безразмерное давление,  – без-
размерная амплитуда колебания свободного конца балки,  – безразмерная длина балки.
Безразмерная частота  и безразмерная амплитуда колебания сечения  определяются как

(3.1)

где  – амплитуда колебаний и амплитуда скорости колебаний поперечно-
го сечения .

В декартовой системе координат, начало которой расположено на неподвижном конце балки,
ось Oz совмещена с осью балки, находящейся в нейтральном положении, оси Ox, Oy направлены
вдоль осей симметрии ее поперечного сечения (см. рис. 1).

Для описания изгибных колебаний консольной балки в жидкости будем использовать клас-
сическую теорию Эйлера–Бернулли. Полагая (как и при обработке экспериментальных дан-
ных), что гидродинамические силы, действующие на балку, значительно меньше сил упругости,
будем задавать профиль колебаний согласно (2.2).

Моделирование движения жидкости около балки будем проводить в ограниченной области,
представляющей собой прямоугольный параллелепипед с соотношением сторон  = (35, 35, 55).
Положение балки в области определим следующим образом: балка будет расположена по центру
области в плоскости ; по оси Oz она будет смещена относительно центра так, что ее зафик-
сированный конец будет находиться на расстоянии  от границы области. Внешние границы
области будем считать непроницаемыми, на балки зададим условия прилипания.

3.2. Численное моделирование
Для решения задачи использована численная модель, предложенная в работе [19] и реализо-

ванная с использованием программных библиотек открытого пакета OpenFOAM. Для дискрети-
зации расчетной области использовались динамически перестраиваемые сетки, узлы которых
жестко связаны с точками на поверхности балки (см. рис. 6). Вычисление скоростей движения
узлов сетки проводилось на основе решения уравнения Лапласа с переменным в области коэф-
фициентом диффузии. На внешней границе скорости движения узлов считались нулевыми, на
балки определялись из (2.2). Коэффициент диффузии выбирался обратно пропорциональным
квадрату расстояния от балки для минимизации деформаций сетки в окрестности балки, где их
влияние наиболее чувствительно.

Исходное разбиение области проводилось в нейтральном положении балки. Для всех расчет-
ных случаев оно выполнялось однотипно. Число ячеек расчетных сеток составляло .

Дискретизация уравнения движения жидкости в области проводилась с помощью метода ко-
нечных объемов. Дискретные значения составляющих скорости и дискретные давления локали-
зовались в центрах ячеек расчетных сеток. Для вычисления объемных интегралов по контроль-
ному объему использовалась общая процедура Гаусса. Для аппроксимации градиента давления
в расчетах применялась линейная интерполяция. В диффузионных слагаемых при дискретиза-
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ции оператора Лапласа нормальные градиенты скорости на поверхности ячейки аппроксимиро-
вались с помощью симметричной схемы второго порядка с поправкой на неортогональность [31].

Для дискретизации системы уравнений по времени использовалась неявная схема Эйлера.
Шаг по времени во всех расчетах выбирался из условия – максимальное число Куранта не пре-
вышает единицы. Решение дискредитированной задачи проводилось с помощью метода PIMPLE
(который является комбинацией алгоритмов PISO и SIMPLE). Решение системы уравнений для
давления выполнялось на основе метода сопряженных градиентов (PCG) с геометро-алгебраи-
ческим многосеточным предобуславливателем (GAMG). Системы уравнений для компонент
скорости решается методом бисопряженных градиентов (PBiCG) с предиктором на основе не-
полной LU факторизации. Расчеты выполнялись распределенным образом по технологии MPI с
применением метода декомпозиции области решения.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ
4.1. Гидродинамика течений около балки

Наиболее полную информацию о структуре течений, индуцированных колебаниями, дает
трехмерное численное моделирование. Расчеты проводилось для балок с длиной l = 20 и соотно-
шением сторон , совершающих колебания с безразмерной частотой 
и амплитудой .

Для выявления областей преобладания поперечных или продольных потоков исследуем соот-
ношение скоростей соответствующих течений. На рис. 7 изображены графики функции ,
определяющей отношение максимальных осредненных (по периоду) поперечных и продольных
скоростей в сечениях вдоль балки

Введенная таким образом функция  является индикатором ключевых типов течения:
значения  указывают на доминирующее поперечное течение,  – на развитое
трехмерное течение,  – на преобладающее продольное течение.

Как можно видеть на рис. 7, продольная составляющая всегда отлична от нуля. Она сильно
возрастает на концах консоли (по отношению к поперечным составляющим), где течение фак-
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Рис. 6. Характерная структура исходной (а) и деформированной (б) сетки в окрестности свободного конца бал-
ки (плоскость ).
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Рис. 7. Отношение максимальных продольных и поперечных скоростей в сечениях: 1–5 – (β, Δ, KC) =
= .
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тически становится полностью трехмерным. Вне зоны концевых эффектов среднее по длине
значение  изменяется от 0.1 для KC = 1, где можно уверенно говорить о квази-двумерном ха-
рактере течения, до 0.5 для KC = 6, где преобладание поперечных потоков не столь однозначно
выражено. Рассмотрим структуру течений около средней части балки для последнего случая.

Трехмерная картина течения и визуализация движения жидкости в поперечных сечениях для
случая KC = 6,  приведены на рис. 8 а (трехмерная анимация представлена в [32]). Не-
смотря на наличие достаточно большой продольной скорости, около средней части балки на-
блюдаются те же ключевые режимы течения, как и при колебаниях абсолютно жестких пластин:
симметричный режим (рис. 8б) и циклический диагональный режим обтекания (рис. 8в). Их по-
дробное описание представлено в работе [20]. Отметим, что границы этих режимов в двумерном
и трехмерном случаях смещены относительно друг друга в параметрической плоскости. Цикли-
ческий диагональный режим обтекания при высокоамплитудных колебаниях балки (KC = 6) на-
блюдается в области , при колебаниях жестких пластин его нижняя граница на-
ходится существенно выше: по данным численных исследований [20], около бесконечно длин-
ных пластин он локализуется при ; по данным экспериментов [33], для конечных
пластин он наблюдается при . Формирование диагонального режима около средней ча-
сти балки в области низких локальных амплитуд подтверждается и экспериментальными наблю-
дениями, проведенными в настоящей работе.

На рис. 9, 10 представлены сопоставления результатов трехмерного моделирования и картин
течения, полученных с помощью дымовой визуализации экспериментов. Локальная безразмер-
ная амплитуда колебаний в рассматриваемом сечении равна . На рис. 9 эксперимен-
тальная картина (а) и визуализация расчета (б) выполнены с одинаковой перспективой. В ком-
пьютерной визуализации балка изображена сеткой. На рис. 9а балка расположена таким же об-
разом, как и на рис. 9б. По концентрации частиц дыма и положению изоповерхностей
завихренности на рисунках можно наблюдать характерный для диагонального режима отрыв
вихревых пар с торцов балки, которые формируются каждые полупериода и удаляются в разные
стороны от балки под углом 45–60 градусов к оси колебания. Слева и справа на рисунках нахо-
дятся вихревые пары, оторвавшиеся соответственно в последнем и предпоследнем полуперио-
дах. Заметим, что в эксперименте балка закрывает крупную вихревую структуру, расположенную
ниже нее.

Серия фотографий, полученных в рамках эксперимента, и картины течений, построенных по
данным численного моделирования, демонстрирующие момент отрыва вихрей с одного из тор-
цов, представлены на рис. 10. Помимо изолиний завихренности, визуализация численных ре-
зультатов здесь также проведена с помощью невесомых частиц (картины течения в этом случае

norm
zu
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представлены в ортогональной проекции), которые выпускались в непосредственной близости
к поверхности балки. Этот метод наиболее близок дымовой визуализации, используемой в экс-
периментах. Сравнивая их результаты, можно отметить, что численное моделирование доста-
точно хорошо воспроизводит реальную динамику течения.

4.2. Коэффициенты сил сопротивления и сил присоединенных масс

Графики изменения коэффициентов аэродинамических сил ( , ), действующих на ко-
леблющуюся балку в каждом сечении, в зависимости от локальной амплитуды колебаний 
изображены на рис. 11, 12.

Оценки , полученные в разных источниках с использованием различных методов, тради-
ционно имеют большой разброс. Даже для жестких пластин (см., например, [33, 35]), в области
двумерных течений, классические экспериментальные оценки отличаются более чем в 1.6 раза.
Как отмечено в [20], при одних и тех же параметрах колебания ( , ) у пластин с одинаковой
толщиной, но разной формой торцов, значения CD могут отличаться более чем на 10%.

Данные, представленные на рис. 11а, отображают результаты измерений CD балки, получен-
ные в ходе обработки экспериментальных измерений затухающих колебаний тест-образцов, а
также численные и экспериментальные результаты измерения CD жестких пластин, полученные

DC MC
locKC

DC

locKC β

Рис. 8. Визуализация трехмерной структуры течения по данным 3D расчетов для ,  около сред-
ней части балки в момент времени : (a) – изоповерхности z-компоненты завихренности в области

; (б, в) – изолинии z-компоненты завихренности в сечениях  (симметричный режим) и
15.1 (диагональный режим).

(б) (в)

(a)

= 6KC β = 200
− 0/ = 0t T T

≤ ≤0 15.1z = 7.4z
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в работах [20, 33–35]. Как можно видеть, результаты настоящего исследования при 
достаточно хорошо согласуются с экспериментальными результатами [33, 34], полученными в
том же диапазоне безразмерных частот  для пластин с соотношением толщины и
ширины . При больших  все полученные зависимости  имеют при-
близительно одно и то же асимптотическое поведение, которое можно описать функцией

 (т.е. значение коэффициента сопротивления практически не зависит от без-
размерной частоты). Заметим также, что значения CD в этом диапазоне достаточно хорошо со-
гласуются и с данными двумерного численного моделирования [20] (полученными для пластин
с аналогичными геометрическими характеристиками).

В диапазоне малых амплитуд  значение коэффициента сопротивления существен-
но зависит от параметра . При  коэффициент сопротивления выходит на малоампли-
тудную асимптотику [10]: . При  и  результаты, полу-
ченные при обработке данных с разных тест образцов, имеют некоторый разброс: так, результа-
ты настоящей серии экспериментов лежат в среднем на 20% ниже, чем результаты [14]. Это
может объясняться разной длиной и толщиной образцов. При  настоящие результаты до-
статочно хорошо согласуются с данными [14].

На рис. 11б представлены зависимости , полученные при трехмерном численном мо-
делировании и двумерном расчете [20]. Как можно видеть, данные для бесконечно тонкой балки
ожидаемо лежат в среднем на 20% выше (что хорошо согласуется с оценками [20]) данных для
балки с относительной толщиной . Для случая  наибольшие отклонения  от
плоской теории [20] возникают в зонах концевых эффектов (для  это  и
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Рис. 9. Сопоставление (а) экспериментально наблюдаемой картины течения (дымовая визуализация) с (б) ре-
зультатами численного моделирования (изоповерхности завихренности). Безразмерная локальная амплитуда
колебаний в сечении , момент времени .
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). В средней части балки разница между оценками CD двумерных и трехмерных расче-
тов составляет в среднем не более 15%.

Значения коэффициента инерциальных сил  для квазиплоской и трехмерной моделей так-
же хорошо совпадают (см. рис. 12) в широком диапазоне , влияние концевых эффектов для

> 4.5locKC

MC
locKC

Рис. 10. Сопоставление экспериментально наблюдаемой картины течения I (дымовая визуализация) с резуль-
татами численного моделирования, визуализированными с помощью изолиний z-компоненты поля завихрен-
ности II (в той же перспективе, что и на фотографиях) и с помощью невесомых частиц III (в ортогональной
проекции). Безразмерная локальная амплитуда колебаний , моменты времени  (a) 0.92,
(б) 1, (в) 1.08.
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коэффициента присоединенных масс достаточно сильно выражается только около свободного
конца балки. При  зависимость  выходит на малоамплитудную асимптотику
[10]. Экспериментальные оценки , полученные при умеренных значениях безразмерной ча-
стоты , также ложатся достаточно близко с численными данными (они хорошо совпадают
с результатами для тонких пластин). При больших значениях  значения коэффициента присо-
единенных масс, полученные по результатам обработки экспериментов, оказываются выше рас-
четных. Это может быть результатом неточного учета свойств материала. Поскольку аэродина-
мическое влияние на резонансную частоту дюралевой балки очень мало, для более точной оцен-
ки коэффициента присоединенных масс описанным методом необходимо проводить
эксперименты в более плотной среде (или с другим материалом образцов).

≤ 0.5locKC ( )M locC KC

MC
β < 500

β

Рис. 11. Кривые зависимостей локального коэффициента сопротивления CD от безразмерной амплитуды ко-
лебаний: a – экспериментальные данные, б – численные данные: 1 – экспериментальные результаты [14] для
балки при , ; 2 – экспериментальные результаты для , , ; 3 – эксперимен-
тальные результаты для , , l = 17.6; 4 – экспериментальные данные [34] для жесткой пластины;
5 – экспериментальные результаты [35] для жесткой пластины; 6 – экспериментальные результаты [33] для
жесткой пластины при 188 ≤ β ≤ 1685, ; 7 – данные 3D численного моделирования при KC = 6, ,

; 8 – результаты [19] 3D моделирования при , ; 9 – данные 3D численного моделирования
при KC = 3, , ; 10 – результаты [20] 2D моделирования при , .
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено исследование взаимодействия между балкой и жидкостью, когда упругие силы,
вызывающие резонансный рост амплитуды колебаний, много больше внешних аэрогидродина-
мических (случай колебания металлических тонких балок в воздухе). В этих условиях внешние
течения не могут изменить мгновенный профиль колебаний балки, но оказывают существенное
влияние на амплитуду колебаний и изменяют резонансную частоту в ходе продолжительного
воздействия. Изменение амплитуды колебаний и частоты, в свою очередь, приводит к перестро-
ению внешних течений, т.е. изменению силового гидродинамического воздействия на балку.

Экспериментально и численно исследована структура взаимодействия между балкой и жид-
костью. Для ее описания была предложена квазиплоская модель, в рамках которой были уста-
новлены прямые и обратные зависимости между параметрами колебаний длинных балок и ло-
кальными силовыми аэродинамическими характеристиками течений около них. С помощью
этой модели проводилась обработка экспериментальных данных, результаты которой сопостав-
лялись с данными прямого численного моделирования обтекания балок. С помощью трехмер-
ного численного моделирования и визуализации движения жидкости в экспериментах было по-
казано, что течения в сечениях, ортогональных оси балки (за исключением окрестности ее кон-
цов), в действительности имеют структуру, аналогичную плоским течениям, наблюдаемым при
колебаниях жестких пластин. Оценки локальных коэффициентов гидродинамических сил, по-
лученные в трехмерных расчетах (в области квазиплоских течений) и в экспериментах, в среднем
также оказываются достаточно хорошо согласованы с оценками CD, CM для плоских течений.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект № 19-38-60023) и Программы стра-
тегического академического лидерства Казанского (Приволжского) федерального университета
(“ПРИОРИТЕТ-2030”).
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