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Обсуждаются результаты экспериментов по возбуждению стоячих поверхностных гравита-
ционных волн в призматическом сосуде с поперечным сечением в виде треугольника. Прин-
ципиальным отличием от волновых движений жидкости в прямоугольном сосуде является
отсутствие пространственной симметрии профиля максимального развития и увеличение
высоты стоячей волны к вершине клиновидного сосуда. Для описания эксперимента исполь-
зуются численно-аналитическая модель длинных волн в сосуде переменной ширины и ли-
нейная модель стоячих волн в цилиндре с основанием в виде кругового сектора с малым цен-
тральным углом.
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Задача о стоячих волнах в сосуде с треугольным основанием по постановке близка рассмотре-
нию волн в цилиндрических резервуарах, основание которых представляет собой сектор окруж-
ности с малым центральным углом. В 1960-х годах для уменьшения интенсивных колебаний ра-
кетного топлива в цилиндрических баках с круглым основанием была предложена установка
диаметральных перегородок, обеспечивших переход к бакам с основанием в виде секторных ци-
линдрических баков. Собственная частота колебаний жидкости в таких резервуарах увеличива-
ется, а динамические нагрузки на конструкцию снижаются. Ряд экспериментов был посвящен
оценке частотного и силового факторов; см., например, [1, 2]. Отметим, что резервуары с углом
сектора меньше  в экспериментах не использовались.

В данной работе экспериментально исследуются гравитационные волны Фарадея в клино-
видном сосуде, малый угол при вершине которого составляет . Сравнение проводится с вол-
нами в прямоугольном сосуде. Отметим, что указанная геометрия ранее использовалась в [3], од-
нако какие-либо количественные оценки не проводились. Рассматриваемые колебания жидко-
сти имеют практическое приложение к явлению сейш в водоемах сложной геометрии [4] и
распространению приливных волн в сильно сходящихся руслах [5, 6].

1. ПОСТАНОВКА ЭКСПЕРИМЕНТА
Эксперименты проводились на электромеханическом вибростенде Динамики и структуры

осциллирующих течений [7], входящем в состав Уникальных исследовательских установок
“ГФК ИПМех РАН”. Волновые движения исследовались в режиме основного резонанса Фара-
дея [3, 8], когда частота вертикальных колебаний сосуда вдвое превышает частоту возбуждаемых
волн ( ). При фиксированной амплитуде сосуда  = 0.7 см вариации Ω обеспечивали воз-
буждение соответствующей волновой моды номера  и высоты H.

Исследовались третья и четвертая моды (  = 3, 4) гравитационных волн в сосудах с прямо-
угольным основанием 60 × 5.2 см и с основанием в форме удлиненного прямоугольного тре-
угольника с катетами  = 60 и  = 5.2 см и углом при вершине  = 5° (рис. 1). Сосуды за-
полнялись водой до глубины  = 3.8–4 см – рис. 1. Отметим значительный капиллярный подъем
воды в вершине клина (рис. 1а). Данный эффект [9] характерен для жидкости между двумя вер-
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тикальными плоскостями, расположенными под малым углом, и в описываемых экспериментах
не исследовался.

Волновая картина регистрировалась цифровой камерой Canon PowerShot SX50HS (скорость
видеосъемки 30 и 120 кадров в секунду). Разрешение видеоизображения составляло 0.15 мм/пик-
сель. Последующая обработка видеокадров производилась при использовании программы Im-
ageJ. Все эксперименты проводились при комнатной температуре 21–22°C.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Рассмотрим сначала двумерные стоячие волны в прямоугольном сосуде – рис. 2. Из анализа

профилей (а, б) волн максимального развития следует, что пучности волн не меняют своего по-
ложения; узлы совершают малые горизонтальные колебания; ординаты вершин и подошв волн
постоянны вдоль сосуда. Таким образом, имеем стоячую регулярную нелинейную волну посто-
янной высоты.

Используя модель [10, 11] нелинейных поверхностных волн Фарадея в прямоугольном сосуде,
можно построить профиль свободной поверхности (  = 0) в переменных Лагранжа 

(2.1)

Согласно рис. 2в,г имеем полное количественное соответствие данных эксперимента и модели.
На рис. 3 показаны профили третьей (a) и четвертой (б) волновых мод, возбуждаемых в кли-

новидном сосуде. Волны имели периоды  = 0.645 и 0.540 с и соответствующие частоты
 = 9.593 и 11.635 с–1. Представленные видеокадры полностью отражают особенности

волновых движений жидкости в течение одного периода.
Прежде всего рассматриваемые волны классифицируются как стоячие, поскольку их пучно-

сти не перемещаются по горизонтали. Волны – нелинейные, что проявляется в колебаниях узлов
стоячей волны, в заострении гребней и уплощении ложбин. Для обеих мод (рис. 3) отметим на-
рушение пространственной симметрии профиля максимального развития при  = 0 относитель-
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Рис. 1. Сосуд с треугольным основанием – фронтальное изображение (a), вид с торца (б) и в плане (в).
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но вертикали, проведенной через вершину волны. Ординаты вершин и подошв волновых мод в
этот момент возрастают от правой к левой стенке сосуда, на которой смещение свободной по-
верхности максимально. Волны – регулярные, поскольку характеризуются временной перио-
дичностью профиля. Частоты  = 9.578 и 11.635 с–1 наблюдаемых волновых мод больше соот-
ветствующих значений  = 8.900 и 10.650 с–1 для волн в прямоугольном сосуде. Обработка вол-
новых профилей рис. 3 показала, что размах колебаний свободной поверхности воды на правой
стенке сосуда для обеих мод составляет величину H ~ 1.7 см. На левой стенке (вершина клино-
видного сосуда) имеем H ~ 7 см для третьей моды (рис. 3а) и H ~ 8 см для четвертой моды
(рис. 3б). Таким образом, рассматриваемая геометрия сосуда обеспечивает четырехкратное воз-
растание высоты стоячей гравитационной волны.

В работе [3] для четвертой моды в аналогичном клиновидном сосуде был выявлен режим про-
грессивно-стоячих волн, при котором в левой половине сосуда наблюдается бегущая волна (пе-
ремещение пучностей волны, эллиптические траектории частиц-трассеров), а в правой – стоя-
чая волна. При этом размах колебаний свободной поверхности воды на правой стенке сосуда со-
ставлял H ~ 4 см, а в вершине клина –  16 см. Поскольку в настоящих экспериментах
значения H существенно ниже, можно предположить, наблюдавшийся в [3] особый режим коле-
баний воды связан с проявлением нелинейных эффектов, характерных для волн большой ам-
плитуды.

В условиях настоящего эксперимента отношение глубины жидкости к длине волны составля-
ло величину  0.1, что позволяет для интерпретации результатов использовать приближение
длинных волн и рассмотреть задачу о собственных колебаниях идеальной несжимаемой жидко-
сти в протяженном канале переменного прямоугольного сечения. Уравнение волновых движе-
ний жидкости имеет вид [12]

Здесь  – возвышение жидкости,  – переменная ширина сосуда,  – ускорение
силы тяжести,  – площадь поперечного сечения сосуда, перпендикулярного го-
ризонтальной оси x,  – постоянная глубина жидкости. Для стоячих волн на торцевых стенках
сосуда  выполняются краевые условия непротекания
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Рис. 2. Профили волн максимального развития для третьей (a) и четвертой (б) мод (  = 3 и 4) в прямоугольном
сосуде. (в, г) Сравнение экспериментальных (точки) и рассчитанных по (2.1) (кривые) профилей. Здесь период
волн  = 0.706 и 0.590 с; частота  = 8.900 и 10.650 с–1; высота волн  = 1.4 и 2.9 см.
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Если , то рассматриваемая краевая задача на собственные значения  и
функции приводится к виду

(2.2)

Здесь  и  – горизонтальная координата и ширина сосуда, нормированные на l, b соответ-

ственно. Искомый параметр λn связан с частотой  соотношением .
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Рис. 3. Стоячие гравитационные волны на свободной поверхности воды в клиновидном сосуде: a–б – третья и
четвертая волновые моды  = 3, 4 (по результатам видеосъемки 120 к/с). Здесь период волн  = 0.656 и 0.540 с;
частота  = 9.578 и 11.635 с–1.

0 c

0.1008 c

0.1596 c

0.2016 c

0.2604 c

0.3024 c

0.3612 c

0.4284 c

0.5040 c

0.5628 c

0.6552 c

0 c

(а) (б)

0.1162 c

0.1411 c

0.1660 c

0.1909 c

0.2075 c

0.2241 c

0.2573 c

0.2905 c

0.3652 c

0.5395 c

15 cм

n 3,4T
ω = π3,4 3,42 /T



56

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 4  2022

КАЛИНИЧЕНКО

Для определения собственных значений λn и функций  задачи (2.2) с граничными усло-
виями типа Неймана (второго рода) применим теорию Штурма–Лиувилля и алгоритм ускорен-
ной сходимости [13], апробированный в экспериментах со стоячими волнами в прямоугольном
сосуде, имеющем локальные нерегулярности дна и стенок [14]. Детальное описание метода и
особенностей его использования также приводится в [14].

В расчетах для исключения локальной особенности в вершине клинообразного основания
использовались функции  и , описывающие ширину
сосуда – рис. 4а, в. Отметим, что диапазон значений  = 0.0001–0.01 см вполне соответствует
точности задания  0 в вершине клина, поскольку в условиях эксперимента ширина сосуда в
вершине не равна нулю из-за неидеальности склейки стенок сосуда. Необходимость рассмотре-
ния двух зависимостей  обусловлена тем обстоятельством, что для эксперимента более
важными являются задание смещения свободной поверхности на широкой торцевой стенке со-
суда и численная оценка высоты волна в вершине клина. В случае d*(x*) =  задаются па-
раметры волны при  0 (вершина клина), и модель дает оценки W(1) при выполнении условия

 – рис. 4б. При  (рис. 4г) определяется W(1) при .
Приведенные на (б, г) графики (2) подтверждают выполнение граничного условия  для
двух функций , описывающих ширину сосуда. Последнее свидетельствует о возможности
получения численных оценок смещения жидкости в вершине клина при известной амплитуде
волны на торцевой стенке. С целью сопоставления с экспериментом для рассчитанных таким
образом размерных зависимостей  можно использовать пространственную инверсию и
сдвиг по координате x. Результаты численно-аналитической модели для двух конфигураций ос-
нования сосуда (рис. 4б, г) полностью совпадают при 0.01 см.

Использованная в настоящей работе численно-аналитическая модель длинных волн позво-
ляет оценить частоты стоячих волн при изменении формы основания сосуда от прямоугольного
к треугольному. Пусть ширина сосуда описывается функцией ; введем без-
размерную частоту

определяемую собственным значением  задачи (2.2). Величина  зависит от ; соответству-
ющие рассчитанные зависимости  от  для третьей и четвертой волновых мод ( 3, 4) при-
ведены на рис. 5. При  5.2 см имеем сосуд постоянной ширины и  = 1. При уменьше-
нии  от 5.2 см до 0 частота  экспоненциально растет и достигает максимума при  0. От-
метим, что для третьей моды  3 частота возрастает на интервале  0.5 (данные 1), в случае
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 4 – при  0.25 (данные 2). Отметим, что при переходе к клиновидному сосуду частота
третьей моды увеличивается на 8%, для четвертой моды – на 6%.

На рис. 6 представлены волновые профили, наблюдаемые в эксперименте и рассчитанные в
приближении длинных волн методом ускоренной сходимости. Видно неплохое соответствие
опытных 1 и расчетных 2 данных. Для обеих мод модель достаточно точно определяет горизон-
тальные положения и высоты гребней и подошв волн, причем наивысшие значения гребня вол-
ны (x = 0, вершина клина) рассчитывались при задании смещения свободной поверхности на
торцевой стенке сосуда (x = 60 см) – данные 2.

Основание призматического сосуда в виде треугольника с малым углом при вершине (а) мож-
но рассматривать как сектор окружности с центральным углом α (б) – рис. 7. Согласно [14], в по-
лярных координатах  потенциал скорости стоячей волны определяется как

Здесь α – центральный угол сектора;  – функция Бесселя первого рода порядка ;
 – положительные корни уравнения

В нашем случае  – рассматриваются только радиальные волны, а профиль стоячей волны
в сосуде с основанием в форме кругового сектора определяется соотношением

(2.3)

=n <0/b b

θ( , )r

π α
π

α
= + θ ω/Φ ch ( )J ( )cos coss

sA m y h mr t

π α/J ( )s mr π α/s
m

( )π α = =/dJ ( )/d 0s r l
mr r

≡s 0

η = ω0 0 ( ) J ( )cosn nr A m r t

Рис. 5. Увеличение частоты стоячих волн при переходе от сосуда с прямоугольным основанием к клиновидно-

му сосуду: 1, 2 –  3, 4. Аппроксимирующие расчетные данные 1, 2 функции: .
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Рис. 6. Экспериментальные – 1 и рассчитанные – 2 волновые профили: (а, б) –  3, 4.
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где A0 – смещение свободной поверхности жидкости в точке  = 0; mn – корень трансцендентно-
го уравнения

и

В условиях эксперимента  = 60 см,  и  = 4 см; для третьей и четвертой волновых мод
(  = 3, 4) получаем

На рис. 7в представлены профили третьей и четвертой мод, рассчитанные по формуле (2.3)
(кривые) и в приближении длинных волн методом ускоренной сходимости (точки). Видно, что
эти два подхода приводят к абсолютно совпадающим профилям стоячей гравитационной волны.
Отметим, что если модель стоячих волн для кругового сектора требует задания смещения сво-
бодной поверхности жидкости в центре кругового сектора (  0), то алгоритм ускоренной схо-
димости позволяет это смещение оценить по смещению свободной поверхности воды на торце-
вой стенке клина. С другой стороны, модель стоячих волн в сосуде с основанием в виде кругового
сектора допускает проведение кинематического анализа волн в линейном приближении, а также
при учете более высоких приближений оценку нелинейных эффектов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлены новые экспериментальные данные по возбуждению стоячих поверхностных

гравитационных волн в клиновидном сосуде. Показано их принципиальное отличие от волно-
вых движений жидкости в прямоугольном сосуде – отсутствие пространственной симметрии для
профиля максимального развития и возрастание амплитуды волны к острию клина.

В приближении длинных волн сформулирована и численно решена задача о стоячих волнах
в сосуде переменной ширины при использовании алгоритма ускоренной сходимости. Результа-
ты расчета адекватно описывают экспериментальные волновые профили для третьей и четвер-
той мод.

Для интерпретации данных эксперимента успешно использована линейная аналитическая
модель стоячих волн в цилиндрическом сосуде с основанием в виде кругового сектора с малым
центральным углом. Показано, что для проведенных опытов эта модель продуктивно дополняет
численные оценки длинноволнового приближения.

Работа выполнена по теме государственного задания № AAAA-A20-120011690131-7. Экспери-
менты проводились на стенде ДСО (уникальная научная установка Института проблем механи-
ки им. А.Ю. Ишлинского РАН).

r

=0'J ( ) 0nm l

ω =2 thn n ng hm m

l α = π/36 h
n

= 1
3,4

–0.170,  0.222 смm

=ω3,4
–1 9.910,  12.441 с

=r

Рис. 7. Основание сосуда в виде треугольника (a) и кругового сектора (б) с малым углом  при вершине;
(в) – волновые профили третьей и четвертой мод, рассчитанные с использованием алгоритма ускоренной схо-
димости (точки) и по (2.3) (кривые).
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