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Выведено модифицированное уравнение Релея–Ламба, учитывающее радиальные колеба-
ния покрытой вязкоупругой оболочкой капли жидкости, в центре которой находится пузы-
рек пара, и находящейся в вязкоупругой среде. Для малых колебаний включения решена за-
дача тепломассообмена между паром, жидкой фазой, оболочкой и несущей жидкостью. Най-
дено уравнение энергии. На основе полученных уравнений радиальных колебаний
включения, энергии и известного волнового уравнения для пузырьковой жидкости опреде-
лено дисперсионное соотношение. Для смеси жидкости с покрытыми оболочкой каплями
додекафторпентана C5F12 и октафторпропана C3F8 с пузырьками пара в центре построены за-
висимости фазовой скорости и коэффициента затухания от частоты возмущений. Проиллю-
стрировано влияние фазовых переходов, оболочки включений и упругой несущей фазы на
динамику акустических волн. В частном случае проведено сравнение теории с известными
экспериментальными данными.
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В последнее время большой интерес представляет изучение эмульсий с фазовыми перехода-
ми, обладающих следующей особенностью. Под действием ультразвука внутри капель жидкости
образуются пузырьки пара. Этот процесс известен как акустическое испарение капель [1]. Ис-
пользование данных эмульсий имеет огромный потенциал в биомедицине [2, 3], поскольку, в от-
личие от обычных газовых микропузырьков капли жидкости могут быть достаточно маленькими
и могут спокойно протекать через тонкие капилляры. К примеру, при использовании эхографи-
ческой визуализации капли жидкости, протекающие через сосудистую систему опухолей, могут
испаряться и использоваться в качестве контрастных веществ для получения изображения внут-
ренней структуры опухоли [4]. В качестве капель жидкости обычно используют капли перфтор-
углерода, такие как декафторбутан C4F10, октафторпропан C3F8 и додекафторпентан C5F12 [5–7].
Выбор данных веществ связан с тем, что они остаются метастабильными при физиологической
температуре и не могут самопроизвольно испаряться. Для их испарения требуется акустическая
энергия. Чтобы предотвратить быстрое растворение капель в несущей жидкости их обычно по-
крывают полимерной оболочкой [8].

Аналитическое решение задачи об испарении капли впервые получено в работе [9]. Здесь вы-
ведено уравнение Релея–Плессета, описывающее эволюцию пузырька внутри перегретой капли
перфторуглерода, расположенной в центре жесткой трубы. Однако данная модель была получе-
на при сильном упрощении. Считалось, что скорость испарения капли постоянна на протяже-
нии всего процесса парообразования. Описание теплообмена и скорости испарения в зависимо-
сти от температуры представлено в [10, 11] на основе подхода, который используется при моде-
лировании пузырька пара в обычной жидкости [12]. Дано сравнение численных расчетов со
сверхбыстрыми оптическими измерениями роста парогазового пузырька. Подчеркнута важная
роль диффузии газа в росте включения. Однако обе модели получены в предположении, что пу-
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зырек пара находится в бесконечной жидкой среде перфторуглерода. В работе [13] предложена
математическая модель динамики роста парового пузырька, находящегося в капле жидкости ко-
нечного размера. Найдено хорошее сопоставление теоретических расчетов изменения радиуса
парового пузырька в каплях C5F12, C3F8, C4F10, находящихся в воде, с экспериментальными дан-
ными. Учет вязкоупругой оболочки капли проведен в работах [14, 15]. Показано существенное
влияние наличия упругой оболочки на процесс испарения капли. Влияние реологических
свойств несущей жидкости на динамику пузырька исследовано в [16, 17]. В настоящей работе
впервые рассмотрена динамика акустических волн в вязкоупругой среде с покрытыми упругой
оболочкой каплями жидкости, внутри которых находятся пузырьки пара.

1. УРАВНЕНИЕ РАДИАЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ

Рассмотрим покрытую вязкоупругой оболочкой каплю жидкости с пузырьком пара в центре,
и находящейся во внешней вязкоупругой жидкости (рис. 1). Уравнения неразрывности и им-
пульса в сферической системе координат при наличии центральной симметрии записываются
следующим образом

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Здесь ρ – плотность, r – радиальная координата, t – время, u – радиальная скорость, p – дав-
ление. Решения уравнений (1.1) и (1.2) имеют вид

(1.4)

где  и Uk – соответственно скорости пара, жидкости и оболочки на границах включения. Сле-
дует заметить, что рассматривается только однородная деформация пара.
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Рис. 1. Схема включения:  – пар, e – жидкая фаза, s – оболочка, l – несущая жидкость.
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Записываются граничные условия на границе R1 с учетом фазовых переходов, R2 и R3 без фа-
зовых переходов

(1.5)

(1.6)

(1.7)

Здесь σ – коэффициент поверхностного натяжения, τ – нормальные напряжения, J – интен-
сивность фазовых переходов. Нормальные напряжения для пара, капли жидкости, вязкоупругой
оболочки и несущей жидкости задаются в виде [18, 19]

(1.8)

где μ – динамическая вязкость, G – модуль сдвига, индекс 0 относится к начальному радиусу в
состоянии покоя. Следует заметить, что вязкоупругость оболочки и несущей жидкости учитыва-
ется по реологической модели Кельвина–Фойгта. Поскольку вязкость пара меньше, чем вяз-
кость жидкости, поэтому  и, следовательно, в дальнейшем величиной  можно прене-
бречь. Уравнение импульса (1.3) интегрируется от R1 до бесконечности. В этом случае интервал
от R1 до R2 будет соответствовать параметрам капли жидкости, от R2 до R3 – параметрам вязко-
упругой оболочки капли, от R3 до бесконечности – параметрам несущей жидкости. Тогда, при-
няв во внимание (1.4)–(1.8), можно получить уравнение радиальных колебаний рассматривае-
мого включения

(1.9)

Линеаризуем уравнение (1.9): , , , , , p, J, получим

(1.10)

Здесь индекс “0” относится к параметрам равновесного состояния. В случае, когда отсутству-
ют фазовые переходы  уравнения (1.9) и (1.10) принимают вид [20].
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2. МЕЖФАЗНЫЙ ТЕПЛОМАССООБМЕН
Для учета межфазного тепломассообмена записываются уравнения теплопроводности для

пара, жидкой фазы и оболочки [18, 19]

(2.1)

(2.2)

(2.3)

где T – температура, cp – удельная теплоемкость, λ – коэффициент теплопроводности. Здесь и
далее предполагается, что толщина внутреннего слоя жидкой фазы и оболочки капли много
меньше, чем размер пузырька пара, поэтому уравнения теплопроводности (2.2) и (2.3) для них
записаны в плоско-одномерном приближении. При отсутствии внешнего подвода тепла средне-
массовую температуру несущей жидкости будем считать постоянной . В уравне-
нии (2.1) давление  считается только функцией времени , тем самым выполняется условие
гомобаричности [18]. Это предположение позволит избежать решения уравнения движения пара
внутри пузырька и тем самым упростить систему уравнений. При постановке задачи необходимо
задать граничные условия, которые для температур имеют вид

(2.4)

(2.5)

Следует отметить, что здесь принята квазиравновесная схема фазового перехода, о чем свиде-
тельствует условие равенства температуры на поверхности пузырька пара температуре насыще-
ния Ta. Таким образом, интенсивность фазовых переходов J определяется по последнему соот-
ношению (2.4) из решения уравнения теплопроводности для жидкости (2.2) и пара (2.1). Темпе-
ратура насыщения Ta определяется из уравнения Клапейрона–Клаузиуса

(2.6)

Здесь  – температура на линии насыщения, зависящая от вида жидкости,  – приведенная
паровая постоянная, L – удельная теплота парообразования жидкости. Решение выше постав-
ленной задачи (2.1)–(2.6) для случая малых колебаний включения с малой амплитудой опреде-
ляется в виде действительных частей комплексных функций [21]

(2.7)

где ω – частота возмущений. Уравнение (2.1) с учетом решения вида (2.7) запишется следующим
образом
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Общее решение дифференциального уравнения второго порядка (2.8) находится в виде сум-

мы частного решения  и линейной комбинации двух независимых решений одно-
родного уравнения

где V1 и V2 – неизвестные переменные. Аналогично выписываются решения уравнений (2.2) и (2.3)
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Неизвестные переменные , , , ,  и  определяются из граничных условий (2.4)–
(2.6). Таким образом, определяются аналитические выражения для распределения температур
пара , капли жидкости Te, оболочки Ts и интенсивности фазовых переходов J. На следующем
этапе выводится уравнение энергии для пузырька пара. В качестве уравнения состояния пара ис-
пользуется уравнение Клапейрона–Менделеева

(2.9)

где γ – показатель адиабаты. Уравнение (2.9) дифференцируется по времени t и с учетом (1.1)
примет вид

(2.10)

Уравнение притока тепла для паровой фазы (2.1) интегрируется по радиальной координате от
нуля до R10, линеаризуется и, приняв во внимание (2.10), записывается следующим образом

,

С учетом найденных выражений для  и  данное уравнение окончательно примет вид

(2.11)

Здесь re – толщина внутреннего слоя жидкой фазы, rs – толщина оболочки.
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Представим решения уравнений (1.10) и (2.11) в виде бегущих волн , j = 1, 2, 3,
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(3.2)

Следует заметить, что если не учитываются фазовые переходы , то выражения для зату-
хания радиальных колебаний δ и резонансной частоты включения  по виду совпадают с соот-
ветствующими выражениями, полученными в работах [20, 22]. В случае, когда имеется только
паровой пузырек в жидкости, выражения для δ и  приобретают вид [23]. Рассмотрим распро-
странение акустической волны в вязкоупругой среде, когда в ней имеется множество располо-
женных хаотически на длине волны покрытых капель жидкости, внутри которых имеются пу-
зырьки пара. Будем считать, что расстояние между включениями много больше их размера. Как
было отмечено выше, размеры внутреннего жидкого слоя и оболочки капли удовлетворяют усло-
виям , . В этом случае учет многократного рассеяния волны может производиться
обычным для пузырьковой среды способом на основе известного волнового уравнения типа
Фолди в длинноволновом приближении [24]

(3.3)

Здесь f – функция распределения включений по размерам, Cl – скорость звука в несущей жид-

кости. С учетом того, что ,  и выражения (3.1), волновое уравнение (3.3)
перепишется в виде

(3.4)

где  – комплексное волновое число, а второе уравнение (3.4) является дисперсионным урав-
нением. Если выбрать , где δ – функция Дирака,  – количество вклю-
чений в единице объема жидкости, то интеграл в (3.4) можно опустить и включения считать мо-
нодисперсными.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

На рис. 2 представлены результаты сравнения зависимостей фазовой скорости 
(а) и коэффициента затухания  (б) для смеси воды с каплями додекафторпентана
C5F12 (DDFP) и пузырьками пара в центре (кривая 1), каплями октафторпропана C3F8 (OFP) и
пузырьками пара в центре (кривая 2). Следует заметить, что для двух различных веществ DDFP
и OFP без учета фазовых переходов дисперсионные кривые практически одинаковы, поэтому на
рис. 2 приведена единственная кривая 3. Температура смеси  К,  Па, объемное
содержание включений α = 0.001, радиус пузырьков пара  м, толщина капель жид-
кости  м. На данном этапе упругая оболочка капель не учитывается, поэтому . Рас-
четы проведены с помощью дисперсионного уравнения (3.4). Теплофизические параметры ве-
ществ DDFP и OFP взяты из работ [13, 25] и приведены в табл. 1. Как видно из рис. 2, наличие
фазовых переходов приводит к существенному уменьшению фазовой скорости (а) и увеличению
коэффициента затухания (б) на частотах, меньших резонансной частоты включений. При этом
сама резонансная частота включений тоже зависит от интенсивности фазовых переходов, что
следует также из формулы (3.2). Для капель DDFP интенсивность массообмена выше, чем для
капель OFP, о чем свидетельствуют низкая скорость звука и высокий коэффициент затухания.
Данный результат согласуется с выводами [5–7]: для испарения капли DDFP нужно затратить
больше акустической энергии по сравнению с каплей OFP. Отметим, что в частном случае для

  Φ λ − λ τ γ= τ − ω − Φ =  κ + Ψ  

v v v v v

v

vv

0
0 10 2

10

cth 1 31 ,
1

e e

e

p y y yJ W i R
LR r y

   σ σσ= − + − − −   ρ    

3 3 3 3 3
10 20 10 2 10 3 101

2 3 3 3 4 4
100 10 20 30 30 20 30

4 4 2 221 1s l

d

G R R G R R RX
RR R R R R R

∞
σσ σ= + + +

v

31 2
0

10 20 30

22 2p p
R R R

=0 0J
ω0

ω0

10er R! 10sr R!

∞
∞ ∞∂ ∂− = πρ

∂ ∂  ��

2 2
2

10 1 102 2 2
0

1 4 l
l

p p R R fdR
C t x

= −ω Δ��

2
1 1R R ∞ ∞∂ ∂ = −ω Δ2 2 2/p t p

∞
∞

∞
∂ Δ + Δ = = + πρ

∂ ω ρ ω + ωδ − ω
22

2 10
102 2 2 2 2

0 00

1*0, 4* ( )
l

l d

K R fp K p dR
x C i

*K
= δ − 10( )f n R R = α π 3

103 /4n R

= ω/ Re *pC K
= Im** *K K

=0 310T ∞ = 510p
−= × 6

10 7 10R
−= 610er = 0sr



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 4  2022

АКУСТИКА ЖИДКОСТИ С ПОКРЫТЫМИ ОБОЛОЧКОЙ 47

смеси воды с паровыми пузырьками наблюдается похожая картина [23, 26]. Учет процессов мас-
собмена приводит к уменьшению резонансной частоты пузырьков и фазовой скорости, а также
к увеличению коэффициента затухания на дорезонансных частотах.

На рис. 3 приведены зависимости фазовой скорости (а), (в) и коэффициента затухания (б), (г) для
смеси воды с покрытыми полимерной оболочкой каплями DDFP и пузырьками пара в центре при
различных размерах оболочки rs и модулях сдвига Gs. Параметры оболочки:  кг/м3,

 Па · с. Остальные параметры те же, что и на рис. 2. В случае, когда упругая оболочка
ρ = 1475s

μ = 0.99s

Рис. 2. Зависимости фазовой скорости (а) и коэффициента затухания (б) от частоты возмущений для смеси во-
ды с каплями жидкости и пузырьками пара в центре: 1 – DDFP, 2 – OFP, 3 – без учета массообмена.
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Таблица 1. Теплофизические параметры

 
Дж/кг · К  Па · с

 
кг ∙ м/с3 ∙ К

 
м2/с2

 К
 

кг/м3
 

Па · с Дж/кг · К
 

кг ∙ м/с3 ∙ К

DDFP 842 2.37 28.8 1.05 2 1.16 302 1590 6.52 1090 5.6
OFP 1110 2.3 44.2 1.04 1.38 2.43 236.4 1600 1.08 1270 3.85

vpc −μ ×
v

610
v

B γ
−λ ×

v

210 × 510L
0aT

ρe
−μ × 410e pec −λ × 210e



48

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 4  2022

ГУБАЙДУЛЛИН и др.

капли отсутствует , а также не учитываются поверхностные натяжения и упругость несущей
фазы , то для резонансной частоты включения из формулы (3.2) можно получить

Таким образом, из рис. 3 следует, что увеличение толщины и модуля сдвига упругой оболочки
капли приводит к уменьшению коэффициента затухания акустической волны и увеличению фа-
зовой скорости на частотах . При этом сама резонансная частота включений увеличивает-
ся, а диапазон изменения фазовой скорости уменьшается. Расчеты также показали, что при уве-
личении модуля сдвига Gl несущей среды полученные дисперсионные кривые качественно
совпадают с кривыми на рис. 3 в, г, поэтому здесь они не приводятся. Вышеприведенные утвер-
ждения хорошо согласуются с экспериментами [27, 28] для упругой среды с пузырьками газа и
для воды с пузырьками газа, покрытыми резиновой оболочкой. Сравнение теории с этими экс-
периментальными данными проведено в работах авторов [29, 30]. Отметим, что размеры пузырь-
ков в этих экспериментах были порядка 1 мм и 1 см. Более близкие к медицинским приложениям
экспериментальные измерения коэффициента затухания в смеси жидкости с инкапсулирован-
ными пузырьками типа Sonazoid представлены в работах [31, 32]. Пузырьки покрыты полимерным
материалом и заполнены фторуглеродным газом. Средний размер пузырьков  м,

= 0sr
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Рис. 3. Фазовая скорость (а), (в) и коэффициент затухания (б), (г) при различных толщинах оболочки  (а), (б)
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количество пузырьков в единице объема жидкости , толщина оболочки  м,
вязкость  Па · с, модуль сдвига  Па. На рис. 4 приведено сопоставление тео-
рии с данными результатами измерений. Расчет выполнен по формуле (3.4) в предположении от-
сутствия фазовых переходов  и жидкой прослойки . Как показано на рис. 4, наличие
достаточно тонкой упругой оболочки пузырьков (толщина оболочки в 650 раз меньше радиуса
пузырька газа) приводит к более высокому значению резонансной частоты, а также к заметному
уменьшению пикового значения коэффициента затухания, что и подтверждается эксперимен-
тальными данными. Физически это объясняется следующим образом. Оболочка пузырька или
упругая несущая фаза сдерживает его радиальные колебания. Чем больше толщина оболочки
или модуль сдвига, тем радиальные колебания проходят менее интенсивно и вследствие этого
акустическая волна рассеивается менее существенно по сравнению с обычными пузырьковыми
средами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Впервые рассмотрена динамика акустических волн в вязкоупругой среде с покрытыми упру-
гой оболочкой каплями жидкости, внутри которых находятся пузырьки пара.

Установлено, что при распространении акустической волны в смеси жидкости с каплями
перфторуглерода и пузырьками пара в центре фазовые переходы приводят к существенному
уменьшению фазовой скорости и увеличению коэффициента затухания на частотах, меньших
резонансной частоты включения, которая также зависит от интенсивности фазовых переходов.
Поскольку при рассмотрении капель додекафторпентана C5F12 фазовая скорость меньше, а ко-
эффициент затухания волны больше, чем для капель октафторпропана C3F8, поэтому интенсив-
ность фазовых переходов для C5F12 выше, чем для C3F8.

Получено, что увеличение толщины и модуля сдвига упругой оболочки капли, модуля сдвига
упругой несущей среды приводит к сдвигу дисперсионных кривых в сторону увеличения частоты
возмущений. В частном случае для смеси жидкости с инкапсулированными пузырьками газа
найдено хорошее согласие теоретической зависимости коэффициента затухания волны с извест-
ными экспериментальными данными. Показано, что наличие достаточно тонкой упругой обо-
лочки пузырьков приводит к заметному уменьшению пикового значения коэффициента затуха-
ния и к более высокому значению резонансной частоты пузырьков.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 21-71-00025).
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Рис. 4. Сравнение зависимостей коэффициента затухания от частоты возмущений с экспериментальными дан-
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