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Рассматривается задача об устойчивости вертикального течения в нефтяном коллекторе с га-
зовой шапкой, когда движение нефти подчиняется уравнению Бринкмана. Выведены гра-
ничные условия на подвижной границе газонефтяного контакта и получено базовое реше-
ние. Методом нормальных мод исследована устойчивость поверхности раздела газ–нефть.
Проведено исследование полученного дисперсионного соотношения. Найдены условия
устойчивости течения при всех значениях параметров и показано, что в линейном приближе-
нии скорость роста коротковолновых возмущений стремится к нулю при возрастании волно-
вого числа.
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На нефтяные коллекторы с газовой шапкой приходится значительная доля газовых и нефтя-
ных месторождений [1]. Добыча нефти из таких месторождений обладает определенными осо-
бенностями и отличается от разработки чисто нефтяных коллекторов. Так, снижение давления
в области, насыщенной нефтью, вызывает движение границы газонефтяного контакта. Движе-
ние этой поверхности раздела может быть неустойчивым, что приводит к газовому пробою к до-
бывающей скважине и формированию в пласте и призабойной области неподвижной нефти [2].
В других случаях разрушение в результате неустойчивости поверхности газонефтяного контакта
может вызвать дробление потока и формирование остаточной неподвижной нефти в месторож-
дении [3]. На основании этого можно сделать вывод, что определяющим фактором многих про-
цессов является неустойчивость фильтрационных течений.

В последние годы были проведены аналитические и численные исследования неустойчиво-
сти поверхностей раздела при фильтрации в геотермальных системах, грунтах и горных породах
[4–7]. В этих работах в основе математического описания процесса фильтрации в пористых сре-
дах был положен закон Дарси. Найдено, что во многих важных для приложений случаях переход
к неустойчивости реализуется для всех значений волнового числа одновременно или при беско-
нечно больших волновых числах. При этом наиболее быстрорастущей модой неустойчивого те-
чения является мода, соответствующая бесконечно малому линейному размеру. В этом случае
можно сделать вывод о неприменимости математической модели, основанной на законе Дарси,
для описания как самого перехода к неустойчивости, так и последующего развития течения
с разрушением поверхности раздела, приводящим к образованию “пальцев”.

В [8] в рамках теории фильтрации Дарси исследовалась устойчивость поверхности раздела
газ–нефть при падении давления в области, насыщенной нефтью. Был найден критерий устой-
чивости поверхности и показано, что при изменении параметров переход в неустойчивый режим
осуществляется одновременно при всех волновых числах. Естественно предположить, что закон
Дарси, хорошо описывающий течения с большим характерным масштабом длины, может не все-
гда давать адекватное математическое описание мелкомасштабных явлений. В этих случаях при
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исследовании фильтрационных течений вместо закона Дарси предлагается использовать урав-
нение Бринкмана [9].

Интерес к уравнению Бринкмана, как обобщенной форме уравнения фильтрации Дарси, воз-
ник во многом вследствие попыток сформулировать корректные граничные условия на поверх-
ности контакта течения свободной жидкости и течения в пористой среде [10–12]. Свойства урав-
нения Бринкмана и граничных условий на поверхности контакта свободной жидкости и пори-
стой среды исследовались в работах [13, 14]. Анализ влияния инерционных членов на течение
контактирующих свободной жидкости и жидкости в пористой среде в рамках уравнения Бринк-
мана представлен в [15]. В работе [16] приведены данные экспериментов по устойчивости по-
верхности раздела между двух смешивающихся жидкостей, проведенных для вертикальной
ячейки Хеле-Шоу. Проведено сравнение с результатами исследований линейной устойчивости
для течения, подчиняющего уравнению Бринкмана. Устойчивость плоскопараллельного тече-
ния свободной жидкости над насыщенной пористой средой рассматривалась в [17]. Дан сравни-
тельный анализ результатов с использованием двух подходов. В одном случае использовалась
модель Бринкмана с граничными условиями Очоа-Тапиа–Уитекера, а в другом – уравнения
Дарси-Форхгеймера с граничными условиями Биверса-Джозефа.

Эволюция бесконечно малых и конечных локализованных возмущений для движущегося
фронта фазового перехода изучалась в [18, 19] в приближении Дарси. Развитие гравитационной
неустойчивости в двухслойной жидкости постоянной и переменной вязкости в пористой среде
численно исследовалось в [20, 21] также с использованием закона Дарси. Уравнение Бринкмана
использовалось в [22] для моделирования течения микрополярной жидкости в пористой среде.

В настоящей работе в рамках обобщенного уравнения фильтрации Бринкмана проведено ис-
следование устойчивости контактной поверхности газ–нефть при понижении давления в обла-
сти, насыщенной нефтью.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим движение нефти в пористой среде для случая, когда горизонтальный пласт, на-

сыщенный нефтью, сверху граничит с газовой шапкой, а снизу – с высокопроницаемым про-
пластком или трещиной. Предполагается, что движение нефти описывается обобщенным урав-
нением фильтрации Бринкмана. Пусть нижняя граница пласта имеет вертикальную декартову
координату z = 0, а верхняя – z = L. Бесконечный в горизонтальном измерении пласт включает
в себя область Ωf, содержащую нефть при 0 < z < S(x, t) и область Ωg с координатами S(x, t) < z < L,
насыщенную газом. Считаем, что объем газа достаточно большой и можно пренебречь его дви-
жением и считать давление в нем постоянным. Тогда на контактной поверхности газ–нефть
z < S(x, t) давление постоянно и равно PG. Растворением газа в нефти и дегазацией нефти прене-
брегаем. При откачке нефти из высокопроницаемого пропластка, соответствующего грани-
це z = 0, можно считать, что давление в нем изменяется мгновенно на всем протяжении и равно
постоянной величине PF.

Нефть предполагается несжимаемой и ее движение описывается уравнением Бринкмана с
учетом силы тяжести

(1.1)

(1.2)

Здесь P – давление, ρ – плотность, g – ускорения свободного падения, μ – вязкость, μe – эф-
фективная вязкость, k – проницаемость,  – вектор скорости фильтрации.

Найдем базовое решение, которое предполагается исследовать на устойчивость. Используем
условие несжимаемости жидкости (1.1) и применим операцию дивергенции к уравнению (1.2).
В результате получаем уравнение Лапласа для давления

(1.3)
Если контактная поверхность нефть–газ является плоской и в момент времени t имеет z-ко-

ординату H(t) > 0, то уравнению (1.3), а также граничным условиям

(1.4)

(1.5)
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удовлетворяет решение

(1.6)

Из уравнения (1.2) находим, что

(1.7)

(1.8)

где Vx,b и Vz,b – x - и z-компоненты скорости  для базового решения.
Если процессы растворения газа в нефти и дегазации нефти не учитываются, то скорость пе-

ремещения контактной поверхности в направлении внешней нормали совпадает с нормальной
компонентой скорости фильтрации , поэтому для базового решения справедливо уравне-
ние

(1.9)

из которого получаем

(1.10)

где H0 – z-координата контактной поверхности при t = 0. Соотношение (1.10) определяет неяв-
ную функцию H(t).

На поверхности раздела выполняется условие равенства нормальных составляющих напря-
жений, которое имеет вид

(1.11)

Здесь Vn – нормальная к поверхности S(x, t) компонента скорости ,  – производная

этой компоненты по направлению нормали к поверхности S(x, t).
Условие для касательного напряжения, которое равно нулю (см., например, [23]), может быть

записано в виде

(1.12)

где Vτ – касательная к поверхности S(x, t) компонента скорости ,  – производная этой

компоненты по направлению нормали,  – производная нормальной компоненты скоро-

сти в направлении касательной.

2. ВЫВОД ДИСПЕРСИОННОГО УРАВНЕНИЯ
Будем искать решение задачи о линейной устойчивости в виде

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

где p(x, z, t), u(x, z, t), (x, z, t), s(x, t) – малые возмущения давления, горизонтальной и вертикаль-
ной компонент скорости, а также положения границы раздела нефть–газ соответственно.
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В силу линейности уравнения (1.3) для p(x, z, t) справедливо уравнение

(2.6)

Будем искать решение для p(x, z, t) в виде

тогда из уравнения (2.6) получаем

(2.7)

Общее решение уравнения (2.7) запишем как

(2.8)
С учетом того, что возмущения возникают на свободной поверхности и затухают на нижней

границе низкопроницаемого слоя, вторым слагаемым в правой части выражения (2.8) можно
пренебречь, тогда

(2.9)

Решение для u(x, z, t) и (x, z, t) будем искать в виде

, (2.10)

(2.11)

Подставляя (2.2), (2.3) и (2.4) в уравнение (1.2), с учетом (2.9), (2.10) и (2.11) получаем

(2.12)

(2.13)

где , .
Для общего решения уравнения (2.12)

также при достаточно большой толщине нефтесодержащего пласта можно пренебречь членом в
правой части, который убывает при увеличении z и записать решение в виде

(2.14)

Аналогично из уравнения (2.13) получаем:

(2.15)

Из условия несжимаемости жидкой фазы (1.1) следует, что

(2.16)

Воспользовавшись соотношениями (2.10) и (2.11), из уравнения (2.16) получаем, что

(2.17)

Подставляя (2.14) и (2.15) в уравнение (2.17), находим уравнение, связывающее коэффициен-
ты Cu и :

(2.18)
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Из (2.18) получаем

(2.19)

Линеаризованное уравнение получено из (1.11) в предположении того, что

(2.20)

и выполняется условие ∂s/∂x  1, имеет вид

(2.21)

В линейном приближении нормальная скорость контактной поверхности может быть найде-
на из уравнения

(2.22)

Из уравнения (1.12) в линейном приближении получаем

(2.23)

Используя соотношения (2.14), (2.15) и (2.19), преобразуем уравнение (2.23) к виду

(2.24)

и получаем однородную систему уравнений (2.21), (2.22) и (2.24) относительно неизвестных C1,
, Cη. Система имеет нетривиальное решение, если детерминант матрицы коэффициентов ра-

вен нулю

(2.25)

Здесь , , .
Из (2.25) находим

или

(2.26)

3. ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ТЕЧЕНИЯ
Если эффективная вязкость μe равна нулю, соответственно me = 0, то из дисперсионного со-

отношения (2.26) следует, что в приближении Дарси это соотношение приводится к виду

(3.1)
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Условие затухания возмущений на контактной границе, следующее из соотношения (3.1),
совпадает с условием, которое получается при использовании закона Дарси [6, 7]. В случае не-
устойчивости, когда PG > PF, скорость роста амплитуды возмущений неограниченно увеличива-
ется с ростом волнового числа K → ∞.

Рассмотрим поведение  при неограниченном росте волнового числа K → ∞, когда me ≠ 0.
Из формулы (2.26) получаем

(3.2)

Следовательно, в приближении Бринкмана скорость затухания или роста коротковолновых
возмущений стремится к нулю при K → ∞, как в устойчивом (PF > PG), так и в неустойчивом слу-
чае (PF < PG).

Если воспользоваться условием квазистационарности процесса, которое следует из того, что
характерное время движения границы газонефтяного контакта много больше характерного вре-
мени перераспределения давления, то можно пренебречь зависимостью H от t в правой части
уравнения (2.26) и полагать, что поверхность раздела неподвижна. Аналогичные условия квази-
стационарности справедливы для многих задач теории фильтрации с поверхностями разры-
вов [3, 24]. Тогда

и соотношения (2.26), (3.1) и (3.2) принимают вид

(3.3)

(3.4)

соответственно.
На рис. 1 для соотношения (3.3) представлен график зависимости безразмерного параметра

 от безразмерного волнового числа , где Pk = PG – PF. Видно, что скорость
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Рис. 1. График зависимости безразмерного параметра Σ от безразмерного волнового числа κ, где Pk = PG – PF.
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роста возмущений имеет максимум, который достигается при  и стремится к нулю с
ростом волнового числа K → ∞.

На рис. 2 представлено сравнение безразмерной скорости роста возмущений при малых без-
размерных волновых числах для уравнений фильтрации Дарси (кривая 1) и Бринкмана (кривая 2).
Видно, что при K   1 уравнение Дарси хорошо описывает поведение физической системы, а при
больших волновых числах ошибка от использования закона Дарси становится существенной.

Из формулы (3.3) следует, что поскольку выражение, стоящее в знаменателе, всегда положи-
тельно, то переход к неустойчивости происходит при смене знака разницы между давлением в
газовой шапке PG и давлением в высокопроницаемом пропластке PF. На рис. 3 показана зависи-

≈ 0.72eK m

em !

Рис. 2. График зависимости безразмерного параметра Σ от безразмерного волнового числа κ: 1 – закон Дарси;
2 – приближение Бринкмана.
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Рис. 3. График зависимости безразмерного параметра Σ от волнового числа κ: 1–6 – PF = (0.8, 0.9, 0.99, 1.01, 1.1, 1.2) PG.
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мость безразмерной скорости роста или затухания возмущений  от безразмерного волно-

вого числа  при фиксированном PG и различных значениях PF. Видно, что переход к не-
устойчивости происходит при PG = PF одновременно при всех значениях волнового числа.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исследованы динамика и устойчивость вертикального течения, возникающего в нефтяном

коллекторе с газовой шапкой. Течение нефти описывалось с помощью обобщенного уравнения
фильтрации Бринкмана. Представлен закон движения плоской горизонтальной границы разде-
ла нефть–газ. Методом нормальных мод исследована устойчивость течения по отношению к
бесконечно малым возмущениям плоской границы. Показано, что такие возмущения растут,
если давление в газовой шапке больше, чем давление в высокопроницаемом пропластке, из ко-
торого происходит отбор нефти. Если плоская граница раздела покоится, то давление в газовой
шапке меньше, чем в высокопроницаемом пропластке, которое равно гидростатическому давле-
нию. На первой стадии уменьшения давления в пропластке контактная поверхность начнет дви-
гаться вниз, но останется устойчивой до тех пор, пока давление в пропластке не упадет ниже дав-
ления в газовой шапке. После этого движение границы раздела нефть–газ станет неустойчивым.
В этом случае нелинейная неустойчивость имеет место для любой длины волны, но зависит от
волнового числа K таким образом, что при K → ∞ и K → 0 эта скорость стремится к нулю. Суще-
ствует некоторое значение волнового числа, при котором скорость роста имеет максимум.

При использовании закона Дарси неустойчивость также возникает, если давление в газовой
шапке больше, чем давление в пропластке. Однако в этом случае скорость роста возмущений не-
ограниченно возрастает с уменьшением длины волны возмущения. В этом случае коротковолно-
вые возмущения растут сколь угодно быстро, что не позволяет получить достоверную картину
течения и свидетельствует о неприменимости математической модели, основанной на законе
Дарси, для описания как самого перехода к неустойчивости, так и последующего развития тече-
ния с разрушением поверхности раздела, приводящим к образованию пальцев. Изменение ос-
новных уравнений путем использования обобщенного уравнения фильтрации Бринкмана поз-
воляет устранить аномальный характер эволюции коротковолновых возмущений, что открывает
возможность исследовать задачи, которые не являлись корректными в рамках приближения
Дарси.

Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда № 21-11-00126.
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