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На основе совместного решения уравнений теории волн в жидкости и упругости решена за-
дача о возбуждении волн в жидком слое, лежащем на упругом полупространстве. Источник
возбуждения специального вида, локализованный во времени и пространстве, располагается
в упругой среде. С помощью разложения решения по собственным волнам дифференциаль-
ного оператора получены интегральные представления для возвышения свободной поверх-
ности жидкости в дальней зоне. Для случая длинных волн получены аналитические формулы
для смещения поверхности жидкости. Проведен анализ влияния параметров источника на
свойства порождаемых им волн.
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ложение по собственным волнам, локализованный во времени и пространстве источник
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В статье рассматривается задача о возбуждении волн на поверхности слоя жидкости, распо-
ложенного на упругом основании. Предполагается, что источник возбуждения располагается
внутри упругого полупространства. В предыдущей работе [1] был рассмотрен случай, когда ис-
точник действует мгновенно – постановка задачи включала однородную систему уравнений и
соответствующие краевые условия с локализованными начальными условиями. Там же были
описаны различные подходы к решению данной задачи и приведена соответствующая библио-
графия. Отметим, что исследуются решения совместной системы уравнений теории упругости в
упругом полупространстве и теории волн в жидкости, которые связаны на границе раздела соот-
ветствующими граничными условиями (используется модель Г.С. Подъяпольского [2]).

Волновые процессы в рассматриваемой системе складываются из волн (мод), которые в пре-
дельных случаях соответствуют продольным и поперечным волнам внутри упругого основания,
поверхностным волнам Рэлея и поверхностным волнам на воде. При этом внутренние моды и
мода Рэлея имеют компоненты и на поверхности жидкости, а водяная мода имеет компоненты,
распространяющиеся внутри упругого полупространства и на границе раздела. В начальный мо-
мент времени и при малых временах все эти моды оказывают влияние на возмущение свободной
поверхности жидкости, но скорости распространения, соответствующие этим модам, сильно от-
личаются от скорости распространения водяной моды. Волны, соответствующие предельным
упругим модам, распространяются значительно быстрее “водяной моды” (например, скорость
упругих волн в базальте 22680 км/ч – продольной и 12600 км/ч – поперечной, а волны возвыше-
ния слоя воды глубиной 4 км – 700 км/ч). Поэтому через сравнительно небольшое время на по-
верхности воды остается водяная мода, и вопросы, касающиеся связанной с ней эволюции сво-
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бодной поверхности, можно изучать отдельно, что и делается в данной работе. Предполагаем,
что действие источника распределено по времени, поэтому рассматриваем в отличие от задачи
[1] неоднородную систему уравнений с теми же, что и в ранее рассмотренной задаче, граничны-
ми условиями. Принцип Дюгамеля позволяет свести задачу к рассмотренной в [1] и воспользо-
ваться полученными формулами, с дополнительным интегралом по времени. Считая действие
источника непродолжительным [3, 4], представим решение в виде двух слагаемых – одно описы-
вает распространяющиеся волны, а другое – волны, локализованные вокруг источника. Волны
2-го типа довольно быстро затухают, а 1-го представляют большой интерес и аналогично [1]
мы можем их представить как волны, возбуждаемые “эквивалентным” мгновенным источни-
ком. Соображения, близкие к использованным в [1], приводят к эффективным формулам, и ос-
новной результат настоящей работы представлен в относительно простой интегральной форму-
ле для решения.

1. УРАВНЕНИЯ И ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ
Постановка задачи близка к постановке [3, 4], приведем ее для полноты изложения. Идеаль-

ная незавихренная жидкость описывается потенциалом перемещений , деформации
упругого полупространства – вектором смещений , где  – горизонталь-
ные,  – вертикальная координаты. Плоскость z = 0 совпадает с невозмущенной поверхностью
жидкости, а граница раздела слоев задается уравнением .   и  определяются из сле-
дующей системы уравнений и граничных условий (в упругой среде – уравнения Ламе, в жид-
ком слое – уравнение Лапласа)

на невозмущенной поверхности жидкости 

на границе раздела 

(1.1)

Здесь  – отношение скоростей продольных и поперечных волн в упругой среде,
 – отношение плотностей жидкости и упругой среды. Функция  описывает ло-

кализованные в пространстве и времени перемещения внутри упругого полупространства. При-
ведем приблизительные значения физических параметров задачи. Имеем  км/с2,

 кг/м3 и для базальта (гранита) соответственно –  км/ч (19800 км/ч),
 км/ч (10080 км/ч),  кг/м3 (2600 кг/м3). Также мы будем предполагать, что глу-

бина бассейна находится в пределах 2–5 км; тогда скорость распространения длинных волн в
слое жидкости  находится в пределах 700–720 км/ч. Таким образом, , ,

, и отношение скоростей поперечных и продольных волн в упругой среде c = .
К этим параметрам следует добавить характеристики начальных возмущений и размеры области,
в которой изучаются решения.

Наиболее интересный объект с точки зрения приложений к волнам на воде – это превышение
свободной поверхности ; если решения U,  приведенной выше системы получены, то функ-
ция  восстанавливается по формуле

(1.2)
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Система (1.1) имеет нестандартную с точки зрения уравнений в частных производных форму.
Однако мы можем использовать общие результаты из теории операторов и уравнений с частны-
ми производными, если представить систему в виде стандартной задачи Коши

(1.3)

где  – матричный дифференциальный оператор по переменным (x, z), формулы

для него приведены в [5]. Соответствующее физическое пространство, в котором заданы неиз-
вестные функции  и функции ,  (см. [5, 6]), задается следующим образом: оно состоит из
упругого полупространства  и двух плоскостей  и . Вектор-функция

 состоит из пяти компонент, три из которых  зависят от , , ,
а две , ,  – зависят только от , . Здесь и ни-
же индекс  означает транспонирование. Удобная энергетическая норма в пространстве реше-
ний в случае  определяется скалярным произведением вида

Здесь и ниже  означает евклидово вещественное произведение соответствующих векторов,
тильда – преобразование Фурье по горизонтальным переменным ( , ), двойственные пере-
менные обозначаются ( , ) и черта – комплексное сопряжение.

Исследование существования и единственности решения задачи Коши для жидкости произ-
вольной (включая случай переменной) глубины проведено в [5, 6]). Ниже рассматривается зада-
ча Коши с нулевыми начальными условиями

(1.4)

Предполагаем, что правая часть  определяет локализованное в полупрострнстве и во вре-

мени возмущение перемещений. Считаем что у F не обращается в ноль только упругая компо-
нента – вектор функция (возбуждения перемещений) , которая быстро убывает при от-
далении от точки (x = 0, ), . Кроме того считаем, что  и 
при больших t выходит на функцию . Более того, для получения эффективных формул для
решения полагаем, что вектор-функция  имеет вид

(1.5)

где a – постоянный трехмерный вектор-столбец амплитуд с компонентами ( , , ),  – глад-
кая срезающая функция, равная единице при  и принимающая нулевые значения при

 (в окончательном ответе она роли не играет и вводится для математической строго-
сти). Параметры , , , , ,  – размерные константы (км), характеризующие амплитуды пе-
ремещений и их размер в источнике. Относительно безразмерной функции  будем предпола-
гать, что , где  – гладкая функция на полупрямой , выходящая на некоторую

константу , быстрее чем , , когда , ,  при . Последние
условия означают, что , . Положительная вещественная величина  характе-
ризует время выхода 1/λ функции  на  и имеет размерность 1/с. Если , то без умень-
шения общности можно считать, что  (включить  в a). В этом случае для функции

(1.6)
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в пределе  имеем . Равенство  означает, что вектор смещений в упру-
гом основании выходит на V и в конечном итоге имеются остаточные смещения, и остаточные
смещения отсутствуют, если . В окончательных формулах по существу присутствует про-
изводная , поэтому нам удобно представить функцию  в виде

(1.7)

Как и в [3, 4], приведем два примера функции g.

(а) , где  – полином степени  с коэффициентами  такими, что

 = 0 and .

(б) , где  и  – вещественные параметры и a = (α2 + 1)/
/ .

Здесь  когда . Примеры, когда , обсудим позже.

2. РЕШЕНИЕ В ВИДЕ ИНТЕГРАЛА ДЮГАМЕЛЯ
Решение задачи (1.3), (1.4) можно записать в виде интеграла Дюгамеля, переместив правую

часть  в начальные данные, заданные в момент времени .

С помощью интеграла Дюгамеля решение  выражается через решение  задачи

(2.1)

по формуле

(2.2)

Решение задачи (2.1), основанное на преобразовании Фурье по горизонтальным переменным,
последующего разложения по собственным функциям (по различным модам) и обобщенным
собственным функциям оператора , записанного в Фурье-представлении, получено в [1, 7].
В этих работах приведены аргументы, объясняющие, что локализованный источник порождает
различные волны (моды), переходящие в пределе в продольные и поперечные внутренные упру-
гие волны, поверхностные упругие волны Рэлея и водяные поверхностные волны. При этом ско-
рость упругих волн существенно больше, чем скорость водяных волн и спустя какое-то время в
ограниченной, но большой окрестности точки расположения источника, остаются только водя-
ные поверхностные волны. Для таких волн получены формулы, которые можно применить для
описания соответствующей функции , с учетом отсутствия второй производной по времени.
Учитывая представление правой части в виде (1.5), получим
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Здесь частота  определяется из сложного дисперсионного соотношения (см. (3.1) в [1]),

и  – коэффициент разложения функции  по собственным функциям оператора ,

соответствующий в пределе водяной моде. В [1, 7, 8] показано, что функция  может быть
приблизительно представлена в виде

(2.5)

Также из формул, полученных в этих работах, следует, что при выборе правой части в виде (1.4),
коэффициент  примет вид

(2.6)

Поменяем интеграл по времени в формуле (2.3) с интегралом по p и представим его в виде
суммы

(2.7)

В [3, 4] было показано, что второе слагаемое с интегралами в правой части последнего равен-
ства быстро убывает при больших  и определяет быстро осциллирующие и быстро затухающие
волны в воде в области, расположенной над источником. Первое слагаемое, содержащее не за-
висящие от  интегралы от  c учетом соответствующих множителей , описывает рас-
пространяющиеся волны и именно оно представляет основной интерес. Соответствующие ин-
тегралы можно переписать в виде

(2.8)

где  – преобразование Фурье функции g и черта означает комплексное сопряжение.
Для примера (a) имеем

(2.9)

и для примера (б)

(2.10)

Сохраняя теперь в (2.3) при временах  только распространяющиеся волны, эту форму-
лу можно переписать в виде

(2.11)
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Из (2.11) видно, что изменение во времени действия источника сводится к появлению множи-
телей ), что можно интерпретировать как замену протяженного во времени источника на не-
который мгновенный эквивалентный источник, см. [3, 4].

Теперь подставим в (2.11) выражения для функции V и проведем ее упрощения аналогичные
[1, 7, 8] с помощью программы Mathematica. Получим

(2.12)

где .
Изучим этот интеграл при больших . Пусть  – полярный угол вектора x,  – полярный угол

вектора p, , . Перейдем в интегрировании по переменным  к поляр-
ным координатам ( , ) и учтем, что точка  находится достаточно далеко от начала координат,
т.е. от горизонтального местоположения источника. Тогда по углу  можно применить метод
стационарной фазы, что даст слагаемые . Так как , то в силу соображений, ис-
пользованных при вычислении асимптотик быстро меняющихся интегралов [9], при  слага-
емое с  вносит вклад в асимптотику  и им можно пренебречь. В результате по-
лучим  (в приближении дального поля)

где , . Срезающая функция 
дает лишь сходимость интеграла, ответ от ее выбора практически не зависит. Хотя она предпола-
гается финитной, но ее можно выбрать быстро убывающей при положительных , например, в
виде .

Рассмотрим теперь длинноволновое приближение. Считая  достаточно малым и bj + ,

, , можем написать  и , где

(2.13)

Величина h характеризует глубину (считая от границы раздела вода–упругое основание) зале-
гания источника. Сравнение (2.13) с выражениями из [17] показывает, что параметр  в  иг-
рает роль, аналогичную характеристическому размеру в потенциальной модели, и с ростом глу-
бины залегания источника длина порождаемых волн увеличивается. Однако из-за знаменателя

 в (2.13) говорить о прямом соответствии L характеристическому размеру нельзя.
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Дальнейшие упрощения сводятся к следующему. Во-первых, можно одновременно отбросить

экспоненту ,  в множителе , а также срезающую функцию. Кроме того, учитывая нали-
чие в интеграле множителя , быстрое стремление к 0 подынтегральной функции и суще-
ственное изменения подынтегральной функции лишь при очень малых , частоту  (дисперси-
онное соотношение) можно заменить на , . В результате приходим к следующей
формуле

(2.14)

Для случая (a), когда 

при 

Здесь  – вещественный безразмерный параметр.
Тогда (2.14) сводится к вычислению интегралов вида

(2.15)

где , числа k принимают значения 2, 3, а  – значения  в зависимости от функ-
ции . Параметры ,  принимают размерные значения и мы считаем, что они находятся в пре-
делах  км,  км, кроме того . Далее, считая что  км/ч и

 с, получим . Интегралы (2.15) вычисляются точно и выражаются через функ-

цию ошибок  комплексного аргумента. Так, для  выражение (2.14) представляется как

(2.16)
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В случае (б) 

и (2.14)) сводится к вычислению интегралов

Как и в случае (a), указанные интегралы вычисляются точно через функцию ошибок ком-
плексного аргумента, но из-за громоздкости эти формулы не приводятся.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Влияние длительности воздействия и вида источника на волновые профили. Рассмотрим осесим-

метричный источник, действующий в вертикальном направлении ( , ). Ри-
сунок 1 (а) и (б) демонстрирует зависимость времени для двух типов источников:  и

 – sinφ) для . Параметр  принимает следующие значения 1.5, 1.0,
0.5, 0.35, 0.2 (с уменьшением  возрастает время воздействия – кривые сдвигаются вправо). Оба
источника относятся к типу с остаточными деформациями, т.е. по окончании действия переме-
щения в упругой среде отличны от нуля. Параметр  выбран таким образом, чтобы смещения в
эпицентре происходили поступательно и временные зависимости обоих источников были похо-
жими.

На рис. 2 показаны вычисленные по формуле (2.11) возвышения поверхности жидкости от
расстояния (волновые профили) для источника, зависящего от времени как .
Данные для расчета:  км,  км; глубина залегания источника  км. Для верхнего
ряда кривых безразмерное время наблюдения t0 = 60 (что соответствует 22.6 мин от начала
воздействия источника), для нижнего ряда кривых время наблюдения  (56.5 мин от
начала действия источника). Для удобства сравнения зависимости отнормированы таким
образом, чтобы максимальное возвышение жидкости (амплитуда головного гребня) была
единичной.

Как видно из рисунков, увеличение длительности действия источника приводит к незначи-
тельному росту времени выхода волн на максимум. При этом сами скорости волн не претерпева-
ют заметных изменений – сдвиг во времени (по расстоянию) головных гребней от разных возму-
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Рис. 1. Зависимость источников от времени  (а) и  (б) для :
1–5 –  , , , , 0.2.
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щений с расстоянием практически не меняется. Изменение длительности воздействия почти не
влияет на ширину головных гребней, но при этом существенно сказывается на дисперсионных
эффектах при распространении волн. Чем дольше по времени действует источник, тем на боль-
ших расстояниях происходит проявление дисперсии: уменьшается количество гребней и впа-
дин, следующих за головными, снижается их амплитуда.

Волновые профили на рис. 3 получены по формуле (2.11) для источника, зависящего от време-
ни как  источника при  (в этом случае перемещения среды
в эпицентре происходят без колебаний – так же, как и для зависимости источника от времени
g(τ) = ). Сравнение рис. 2 и 3 показывает, что, несмотря на близкие по виду зависимости
возмущений от времени, дисперсионные эффекты при воздействии источника с временной за-
висимостью  развиваются существенно быстрее, чем у источника с зависимостью . При
этом протяженность головных гребней для обоих видов возмущений почти одинакова. Точно так
же, как и в предыдущем случае возмущения, увеличение времени воздействия приводит к не-
большому запаздыванию головных гребней, но без изменения скорости распространения самих
волн.

Влияние глубины залегания источника на профили волн. Приведенные на рис. 4 волновые про-
фили вычислены для зависимости источника от времени , расположенного на глубине

 км. Сравнение рис. 2 и 4 показывает, что увеличение глубины расположения источника
приводит к возрастанию ширины головного гребня (аналогично поведению, связанному с ро-
стом размеров источника в потенциальной модели). Точно таким же образом глубина залегания
влияет на дисперсионные эффекты при распространении волн, в данном случае они практиче-
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Рис. 2. Поведение волновых профилей в зависимости от длительности действия источника, зависящего от

времени как , глубина залегания  км. (а, б) –  (  мин), (в, г) –  (  мин). (а, в):
1–3 –  , 0.35, . (б, г): 1–3 –  , 1.0, .
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Рис. 3. Влияние длительности воздействия источника, зависящего от времени как ,
; (а, б) – , (в, г) – . (а, в): 1–3 –  0.5, , . (б, г): 1–3 –  , , . Глубина зале-

гания источника  км.
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ски не наблюдаются. Время действия источника, также как и в случае  км, приводит к из-
менению времени прихода головного гребня – чем длиннее во времени возмущение, тем позже
приходит головной гребень.

Рисунок 5 демонстрирует волновые профили, вычисленные для источника с временной зави-
симостью  для  – смещения в эпицентре носят поступательный характер. На гра-
фиках (в, г) рисунка на восходящих ветвях головной впадины наблюдаются небольшие колеба-
ния, более явные, чем на рис. 4, – свидетельство того, что дисперсионные эффекты для возму-
щения с  проявляются сильнее. Из сравнения рис. 4 и 5 следует, что функциональный вид
временной зависимости возмущения не оказывает существенного влияния на ширину головно-
го гребня – она в обоих случаях практически одинакова.

На рис. 6 показано влияние глубины залегания источника, зависящего от времени как ,
на волновые профили. Время наблюдения  выбрано таким образом, чтобы влияние дис-
персионных эффектов было незначительным. Как видно из зависимостей, с ростом глубины за-
легания источника длина волны растет – происходит увеличение протяженности головного
гребня и головной впадины. В случае малого времени воздействия источника (в, г) и небольшой
глубины залегания  43 км, на кривых существенно проявляются дисперсионные эффекты,
которые с ростом  становятся незаметными. Аналогичным образом на волновых профилях
сказывается увеличение размера источника в поршневой модели, что подтверждает выводы, сде-
ланные при анализе выражения (2.13).

Сравнение волновых профилей, рассчитанных по интегральным формулам и явным аналитическим
зависимостям. На рис. 7 показаны волновые профили, вычисленные по явным аналитическим
формулам и по интегральным представлениям (2.16). Как следует из графиков, явные аналити-
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ческие зависимости немного уменьшают (около 9%) амплитуду головного гребня и более суще-
ственно (до 25%) занижает амплитуду головной впадины. При этом положение головного гребня
аналитические и аналитико-численные представления дают весьма близкое, что позволяет ис-
пользовать явные аналитические засисимости в моделях для оперативного прогнозирования
развития цунами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

На основе разложения решения задачи о возбуждении гравитационных волн в слое жид-
кости, покоящемся на упругом основании, локализованным в пространстве и во времени ис-
точником в упругой среде по собственным волнам (модам), получены эффективные инте-
гральные формулы для определения возвышения поверхности жидкости. В результате упро-
щения указанных интегральных представлений с помощью системы Mathematica выведены
явные аналитические формулы для решения в случае длинных волн. Полученные аналити-
ческие формулы позволяют значительно сократить время прогнозирования распростране-
ния волн цунами.

Выполнены расчеты зависимостей возвышения поверхности жидкости от расстояния,
т.н. волновых профилей, для двух типов зависимостей поведения источника от времени
при различных параметрах источника. Показано, что длительность и форма временной за-
висимости источника оказывают существенное влияние на проявление дисперсионных
эффектов при распространении волн. При этом ширина головного гребня волны не зави-
сит значительным образом от времени действия источника, а определяется в основном глу-
биной его залегания.

Рис. 6. Влияние глубины залегания источника, зависящего от времени как , , (а–г) –  , 0.35,
, ; глубина залегания: 1–3 –  , ,  км.
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