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Представлены результаты численного моделирования течения Куэтта магнитной жидкости
между цилиндрами, вращающимися в противоположных направлениях, при наличии про-
странственно однородного магнитного поля, подвергающегося периодическим во времени
модуляциям. Такие модуляции могут привести к существенному увеличению внутреннего
числа Рейнольдса Rei в первичных бифуркационных решениях, обладающих спиральной ли-
бо тороидальной структурами течения. Кроме того, задаваемая извне частота модуляции по-
вышает различные решения на один уровень в иерархии сложности. Так, решения с фикси-
рованной точкой становятся предельными циклами, а предельные циклы становятся реше-
ниями с двумя торами. Далее, при достаточно больших амплитудах модуляции магнитного
поля возможен обмен устойчивостью между спиральными и ленточными решениями, возни-
кающими при общем пороге бифуркации. Наконец, обнаружена устойчивая бифуркацион-
ная ветвь с прямой связью между ленточными вихрями и вихрями Тэйлора посредством вол-
нистых вихрей Тэйлора.

Ключевые слова: уравнения Навье–Стокса, магнитные жидкости, модулированное магнитное
поле, сценарий бифуркации, периодическое во времени воздействие, прямое численное мо-
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Тестовым примером при исследовании проблем неустойчивости, нелинейного поведения и
образования структур является движение вязкой несжимаемой жидкости между вращающимися
концентрическими цилиндрами (система Тэйлора–Куэтта, TCS), [1, 2]. Ввиду важности этих те-
чений во многих технических приложениях (например, накачке жидкостей) были выполнены
многочисленные исследования, показавшие, что система Тэйлора–Куэтта с внешним воздей-
ствием, зависящим от времени, представляет собой образцовый пример для изучения управле-
ния неустойчивостями течения.

Подобное внешнее воздействие на систему может быть осущетсвлено путем изменения гра-
ничных условий, например, посредством гармонически модулированных вращений внутренне-
го либо внешнего цилиндра (либо обоих), гармонических колебаний одного цилиндра в осевом
направлении, пульсаций и т.д. [3–12]. Уже в ранних экспериментальных работах [7, 8] был обна-
ружен стабилизационный эффект, обусловленный таким воздействием. С тех пор данная про-
блема служила моделью для уяснения процессов периодического во времени внешнего воздей-
ствия и обусловленных им эффектов.

Использование магнитных жидкостей [13–15] предоставляет большие возможности в поддер-
жании установки в стационарном состоянии и, при этом, периодическом воздействии на жид-
кость во всем ее объеме. В настоящее время проведены многочисленные численные и экспери-
ментальные исследования течений Куэтта магнитных жидкостей при наличии статического
магнитного поля. Изучалось влияние ориентации поля, агломерации, внутренней намагничен-
ности, эффект кручения и т.д. [16–30]. Общий вывод всех этих работ состоит в том, что статиче-
ское магнитное поле, независимо от его ориентации, стабилизирует основное состояние (круго-
вое течение Куэтта), т.е. отодвигает порог бифуркации первичной неустойчивости в сторону
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бóльших значений соответствующего определяющего параметра (например, внутреннего числа
Рейнольдса Rei).

В настоящее время исследования по течениям магнитных жидкостей под воздействием пере-
менных магнитных полей сравнительно редки, а существующие работы сосредоточены в основ-
ном на вязкостных [31] и тепловых [32, 33] эффектах. Однако аналогично статическим полям,
модулированные магнитные поля с достаточно высокой частотой модуляции стабилизируют ос-
новное состояние (круговое течение Куэтта) [15, 31] и могут предоставить в наше распоряжение
достаточно точный определяющий параметр, манипулируя которым можно удерживать систему
в до- или сверхкритическом состоянии [15]. В различных работах, посвященных в основном на-
греву бинарных и магнитных жидкостей путем нестационарной модуляции [34–36], показано,
что модуляция параметра в гидродинамических системах приводит к параметрическому резо-
нансу. При этом возможны три типа отклика на параметр внешнего воздействия. Это синхронный
отклик в случае, когда он повторяет внешнее воздействие, т.е. когда частота осциллирующего
потока совпадает с частотой возбуждающего усилия. Затем это субгармонический отклик, когда
характеристики системы осциллируют с удвоенной частотой (с полупериодом) по отношению к
частоте воздействия. И, наконец, это квазипериодический отклик в том случае, когда осцилля-
ции в потоке происходят на двух различных и не связанных рационально характерных частотах [37].

Интерес к использованию модулированных магнитных полей для управления течениями по-
стоянно растет, благодаря их крайне востребованным свойствам и широкому кругу приложений.
Одной из таких областей является медицина. Здесь магнитные жидкости могут быть использо-
ваны как носители лекарств, которые после впрыскивания в кровеносный сосуд могут быть
сконцентрированы в требуемом месте путем приложения сильного градиента магнитного поля [38].
Другим возможным приложением может быть лечение раковых заболеваний посредством ги-
пертермии. При увеличении количества помеченных частиц, вводимых в ткань опухоли с носи-
телем, переменное магнитное поле может быть использовано для нагрева ткани [39]. Это позво-
лит избежать нежелательных побочных влияний на другие органы при уничтожении опухоли.

В случае исследуемого здесь чисто осевого (модулированного) магнитного поля сохраняются
классические структуры течения, присущие системам Тэйлора–Куэтта. Так, первичными ста-
ционарными бифуркационными течениями являются тороидально замкнутое вихревое течение
Тэйлора [1, 40, 41] и два осесимметричных вырожденных осциллирующих спиральных вихря
(спиральное вихревое течение) [40, 41] с левой или правой закруткой, представляющие собой на-
рушающую симметрию бифуркацию Хопфа. Одновременно имеет место бифуркация ленточно-
го состояния, которая может рассматриваться как нелинейное наложение двух спиральных вих-
ревых течений, распространяющихся в противоположных направлениях, на осевую стоячую
волну. Устойчивость спирального и тэйлоровского вихревых течений первоначально определя-
ется порядком их появления, зависящим от заданного определяющего параметра, например,
скорости вращения внешнего цилиндра или, как в настоящей работе, амплитудой модуляции
магнитного поля.

С точки зрения динамической системы классическое вихревое течение Тэйлора, возникаю-
щее в бифуркации типа вилки, представляет собой решение с фиксированной точкой, тогда как
спиральное и ленточное вихревые течения соответствуют решениям с предельным циклом [2, 42, 43].
Однако ситуация меняется в присутствии модулированного магнитного поля, так как динамика
течения становится сложнее. Дополнительный параметр – частота модуляции  – увеличивает
размерность базисного пространства на единицу. Таким образом, прежнее стационарное реше-
ние (фиксированная точка) становится периодическим предельным циклом, а прежнее перио-
дическое решение становится квазипериодическим (спиральное и ленточное течения, а также
волнистый вихрь Тэйлора). Более того, достаточно сильные модулированные магнитные поля
могут поменять местами параметры устойчивости спирального и ленточного течений и при этом
стабилизировать всю ветвь волнистого вихря Тэйлора, как переходного процесса между различ-
ными топологическими (спиральными и азимутально замкнутыми) структурами. В прежних ра-
ботах такое явление было названо “бифуркацией прыжком” [44, 45].

1. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ
1.1. Постановка задачи

Рассмотрим стандартную систему Тэйлора–Куэтта (рис. 1), состоящую из двух концентриче-
ских, вращающихся независимо друг от друга цилиндров и зазора между ними, наполненного
несжимаемой, изотермической, однородной, монодисперсной магнитной жидкостью с кинема-
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тической вязкостью  и плотностью . Внутренний (внешний) цилиндр имеет радиус  ( ) и
вращается с угловой скоростью ( ). В осевом направлении  ставятся периодические гранич-
ные условия, соответствующие фиксированному осевому волновому числу , а на по-
верхностях цилиндров ставятся условия прилипания. В цилиндрической системе координат (r, , z)
система характеризуется полем скорости  и соответствующим полем завихренности

. В настоящей работе отношение радиусов цилиндров . Рассматривает-
ся система с противоположным направлением вращения цилиндров при фиксированном внеш-
нем числе Рейнольдса . Время и расстояния обезразмериваются по времени диффу-
зии  и ширине зазора d, а давление в жидкости по величине . Следует заметить, что ис-
пользуется предположение об однокомпонентной магнитной жидкости и пренебрегается
диффузией наночастиц, которая тоже может играть роль в динамике течения.

Периодическое воздействие прикладывается путем синусоидальной модуляции внешнего
магнитного поля, ориентированного параллельно оси симметрии системы z, равномерного в
пространстве и гармонического во времени: . Заметим, что в статиче-
ском случае подобное магнитное поле, ориентированное в чисто осевом направлении, сохраняет
основную симметрию системы (см. раздел 1.3), лишь сдвигая порог ее устойчивости, как указы-
валось в ранних работах [23–25]. Интенсивность магнитного поля  и намагниченность M нор-
мализованы, как это принято, по величине  и магнитной проницаемости в свободном
пространстве .

1.2. Гидродинамическое уравнение движения магнитной жидкости
Гидродинамические уравнения в безразмерном виде [25, 27, 46] выводятся из уравнений 

(1.1)

Поля скорости на поверхностях цилиндров  и , где внутрен-
ние и внешние числа Рейнольдса равны , а  и  –
безразмерные радиусы внутреннего и внешнего цилиндров соответственно.

Для решения системы (1.1) требуется еще одно уравнение, описывающее намагниченность
магнитной жидкости. Рассмотрим равновесное намагничивание невозмущенного состояния од-
нородно намагниченной магнитной жидкости в состоянии покоя при среднем магнитном мо-
менте, ориентированном в направлении магнитного поля: . Магнитная восприимчи-
вость  магнитной жидкости может быть аппроксимирована по формуле Ланжевена [47]. Далее,
с использованием линейного закона намагничивания начальное значение  полагается равным
0.9. Рассматривается магнитная жидкость APG933 [48, 49]. Будем рассматривать близкие к рав-
новесным аппроксимации [19, 50] с малыми значениями  и малым значением времени
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Рис. 1. Схема системы Тэйлора–Куэтта с приложенным внешним однородным, но нестационарным магнит-
ным полем .
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магнитной релаксации τ: . Используя эти аппроксимации, можем получить, анало-
гично [27], следующее уравнение магнетизации 

(1.2)

где

 (1.3)

есть коэффициент Никласа [19],  – динамическая вязкость,  – объемная доля магнитного
материала,  – симметричная компонента тензора градиента скорости [27, 46] и  – коэффи-
циент переноса, зависящий от материала [46]; значение последнего, в соответствии с [30, 46, 51, 52],
выбрано равным . Используя уравнение (1.2), можно исключить магнетизацию из урав-
нения (1.1) и получить следующую систему уравнений движения магнитной жидкости [25, 27, 46] 

(1.4)

где , pM – динамическое давление, включающее все магнитные компоненты,
которые могут быть выражены в виде градиентов, и  – парамер Никласа (уравнение (1.6)).
В главном порядке внутреннее магнитное поле магнитной жидкости может быть аппроксимиро-
вано как наложенное извне поле [25], что является разумным приближением для получения ди-
намических решений, соответствующих течениям жидкости, возбуждаемым магнитным полем.
Уравнение (1.4) может быть упрощено и приведено к виду 

(1.5)

Таким образом, влияние магнитного поля (в данном случае однородного, но периодического,
меняющегося во времени по закону ) и всех магнитных свойств маг-
нитной жидкости на поле скорости может быть охарактеризовано единственным (в данном слу-
чае зависящим от времени) параметром Никласа [19] 

(1.6)

и двумя не зависящими от времени определяющими параметрами 

(1.7)

где  – статический вклад в силовое воздействие,  – амплитуда модуляции и  – частота
модуляции. В настоящей работе рассматривается чисто модулированное магнитное поле (без ка-
кой-либо статической составляющей, т.е. ) в высокочастотном пределе ; это озна-
чает, что инерцией жидкости можно пренебречь и система встречается с действием осредненно-
го магнитного поля [15].

1.3. Симметрии
В отсутствие периодического воздействия группа симметрии проблемы Тэйлора–Куэтта есть

 [2]. Основное состояние инвариантно по отношению к числу симметрий, чьи дей-
ствия на общее поле скоростей описываются следующим образом

(1.8)

Симметрия  происходит от вращений вокруг оси, а  представляет собой
группу симметрии для системы под периодическим внешним воздействием. В то время как 
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остается не подверженным влиянию модуляции, осевая симметрия нарушается и, вместе с ней,
симметрия проблемы в целом. Вместо этого, в сочетании со сдвигом во времени на полпериода,
получим скользящую во времени симметрию системы . Эта симметрия, вместе с перемещени-
ями вдоль оси, составляет группу симметрии . С точки зрения воздействия на поле скорости
можно выписать следующее выражение для этой симметрии (симметрия с полупериодным
опрокидыванием)

(1.9)

При этом  меняется от чисто пространственной симметрии к пространственно-временнóй
симметрии. Пространственно-временнáя симметрия , порожденная G, создает более сложный
сценарий бифуркации, запрещая удвоение периода через простое отрицательное собственное
значение  [4, 53].

1.4. Численный метод
Уравнения движения магнитной жидкости (1.4) могут быть решены [24, 25, 27] сочетанием

стандартной разностной схемы второго порядка по  со спектральным Фурье-разложением
по  и явным интегрированием по времени. Переменные задачи могут быть представлены в виде

(1.10)

где f означает одну из переменных . В рассмотренных диапазонах параметров выбор 
обеспечивает адекватную точность. В работе используется равномерная сетка с шагами по про-
странству  и шагом по времени . Для диагностических целей также оце-
ниваются комплексные амплитуды мод , определяемые из разложения Фурье в осевом
направлении

(1.11)

где  – осевое волновое число.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ
2.1. Характеристики бифуркации

В классической проблеме Тэйлора–Куэтта первичные решения в виде вихревых течений
Тэйлора появляются в результате суперкритической бифуркации типа вилки, нарушающей
трансляционную симметрию . Вихревые течения Тэйлора представляют собой семейство
устойчивых осесимметричных решений, с параметром в виде их расположения на оси; визуаль-
но они имеют вид групы наложенных друг на друга “жидких бубликов”. Что касается спираль-
ных и ленточных течений, они возникают в бифуркации Хопфа, нарушающей симметрию 
(исключая ). С динамической точки зрения эти течения соответствуют решениям с фиксиро-
ванной точкой и предельным циклам соответственно. Однако периодическое силовое воздей-
ствие изменяет этот “классический” сценарий. В действительности оно увеличивает размер-
ность базового пространства на единицу. Поэтому вихревое течение Тэйлора становится реше-
нием предельного цикла, а спиральное и ленточное течения становятся квазипериодическими
решениями типа двойного тора. Более подробно мы остановимся на этом вопросе в разделе 2.1.4.

2.1.1. Пороги устойчивости при изменении амплитуды модуляции 
На рис. 2а показаны ветви прямой бифуркации спирального (треугольники) и тэйлоровского

вихревого (кружки) решений для различных значений амплитуды модуляции магнитного поля .
Начала ветвей определяются критической кривой изменения амплитуды модуляции  (рис. 7).
Пороги бифуркации для спиральных и ленточных течений совпадают [2, 45, 54]. Для всех ,
кроме , ленточные течения в начальной точке неустойчивы, а спиральные течения устой-
чивы.
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Будучи сверхкритическими для спиральных, ленточных и тэйлоровских течений, амплитуды
доминантных мод  и  растут по известному закону квадратного корня. Заметим, что здесь
используются осредненные по времени амплитуды мод ; сами  являются периодически-
ми во времени, в соответствии с частотой модуляции  (см. рис. 5).

Однако существуют некоторые очевидные различия ветвей, соответствующих двум различ-
ным решениям. Характер бифуркационных ветвей спиральных решений остается в целом одним
и тем же, лишь начала этих ветвей смещаются в сторону бóльших Rei при увеличении  (вправо
на рис. 2а). Эти решения являются устойчивыми почти во всем представленном здесь диапазоне
параметров. Ветви тэйлоровских вихревых решений ведут себя по-иному с увеличением ампли-
туды модуляции. Прежде всего, эти решения неустойчивы вблизи начал своих ветвей и приобре-
тают устойчивость с увеличением Rei. Во-вторых, наклоны этих сверхкритических ветвей с уве-
личением Rei становятся значительно меньше, чем наклоны кривых для спиральных решений
(по крайней мере, при малых и умеренных значениях ). В-третьих, эти наклоны становятся
круче с ростом . Эти изменения характеристик бифуркации становятся очевидными, когда
сценарий бифуркации соотносится с его соответствующим началом (рис. 2б). Все кривые для
спиральных решений практически совпадают. С другой стороны, с увеличением амплитуды мо-
дуляции  амплитуды мод тэйлоровских вихревых решений растут значительно быстрее, а со-
ответствующие наклоны кривых становятся круче. Таким образом, спиральные течения менее
чувствительны к росту амплитуды модуляции, т.е. внутреннее течение остается неизменным.

Окончательно можно сказать, что увеличение амплитуды модуляции  сдвигает начало
всех первичных неустойчивостей (спиральной, ленточной и тэйлоровской) в сторону бóльших
значений определяющего параметра Rei (вправо на рис. 2а) и, таким образом, стабилизирует ос-
новное состояние кругового течения Куэтта по отношению к любым возникающим первичным
неустойчивостям. Хотя величина стабилизации различна, порядок бифуркации не изменяется

1,1u 0,1u
,m nu ,m nu
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Рис. 2. Бифуркационная диаграмма. Осредненные по времени амплитуды различных мод  радиального
поля течения в середине просвета между цилиндрами для вихревого течения Тэйлора (TVF, , ) и спираль-
ного течения (SPI, , ) при различных амплитудах модуляции  магнитного поля в зависимости от
(а) внутреннего числа Рейнольдса  и (б) относительного расстояния  от началь-
ного значения , соответствующего возникновению данной моды при заданной амплитуде модуля-
ции магнитного поля . Темные и светлые значки соответствуют устойчивым и неустойчивым решениям.
SPI являются устойчивыми при  и остаются устойчивыми далее, тогда как TVF в начальной стадии
неустойчивы, но стабилизируются при бóльших . Для большей наглядности ветви, соответствующие лен-
точным решениям (RIB), представлены только вблизи их начала. Эти решения появляются у того же порога,
что и SPI, причем происходит обмен устойчивостью между этими двумя решениями. Таким образом, RIB
устойчивы при . См. также рис. 7.
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(для рассмотренного в работе диапазона параметров). Аналогичное наблюдение было сделано в
численных и экспериментальных исследованиях по увеличению напряженности статического
магнитного поля [22–24] и, недавно, для вихревых течений Тэйлора в модулированных магнит-
ных полях [15] при внешнем цилиндре, находящемся в состоянии покоя. При достаточно боль-
ших амплитудах модуляции устойчивость первичного бифуркационного решения переходит от
спирального к ленточному решению.

2.1.2. Устойчивая связь между ленточным и волнистым тэйлоровским вихревым решениями

Большие амплитуды модуляции ( ) не только приводят к обмену устойчивостью между
двумя первичными бифуркационными решениями, перенося ее от спирального к ленточному
решению (рис. 2), но они могут даже стабилизировать всю бифуркационную ветвь, соединяя
ленточное решение с тэйлоровским через волнистый тэйлоровский вихрь [44, 45].

Этот феномен проиллюстрирован на рис. 3, где построены устойчивые (сплошные кривые с
темными значками) и неустойчивые (пунктирные кривые со светлыми значками) бифуркацион-
ные кривые тэйлоровских вихревых (синие кружки), спиральных (красные треугольники),
ленточных (зеленые ромбы) и тэйлоровских волнистых вихревых (черные квадраты) решений
как функции  в отсутствие магнитного поля  (а) и при большой амплитуде модуля-
ции  (б). Соответствующие параметры также показаны двумя стрелками (а) и (б) на фа-
зовой диаграмме (рис. 7). Представлены: (1), кинетическая энергия мод Ekin =  =

=  (где ( ) – -я (комплексно сопряженная) Фурье-мода поля

скоростей) и (б), амплитуды мод .
Сценарий бифуркации в отсутствие магнитного поля (1.3) обсуждался ранеее и здесь пред-

ставлен лишь для напоминания и сравнения. Его детальное описание содержится в работе [45].
Вкратце, с уменьшением Rei тэйлоровское вихревое течение теряет устойчивость, а при его вто-
ричной бифуркации возникает устойчивое волнистое тэйлоровское вихревое течение. С при-
ближением последнего к ветви неустойчивого ленточного решения оно и само теряет устойчи-
вость и “подпрыгивает” вверх к единственной устойчивой ветви, соответствующей спиральному
течению [44, 45] (показано вертикальными стрелками на рис. 3(1)).

При больших амплитудах модуляции  сценарий бифуркации выглядит на первый
взгляд аналогичным: он смещаеися в сторону бóльших Rei благодаря обсуждавшемуся выше эф-
фекту стабилизации за счет модулированного магнитного поля. Однако более важным является
тот факт, что, благодаря внешнему воздействию, осуществляемому модулированным магнит-
ным полем, повышается на единицу сложность всех решений (см. ниже). Важное различие со-
стоит также и в том, что при  не происходит “прыжка”, а вместо этого ветвь, соответству-
ющая волнистому тэйлоровскому решению, непосредственно соединяется с ленточным реше-
нием с переносом устойчивости с одной ветви на другую (рис. 3б).

В отсутствие магнитного поля кинетическая энергия мод  для спиральных, ленточных и
тэйлоровских вихревых решений является выпуклой функцией Rei, а  в начале ветви тэйло-
ровского решения больше, чем в случае спиральной и ленточной мод (при том же значении ).
Как и следовало ожидать,  для волнистого тэйлоровского вихревого решения несколько
больше, чем для (неустойчивого) тэйлоровского решения, благодаря более сложной динамике
потока, включающей дополнительные спиральные движения. Качественно, при больших ам-
плитудах модуляции  изменения  при изменении Rei очень похожи. Однако, кривые для
различных решений менее выпуклы и, особенно на начальной стадии, обнаруживают в основ-
ном линейное поведение. Далее, энергия  для спирального и ленточного решений выше, чем
для двух тороидальных решений – тэйлоровского вихревого и волнистого тэйлоровского вихревого.

2.1.3. Характеристики течения
Следуя по бифуркационной ветви, соответствующей волнистому тэйлоровскому решению,

от тэйлоровского решения к устойчивой ленточной ветви, можно заметить, что динамика тече-
ния становится более волнистой (см. рис. 4(2)–4(4)), т.е. амплитуды спиральных мод  возрас-
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тают, тогда как доминирующие азимутальные моды  нерперывно убывают (рис. 3б). В неко-
торой точке спиральные моды  (рис. 3а) даже превышают тороидальную моду. Это имеет ме-
сто для обоих сценариев, в которых ленточная мода может быть как устойчива, так и неустойчива.
С уменьшением  вихревые трубки внутри азимутального волнистого тэйлоровского вихрево-
го течения сужаются в определенных азимутальных положениях ( ) (рис. 4(2в)). Оконча-
тельно, когда  становится равным нулю, вихревые трубки рвутся, превращаясь в ленточные.
Чтобы подчеркнуть прямую связь волнистой тэйлоровской и ленточной ветвей, на рис. 3(2б)
также включены моды . В то время как при  соответствующий “прыжок” при пе-
реходе на спиральную ветвь отсутствует (при ), при  мода плавно (без прыжка) про-
должается от тэйлоровского вихревого к ленточному течению.

2.1.4. Увеличение сложности

Чтобы охарактеризовать количественно влияние амплитуды модуляции магнитного поля ,
на рис. 5 построены временные ряды и соответствующие спектральные плотности энергии (PSD)
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Рис. 3. Бифуркационные диаграммы для различных вихревых структур как функции от  для (1)  и
(2)  (см. стрелки на рис. 7). Сплошные (пунктирные) линии с темными (светлыми) значками относятся
к устойчивым (неустойчивым) решениям. Представлены (а) кинетическая энергия мод  и (б) амплитуды в
радиальном поле течения в середине просвета между цилиндрами  для вихревого решения Тэйлора (TVF,

), спирального решения (SPI, ), ленточного решения (RIB, ( )) и волнисто-
го вихревого решения Тэйлора (wTVF). Характерной особенностью волнистого решения является то, что

 и , тогда как . (i)–(iv) указывают наборы параметров, для которых представле-
ны визуализации на рис. 4.
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для глобальной меры  и локальной меры  для различных указанных состо-
яний течения. Величина PSD для вихревого течения Тэйлора (рис. 5(1)) лучше всего иллюстри-
рует влияние частоты модуляции внешнего поля  как на глобальную величину , так и на
локальную велиичну . Тогда как классическое вихревое течение Тэйлора представляет собой
стационарное решение с фиксированной точкой, модулированное во времени магнитное поле
превращает это течение в предельный цикл, повышая его на единицу в иерархии сложности. Та-
ким образом, для вихревого течения Тэйлора PSD дает классический синхронный отклик [55].
Для рассмотренной здесь частоты модуляции поля  результирующая частота , возника-
ющая в решении предельного цикла для вихревого течения Тэйлора  ,
что эквивалентно периоду модуляции . Аналогично, спиральное и ленточное реше-
ния, являющиеся классическими решениями предельного цикла (с одним тором), приобретают
более сложный тип решения. Благодаря наличию частоты модуляции , они становятся квази-
периодическими решениями (с двумя торами). Спиральное и ленточное решения (рис. 5(2, 3))
обладают, каждая, некоторой основной частотой ( , ), что характеризует их как модулиро-
ванные вращающиеся волны; заметим, что классические спиральное и ленточное решения
представляют собой вращающиеся волны. Оба они являются примерами квазипериодического

kinE ±η ± Γ= (0, 0, 0.25 )
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Ω π == /2 0.916H Hf Ω =[ 0]H
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Рис. 4. Визуализация различных устойчивых структур течения вдоль ветви, соединяющей ленточные (RIB) и
волнистые тэйлоровские (wTVF) решения, возникающие с изменением Rei. Кадры соответствуют: (1) RIB при

, (2) wTVF при , (3) wTVF при , (4) wTVF при  (соответствующие параметры ука-
заны вертикальными линиями (i)–(iv) на рис. 3). Показаны (а) Фурье-спектр ; (б) изоповерхности 
[красные (темно-серые) и желтые (светло-серые) цвета соответствуют положительным и отрицательным зна-
чениям, нулевым значениям соответствует белый цвет]; (в) радиальная скорость  на развернутой цилин-
дрической поверхности в середине кольцевого просвета между цилиндрами [красные (желтые) цвета соответ-
ствуют втекающему и вытекающему потоку]; (г) векторное поле  радиальной и осевой компонент
скорости (включая помеченную цветами азимутальную скорость ).
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Рис. 5. Зависимость от времени и спектральная плотность энергии (PSD) для различных структур течения при ука-
занных значениях Rei. Значения PSD для (а)  и (б)  [ ] для (1) тэйлоровского вихревого ре-
шения TVF (неустойчивое) при ( , ) с  ( ); (2) спирального
решения SPI при ,  с  ( ); (3) ленточного решения RIB при ,

 с  ( ) и (4) волнистого тэйлоровского вихревого решения wTVF при ,
 с . На вставках зависимости от времени (а)  и (б)  [красный (серый)] и  (черный)

соответственно. Значения параметров указаны также на рис. 7.
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отклика [55]; для спирального решения отношение , а для лен-
точного . Модуляция, вызванная нестационарным внешним по-
лем, лучше всего различима в соответствующих временных рядах локальных мер  (вставки в
рис. 5(2б, 3б)). Соответствующие значения PSD для  показывают нелинейное наложение двух
этих частот, тогда как значения PSD и временные ряды для , являющейся глобальной мерой,
значительно проще. При почти идентичных частотах пик PSD для  много меньше, чем для

, что проистекает из того факта, что ленточное решение представляет собой стоячие волны в
осевом направлении, тогда как спиральное решение еще и распространяется вдоль оси. В случае
волнистого тэйлоровского решения (рис. 5(4)) временные ряды для  очень близки к рядам для
ленточного решения, но с бóльшим диапазоном изменения, а для соответствующего PSD имеет
место отношение частот  (  = 0.2023). В отличие от ленточ-
ного решения,  не возникает в PSD глобальной велиичны , а только в PSD локальной ве-
личины . Это следует из различной природы волнистого вихревого течения Тэйлора и спи-
рального решения. Первое в основном есть вихревое течение Тэйлора с азимутальной (спираль-
ной) модуляцией, а второе есть наложение двух чисто спиральных решений с противоположным
направлением закрутки, но с той же частотой .

Для визуализации эволюции динамики течения при изменении Rei на рис. 6 показаны фазо-
вые портреты различных решений (вихревых тэйлоровских, спиральных, ленточных и волни-
стых вихревых тэйлоровских), возникающие на траектории перехода в плоскости . В этой
плоскости вихревые решения Тэйлора лежат на диагонали . То есть, говоря топологиче-
ским языком, они представляют собой вырожденный предельный цикл. Однако трехмерная ви-
зуализация  (рис. 6(д, е)) обнаруживает предельный цикл, характерный для вихревого
течения Тэйлора, который становится все более отчетливым с увеличением .
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Рис. 6. Фазовые портреты в плоскости  (а–г) и динамика в фазовом пространстве  (д, е) ре-
шений TVF, SPI, RIB и wTVF при значениях Rei, указанных на плоскости .

�1500

�1500

�2070

�2050

�2200

�2150

�2100 �2100

�2150
�2200

�2100

�2050

�2150

�2200

�2250
�2300

�203017.795 17.87 17.8917.805

17.92 17.94 18.05 18.15

�2000

�2000

1.789

1.787

�3000

�2500

�2500




103*Ekin 103*Ekin

103*Ekin 103*Ekin

� +
� + � +

� +

�+

�1500

�2000

�2500

�+

�1500

�2000

�3000

�2500

�2500

�2250

�2250
�2000

�2000

�2500

�2250
�2250

�1750

�1750

�2000
�2000

�+

�1500

�2000

�2500

�+

�+

��
�1500

�104

�2000�2500
��

�1500�2000�3000 �2500 �3000
��

�1500�2000�2500
��

��

Rei = 140 Rei = 143 Rei = 140

Rei = 145 Rei = 150 Rei = 143

E
ki

n

(a) (б) (в)

(г) (д) (е)

− +η η( , ) + −η η( , , )kinE

− +η η( , )



146

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 3  2022

ALTMEYER

Спиральные и ленточные решения, представляющие собой модулированные вращающиеся и
стоячие волны, соответственно, симметричны относительно диагонали . С увеличением
Rei все бóльшая область в фазовом пространстве  становится сверхкритической и не пре-
терпевает качественных изменений. Хотя классические спиральное и ленточное решения пред-
ставляют собой периодические предельные циклы (с одним тором), дополнительное нестацио-
нарное воздействие увеличивает их размерность на +1 и они становятся квазипериодическими
решениями на инвариантном многообразии с двумя торами. На вставках в рис. 6а–6г показаны
соответствующие двумерные сечения Пуанкаре  при  (показаны серыми лини-
ями в пространстве ) для спиральных, ленточных и тэйлоровских вихревых решений.
С увеличением  фазовые портреты для всех спиральных, ленточных и волнистых тэйлоров-
ских решений занимают все более обширные области в фазовом пространстве ; при этом
волнистые тэйлоровские решения смещаются в сторону бóльших значений  (вверх и впра-
во на рис. 6а–6г), а спиральные решения смещаются в противоположном направлении, в сторо-
ну меньших значений  (вниз и влево на рис. 6а–6г). Таким образом, все симметрии остаются
на месте.

Ветвь, соответствующая вихревому течению Тэйлора, остается двумерной, сохраняя симмет-
рию относительно срединной плоскости. Однако для других решений (спиральных, ленточных
и волнистых) эта симметрия нарушается, но сохраняется более сложная отражательная симмет-
рия со сдвигом, что делает эти решения полностью трехмерными.

3.2. Фазовая диаграмма

Как отмечалось выше (рис. 2), увеличение амплитуды модуляции  стабилизирует систему,
т.е., различные неустойчивости возникают при бóльших значениях определяющего параметра Rei.
Однако величина этого влияния на пороги первичной бифуркации различна для спиральных и
ленточных решений, с одной стороны, и вихревых решений Тэйлора, с другой стороны. В пер-
вом случае стабилизация основного состояния (кругового течения Куэтта) может быть количе-
ственно приближенно описана степенной зависимостью вида (  =  +

+  с ) (рис. 7). Аналогичный стабилизационный эффект наблюдался и в слу-
чае статических магнитных полей [22–24]. Однако для вихревого решения Тэйлора изменения
при модуляции поля (выражаемой параметром ) более сложны и не могут быть аппроксими-
рованы столь простой квадратичной формулой. Это согласуется с ранее описанными сильными
модификациями бифуркационных ветвей для вихревых решений Тэйлора (рис. 2).
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Рис. 7. Фазовые диаграммы.
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Для параметров на рис. 7 максимальное увеличение устойчивости по Rei составляет примерно
14.6% для спиральных и ленточных решений и 16.6% для вихревых решений Тэйлора, если срав-
нивать системы при отсутствии магнитного поля и при наличии переменного магнитного поля
с .

С увеличением  и стабилизацией основного состояния системы суживается диапазон Rei,
в котором существуют волнистые вихревые течения Тэйлора (область F). Эта область полностью
исчезает, когда пороги первичной бифуркации для спиральных и вихревых решений пересека-
ются (см. [45]) при бóльших значениях  (которые лежат вне диапазона параметров, рассмот-
ренного в настоящей работе).

Пороги спиральных и ленточных решений идентичны [2, 45, 54], но ленточные решения бо-
лее неустойчивы в начальной стадии. В то время как при  спиральное решение явля-
ется устойчивым, а ленточное неустойчивым в начальной стадии, при  картина про-
тивоположная. Переходя в фазовом пространстве от области  в обдасть , можно обнаружить
устойчивую связующую ветвь между волнистым вихревым и ленточным решениями (рис. 3(2)),
в то время как при переходе из области  в область  волнистое решение теряет устойчивость и
имеет место бифуркация “прыжком” [44, 45] к спиральному решению (рис. 3(1)).

Подводя итог, можно сказать, что с точки зрения устойчивости система реагирует на модуля-
цию магнитного поля так же, как и на увеличение напряженности магнитного поля в статиче-
ском случае. Это справедливо для всех решений (спиральных, ленточных и вихревых тэйлоров-
ских), но сильнее всего стабилизационный эффект проявляется в случае спиральных и ленточ-
ных решений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрена динамика течения магнитной жидкости при воздействии модулированного маг-

нитного поля. Численно решены уравнения движения магнитной жидкости для системы Тэйло-
ра–Куэтта с цилиндрами, вращающимися в противоположном направлении. Показано, что мо-
дулированные магнитные поля стабилизируют основное состояние системы (круговое течение
Куэтта), смещая пороги бифуркации в сторону бóльших значений определяющих параметров.
Величина эффекта стабилизации, т.е., указанного смещения, зависит от конкретных решений и
определяющих параметров. Однако в целом эффект представляется меньшим, чем в статиче-
ском случае.

Дополнительная частота , вносимая модулируемым магнитным полем, коренным образом
влияет на базовую топологию структур течения. Основной результат заключается в увеличении
сложности характера течения с ростом всех решений в иерархии сложности. Так, вихревое тече-
ние Тэйлора – классическое решение с фиксированной точкой – становится предельным цик-
лом (один тор), а классические периодические решения с предельным циклом (спиральное, лен-
точное и волнистое тэйлоровское) становятся квазипериодическими решениями, находящими-
ся в состоящем из двух торов инвариантном многообразии. Это обстоятельство может быть
интересно для будущих исследований, в которых подобное модулированное поле может быть на-
ложено на известные решения с тремя торами, чтобы обнаружить и исследовать динамику и по-
тенциальные сценарии бифуркации для потенциальных решений с четырьмя торами. Последние
могут помочь получить некоторое новое и/или иное представление о турбулентности (табл. 1).

В рассмотренном здесь случае высокочастотной модуляции  отношение частоты
внешнего воздействия и характерной частоты решения (волнистого, спирального и ленточного)
не является рациональным числом; поэтому отклик системы является квазипериодическим.
Только для случая вихревого решения Тэйлора, не имеющего такой характеристической часто-
ты, обнаружен субгармонический отклик. При рассмотрении других частот , являющихся
кратными величинами характеристических частот  (или ), вполне можно
ожидать появления интересных резонансных явлений, таких как переключение между различ-
ными модами [34]. Кроме того, частота модуляции  может быть использована для управления
системой при изменении между ее докритическим и сверхкритическим поведением.

Далее обнаружено, что при достаточно больших амплитудах модуляции устойчивость перено-
сится между двумя первичными бифуркационными решениями, спиральным и ленточным,
имеющими общий порог бифуркации. В соответствующем диапазоне параметров имеет место
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переход с устойчивого вихревого решения Тэйлора на устойчивое ленточное решение через вол-
нистое тэйлоровское решение. Это важно, так как в ранних работах был обнаружен лишь пере-
ход неустойчивого ленточного решения в спиральное решение посредством ‘прыжка’ [44, 45].

Управление течением посредством модулированных магнитных полей может быть полезно во
многих приложениях. Основываясь на представленных в настоящей работе результатах, можно
ожидать интересных исследований по вариации частоты вынуждающего воздействия , осо-
бенно с упором на области, где сосуществуют различные решения, например, спиральное и вол-
нистое тэйлоровское.
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