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Представлено параметрическое решение задачи о течении многомодальных вязкоупругих
жидкостей с реологическими уравнениями состояния Гиезекуса и Фан-Тьен–Таннера в
круглой трубе для ламинарных изотермических стационарных режимов течений с умеренны-
ми и высокими значениями чисел Вайсенберга. Представлены полученные на основании
расчетов профили осевой составляющей скорости и нормальных напряжений, а также про-
фили коэффициентов разностей нормальных напряжений при течении полиэтилена низкой
плотности (DSM Stamylan LD 2008 XC43) и 0.25% водного раствора полиакриламида. Полу-
чено удовлетворительное согласование между экспериментальными и расчетными данными
для обеих реологических моделей. Рассмотрен частный случай течения вязкоупругой жидко-
сти Гиезекуса с величиной реологического параметра модели в интервале (0.5, 1).
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Для адекватного описания реологического поведения растворов и расплавов полимеров, ко-
торые при их переработке проявляют сложные вязкоупругие и нелинейно-вязкие свойства, в по-
следнее время все чаще используются нелинейные дифференциальные уравнения релаксацион-
ного типа [1]. Аналитическое решение задач о течении вязкоупругих жидкостей в каналах и ап-
паратах промышленного оборудования вследствие этих сложностей является достаточно
трудной задачей даже в случае течения в круглых трубах и плоскощелевых каналах. Получение
же таких аналитических решений позволяет проанализировать характер поведения вязкоупру-
гих сред при произвольных режимных параметрах и прогнозировать это поведение в более слож-
ных случаях. Многие авторы используют различные подходы к получению аналитических реше-
ний, которые сводятся к каким-либо допущениям и упрощениям. Большинство из них рассмат-
ривают одномодальные реологические модели. Например, в работе [2] численно исследовалось
течение между двумя эксцентрически расположенными круглыми трубами одномодальной жид-
кости Максвелла. В [3] были получены аналитические решения для винтовых течений упрощен-
ной жидкости Фан-Тьен–Таннера (далее – ФТТ). В [4] представлено аналитическое решение за-
дачи о течении жидкости FENE-P (a finitely extensible nonlinear elastic model with Peterlin approxi-
mation// модифицированная нелинейная вязкоупругая модель с использованием приближения
Петерлина) [5] в круглых трубах и плоскощелевых каналах. Для одномодальных жидкостей с
упрощенной моделью ФТТ и для одномодальной жидкости FENE-P аналогичные результаты
получены в [6]. Для модели Гиезекуса получено решение в тех же простейших случаях в [7].

Однако все эти работы рассматривают одномодальные жидкости, которые недостаточно хо-
рошо описывают полученные экспериментальные данные для большинства практически важ-
ных жидкостей. Для более тщательного соответствия этим данным необходимо применять моде-
ли многомодальных вязкоупругих сред. В [8] предложено полуаналитическое решение задачи о
течении многомодальной жидкости ФТТ и FENE-P в круглой трубе и плоскощелевом канале.
Однако, как и в ранних работах, решение было получено для упрощенной модели ФТТ с нуле-
вым значением одного из реологических параметров. На практике этот случай соответствует ну-

УДК 532.5.032



28

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2022

ВАЧАГИНА, КАДЫЙРОВ

левому значению одной из нормальных составляющей тензора упругих напряжений (перпенди-
кулярной направлению течения).

Численное моделирование течений вязкоупругой жидкости при высоких числах Вайсенберга
сталкивается с рядом трудностей [9, 10]. Большинство численных расчетов теряют сходимость и
устойчивость, когда значение времени релаксации или числа Вайсенберга (далее – Wi) увеличи-
вается выше определенного критического значения [11]. Таким образом, до сих пор не ясно,
объясняется ли отсутствие точности моделирования только недостатками применяемых числен-
ных методов или недостатками используемых реологических моделей [12]. Хотя реологическое
поведение вязкоупругой жидкости приводит к дополнительным проблемам в расчетах, в насто-
ящее время численные методы совершенствуются и часто используются для прогнозирования
течения неньютоновских жидкостей [13]. Полиакриламид – это полимер, широко используе-
мый в промышленности. Известно, что водные растворы полиакриламида широко используют-
ся для увеличения добычи нефти [14–16].

Настоящая работа является продолжением ранее опубликованных работ [17, 18] и распро-
странением ранее предложенного параметрического метода решения задачи о течении одномо-
дальной жидкости ФТТ в круглой трубе на случай, когда используется четырехмодальная реоло-
гическая модель. Как было отмечено ранее, изложенные в [4, 6, 7] аналитические методы реше-
ния задач о течении вязкоупругих жидкостей предполагают использование упрощенных
реологических моделей, которые приводят к соотношениям, связывающим ненулевые компо-
ненты тензора упругих деформаций и градиента скорости сдвига. Используя решение уравнения
переноса количества движения в проекции на направление движения вязкоупругой среды для
таких упрощенных моделей, в [4, 6, 7] далее получено уравнение, связывающее конкретную вы-
бранную неизвестную функцию и поперечную координату. При этом остальные неизвестные
функции выражают через выбранную с помощью полученных соотношений. Предлагаемый на-
ми метод решения лишен недостатка в использовании упрощенных реологических моделей и
может быть адаптирован на произвольное количество мод реологической модели, что продемон-
стрировано в настоящей работе на примере решения задач о течении четырехмодальных моделей
ФТТ и Гиезекуса в круглой трубе. Таким образом, в отличие от [4, 6, 7] в настоящей работе пред-
лагается параметрический метод решения, который позволяет решать более сложные случаи, т.е.
когда невозможно получить уравнение, связывающее одновременно неизвестную искомую
функцию и координату.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается ламинарное стационарное изотермическое течение вязкоупругой несжима-

емой жидкости в круглых трубах при больших значениях чисел Вайсенберга . Будем считать,
что вектор скорости имеет единственную осевую компоненту скорости , которая является
функцией единственной переменной  цилиндрической системы координат  с осью , на-
правленной вдоль оси трубы. При сделанных предположениях система уравнений переноса ко-
личества движения и неразрывности в выбранной системе координат может быть записана в виде

(1.1)

где  – давление;  – физические компоненты тензора напряжений в цилиндрической
системе координат. Примем, что жидкость прилипает на стенке трубы. Из (1.1) следует, что

(1.2)

Реологическое уравнение состояния для многомодальной вязкоупругой жидкости может
быть записано в виде

где n – число мод;  – ньютоновская составляющая тензора напряжений;  – вязкость ньютоновской
составляющей тензора напряжений;  – упругая составляющая тензора напряжений для -й моды;
D – тензор скоростей деформации.
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Для определения упругих составляющих каждой моды использовались две реологические мо-
дели вязкоупругого поведения:

модель Гиезекуса [19]:

(1.3)

экспоненциальная форма модели Фан-Тьен–Таннера [20]:

(1.4)

где  – верхняя конвективная производная тензора, определяемая с помощью соотношения

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ
Из-за нелинейного характера определяющих уравнений получить точные решения задач о те-

чении вязкоупругих сред в виде зависимости осевой компоненты скорости от радиальной коор-
динаты практически невозможно даже в случае простейших течений. Поэтому большинство ав-
торов пользуются численными методами, которые дают удовлетворительные данные только для
сравнительно небольших чисел Вайсенберга. В настоящей работе предлагается использовать ме-
тод решения, базирующийся на поиске неизвестной функциональной зависимости  в пара-
метрическом виде. Для этого, в первую очередь, необходимо с учетом всех допущений записать
реологические уравнения (1.3) и (1.4) в координатном виде согласно [1].

После некоторых преобразований реологические соотношения (1.3) и (1.4) можно записать в
координатном виде:

для модели Гиезекуса:

(2.1)

для экспоненциальной формы модели Фан-Тьен–Таннера:

(2.2)

где  – время релаксации k-й моды;  – вязкость k-й моды;  – реологические пара-
метры k-й моды.
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и для экспоненциальной формы модели Фан-Тьен–Таннера в виде

получим следующее выражение для ненулевых компонент тензора упругих напряжений:
для модели Гиезекуса

(2.3)

для экспоненциальной формы модели Фан-Тьен–Таннера

(2.4)

и следующее выражение для градиента скорости сдвига:
для модели Гиезекуса

(2.5)

для экспоненциальной формы модели Фан-Тьен–Таннера
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для экспоненциальной формы модели Фан-Тьен–Таннера

Выражая из последнего соотношения безразмерную координату , получим:
для модели Гиезекуса
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для экспоненциальной формы модели Фан-Тьен–Таннера
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соответствующий первой моде. Остальные параметры  необходимо выразить через ос-
новной , используя соотношения (2.5) и (2.6) для модели Гиезекуса

(2.9)

для экспоненциальной формы модели Фан-Тьен–Таннера

(2.10)

Параметрическая зависимость безразмерного градиента скорости сдвига зависимости (2.9) и
(2.10) имеет вид:

для модели Гиезекуса

(2.11)

для экспоненциальной формы модели Фан-Тьен–Таннера

(2.12)

где  определяется с любой степенью точности из (2.5), (2.6) с помощью численных методов,
например, методом деления отрезка пополам; ,  и  – безразмерные
симплексы; λa = Σλiηi/ηi (i = 1, …, n) – среднее время релаксации; η0 = ηs + Σηi (i = 1, …, n) – наи-

большее возможное значение вязкости жидкости;  – безразмерная скорость;  –

среднерасходная скорость;  – расход жидкости через поперечное сечение круглой трубы;  –
радиус круглой трубы. Число Вайсенберга для круглой трубы определяется как , а
безразмерный комплекс, определяющий течение вязкоупругой жидкости в виде

где Eu – число Эйлера;  – число Рейнольдса для круглой трубы, определяемое
по наибольшему значению вязкости;  – геометрический симплекс;  – длина трубы;

 – перепад давления в круглой трубе на длине .
Параметрическая зависимость компонент тензора упругих деформаций от координаты  мо-

жет быть представлена в виде системы уравнений:
для модели Гиезекуса согласно (2.3) и (2.7):
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(2.14)

(2.15)

для экспоненциальной формы модели Фан-Тьен–Таннера согласно (2.4) и (2.8):

(2.16)

(2.17)

(2.18)

Для получения зависимости безразмерной скорости  от безразмерной переменной в па-

раметрическом виде необходимо использовать условие , которое удобно пред-

ставить в виде

(2.19)

Параметрическую зависимость осевой составляющей безразмерной скорости от безразмер-
ной координаты можно получить из (2.11) и (2.12) путем интегрирования этих соотношений:

для модели Гиезекуса

(2.20)

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )=

  − α ρ +λ ρσ =  η α − ρ 
  χ ρ ρ − α ρ ρχ − α ρ + ρ ρ − α ρ ρ = +   α β − ρ α β  



( )

1/21/2
1 11 1 1 1 1 1

1 1/2 2 1/2
11 1 1

2 1
1

11 2 11
1

k kk k
zz k

k k k

n
j j j js

j j j

x
Kr

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )=

λ σ = −ρ
η
  χ ρ ρ − α ρ ρχ − α ρ + ρ ρ − α ρ ρ = +   α β − ρ α β  



( )

1/21/2
1 11 1 1 1 1 1

1 1/2 2 1/2
11 1 1

11 2 11
1

k
rr k k

k
n

j j j js

j j j

x
Kr

( ) ( )
( )

( ) [ ]
( )( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )( )=

  ρ − ρλ σ ρ = −  η ξ − ξ  


 χ ρ ρ − ρ ρχ ρ  ρ ρ = +    − ρβ ξ − ξ β ξ − ξ   


1/2

( ) 1

1/2 1/2
1 11 1 1

1 1/2 1/2
111 1 1

1
2

1exp1
12 2

k kk
rz k

k k k

n
j j js

j j j j

B
x

Kr

( )

( ) [ ]
( )( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )( )=

λ ρ σ ρ =
η ξ
  χ ρ ρ − ρ ρχ ρ  ρ ρ = +    − ρβ ξ − ξ β ξ − ξ   



( ) 1

1/2 1/2
1 11 1 1

1 1/2 1/2
111 1 1

1exp1
12 2

k k
zz k

k k
n

j j js

j j j j

B
x

Kr

( ) ( )

( ) [ ]
( )( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )( )=

λ ρ σ ρ = −η − ξ
  χ ρ ρ − ρ ρχ ρ  ρ ρ = +    − ρβ ξ − ξ β ξ − ξ   



( ) 1

1/2 1/2
1 11 1 1

1 1/2 1/2
111 1 1

2

1exp1
12 2

k k
rr k

k k

n
j j js

j j j j

B
x

Kr

vz

= v
1

0

0.5z xdx

�

− =
1

2

0

1zd
x dx

d x
v

( ) ( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )
( )
( )( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )

ρ

= ρ

=

+ − α ρ ρ − α ρχρ = −
β α − ρ
+ − α ρ ρ − α ρχ− +

β α − ρ

+ − α ρ − α ρχ
+ ρ

β α − ρ

χ ρ ρ − α ρ ρχ − α ρ + ρ ρ − α ρρ = +
α β − ρ α β

 

v

2
1 1 1 1 1

1 2 4
1 1 1

2
1 1 1 1 1

2 4
1 1 1

2 2
1

1/21/2
1 11 1 1 1 1 1

1 1/2 2 1/2
1 1 1

1 1 2 1
2 1

1 1 2 1
2 1

1 1 2 1 21
2 1

11 2 11
1

jw

j

w w ws
z

w

s

n
j j j jj

j
j j j j

j j j js

j j j

KrWi

KrWi

d
KrWi

x
Kr











  

     


1

n



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2022

ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 33

для экспоненциальной формы модели Фан-Тьен–Таннера

(2.21)

Здесь  – интегральная показательная функция. В (2.20) и (2.21);

 – значение параметра на стенке трубы.
Непосредственное использование аналитических выражений (2.20) и (2.21) затруднено тем

фактом, что между безразмерными комплексами Wi и Kr существует функциональная зависи-
мость, которую можно определить с помощью формулы (2.19). Однако интеграл в (2.19) опреде-
ляется только численно, поэтому для его определения используются методы численного инте-
грирования. Для получения конкретных решений поставленных задач был разработан алгоритм
расчета, изложенный ниже. Отметим, что для заданных значений, определяющих течение вяз-
коупругих жидкостей чисел Вайсенберга, расчет носит итерационный характер.

3. АЛГОРИТМ РАСЧЕТА
Для получения конкретных решений выполняем следующие действия:
1. Задаемся значением параметра на стенке .
2. Находим  из условий (2.9) или (2.10).
3. Находим значение Kr из второго соотношения (2.11) или (2.12), полагая в нем x = 1:

4. Находим Wi согласно (2.19) с использованием формулы трапеций

где  определяется из условия

где ;  – число отрезков, на которые делится сегмент .
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5. В зависимости от используемой реологической модели определяем профиль скорости по
формулам (2.20) или (2.21). Альтернативный вариант нахождения профиля скорости может быть
представлен в виде с использованием формулы трапеций

6. Определяем распределение компонент тензора упругих деформаций для каждой из мод, а
так же суммарные компоненты в виде параметрических зависимостей (2.13)–(2.15) (модель Гие-
зекуса) и (2.16)–(2.18) (модель ФТТ).

4. ВЕРИФИКАЦИЯ МЕТОДА
Для проверки адекватности применяемого метода было проведено сравнение результатов

расчета течения 4-модальной вязкоупругой жидкости, реологическое поведение которой было
описано с помощью экспоненциальной формы модели Фан-Тьен–Таннера [8], при ее течении
в круглой трубе. Результаты сравнения этих решений представлены на рис. 1. Таким образом,
предлагаемый метод позволяет адекватно рассчитывать гидродинамические характеристики те-
чения вязкоупругих жидкостей как для малых, так и для больших значений чисел Вайсенберга,
в отличие от прикладных пакетов, например, Polyflow.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ
Численные расчеты были проведены для двух конкретных вязкоупругих жидкостей – распла-

ва DSM Stamylan LD 2008 XC43 LDPE с реологическими характеристиками, представленными
в [21] и для 0.25% водного раствора полиакриламида, реологические параметры которого опре-
делялись на основании кривой вязкости, построенной с помощью реометра Anton Paar MCR 102
при температуре 273 K и представлены в табл. 1.

На рис. 2 представлены профили скорости и нормальных напряжений для рассматриваемых
жидкостей. Из рисунка видно, что при малых значениях чисел Вайсенберга реологическое пове-
дение вязкоупругой жидкости близко к поведению ньютоновской жидкости  (про-
филь скорости приближается к параболическому). По мере возрастания числа Вайсенберга

 профиль скорости деформируется, становится более пологим или наполненным, т.е.
значение скорости в центре трубы уменьшается, а значения скорости ближе к стенкам увеличи-
ваются. Как показали расчеты, наибольшая деформация профиля скорости наблюдается при
числах Вайсенберга в интервале от 100 до 150 для обеих рассматриваемых жидкостей.

Следует отметить, что в отличие от работы [22], в которой говорится, что по мере увеличения
числа Вайсенберга различия между распределением профилями скорости, полученными с ис-
пользованием одномодальной модели Гиезекуса и упрощенной модели Фан-Тьен–Таннера воз-
растают, результаты расчетов сделанных в настоящей работе при больших числах Вайсенберга
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Рис. 1. Профили безразмерной скорости в круглой трубе: сплошная линия – [8]; пунктирная линия – парамет-
рический метод решения.
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не приводят к такому различию. Из рис. 2 видно, что разница между расчетными значениями
скорости и напряжений для обеих моделей вызвана свойствами выбранных моделей, а не чис-
ленными ошибками. Если распределения профилей скоростей не отличаются принципиально в
широком диапазоне чисел Вайсенберга, то разница между распределениями нормальных
напряжений, рассчитанных с помощью модели Гиезекуса и экспоненциальной формы модели
Фан-Тьен–Таннера, увеличивается с ростом среднего времени релаксации.

Использование параметрического представления искомых функций позволяет рассчитывать
зависимость коэффициентов первой разности нормальных напряжений в зависимости от скоро-
сти сдвига, которая является одной из основных характеристик реологического поведения сред
в вискозиметрических течениях. На рис. 3 представлены результаты таких расчетов и их сравне-
ние с экспериментальными данными [21].

Как было замечено в работах [23, 24], реальному поведению вязкоупругих сред соответствует
значение реологического параметра , в противном случае на числа Вайсенберга на-
кладываются ограничения. Например, в [25] для одномодальной жидкости, описанной моделью
Гиезекуса, получено, что для  число Вайсенберга не должно превышать значения 0.7,

< α <0 0.5k

< α <0.5 1k

Таблица 1. Реологические параметры 0.25% водного раствора полиакриламида

Гиезекус ФТТ

k [с–1] [Па · с]  [П · с]

1 0.1184 0.137 0.039 0.5 0.99 0.26 0.44
2 0.9489 0.9004 – 0.5 0.9 0.06 0.44
3 7.6671 6.0406 – 0.5 0.99 0.16 0.44
4 72.3015 32.2598 – 0.5 0.55 0.22 0.44

λk ηk ηs αk α� k ξk εk

Рис. 2. Профили безразмерной скорости, нормальных напряжений при течении сплошной среды DSM Stamy-
lan LD 2008 XC43 (а, б, в) и 0.25% водного раствора полиакриламида (г, д, е): сплошная линия – модель Гиезе-
куса; пунктирная линия – модель ФТТ; крестики – ньютоновская жидкость.
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в то время как предельное значение этого числа в экспериментальных исследованиях для 0.25%
водного раствора полиакриламида было равно 1. Как видно из рис. 4, начиная приблизительно с

, профили нормальных напряжений, а также распределения коэффициентов первой раз-
ности нормальных напряжений в поперечном сечении трубы характеризуются наличием точек
перегиба при использовании модели Гиезекуса с нелинейным параметром, лежащим в интерва-
ле 0.5 < α < 1. В этом случае по мере увеличения числа Вайсенберга обнаруженная точка перегиба
смещается к центру трубы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В настоящей работе предлагается параметрический метод решения задачи о течении вязко-

упругой жидкости в круглой трубе для умеренных и больших чисел Вайсенберга. В качестве диф-
ференциальных реологических уравнений использованы многомодальные реологические урав-
нения состояния Гиезекуса и экспоненциальная форма модели Фан-Тьен–Таннера. Показано,
что первая модель предсказывает более высокие значения нормальных напряжений по сравне-
нию с аналогичными результатами, полученными с помощью модели Фан-Тьен–Таннера.
Обнаружено, что наибольшая деформация профиля осевой скорости достигается при числах
Вайсенберга в диапазоне от 100 до 150. Вне доверительного диапазона чисел Вайсенберга приме-
нительно для модели Гиезекуса существуют точки перегиба в распределении нормальных напря-
жений, характеризующих течение вязкоупругой жидкости в круглой трубе. Эти точки перегиба
смещаются к центру трубы с увеличением числа Вайсенберга. Разработанный метод можно лег-
ко адаптировать для решения задачи о течении вязкоупругой жидкости в плоских каналах и в за-
зоре между двумя цилиндрами, для произвольного числа мод в уравнении состояния вязкоупру-
гой среды.

= 3Wi

Рис. 3. Коэффициенты первой разности нормальных напряжений для DSM Stamylan LD 2008 XC43 (а) и для
0.25% водного раствора полиакариламида (б): сплошная линия – модель Гиезекуса; пунктирная линия – мо-
дель ФТТ; окружности – экспериментальные данные [21].
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Рис. 4. Профили безразмерной скорости (а) и нормальных напряжений (б, в) для различных значений чисел
Вайсенберга: сплошная линия – модель Гиезекуса ; пунктирная линия – модель Гиезекуса

; крестики – ньютоновская жидкость.
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