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Исследуется устойчивость адвективного течения в плоском вращающемся горизонтальном
слое несжимаемой жидкости с твердыми границами. На верхней границе слоя задано линей-
ное распределение температуры, нижняя граница теплоизолированная. Адвективное тече-
ние, возникшее за счет горизонтальной конвекции, описывается аналитически в виде нового
точного решения уравнений Навье–Стокса в приближении Буссинеска. При малом значе-
нии числа Прандтля в рамках линейной теории исследуется устойчивость адвективного тече-
ния на нормальные возмущения для широкого диапазона числа Тейлора. Определяются
наиболее опасные моды, строятся нейтральные кривые. В рамках нелинейной постановки за-
дачи изучается влияние вращения на структуру конечно-амплитудных возмущений в надкри-
тической области вблизи минимумов нейтральных кривых.

Ключевые слова: горизонтальная конвекция, адвективные течения, точное решение, нормаль-
ные возмущения, устойчивость, конечно-амплитудные возмущения
DOI: 10.31857/S0568528122020086

Под воздействием продольного градиента температуры в горизонтальном слое жидкости воз-
никает адвективное течение [1]. Его специфика состоит в отсутствии вертикальной компоненты
скорости, вектор скорости в потоке ориентирован перпендикулярно силе плавучести, которая
является основной причиной движения. В случае, когда температура на одной или обеих гори-
зонтальных границах слоя является линейной функцией ( , где  – продольная координа-
та,  – постоянный горизонтальный температурный градиент на границах слоя), течение опи-
сывается аналитическим выражением, которое является точным решением уравнений Навье–
Стокса [2, 3]. При наличии твердых границ, на которых задано условие прилипания, возникает
течение Остроумова–Бириха [4]. Устойчивость такого течения исследована в [5], в частности,
при малых числах Прандтля неустойчивость обусловлена гидродинамическим механизмом (не-
подвижные вихри на границе встречных потоков). Обзор устойчивости других подобных тече-
ний представлен в [6].

Адвективное течение в горизонтальном слое жидкости с теплоизолированной нижней грани-
цей описано аналитически в [7]. В этом случае кубический профиль скорости остается неизмен-
ным, а в профиле температуры отсутствуют зоны потенциально неустойчивой стратификации,
тем самым исключаются моды неустойчивости рэлеевской природы. Линейный анализ устойчи-
вости, проведенный в [7], показал, что опасные гидродинамические моды возникают при малых
числах Прандтля ( ) от 0.015 до 0.27.

В монографии [8] представлено точное решение уравнений Навье–Стокса в приближении
Буссинеска, описывающее адвективное течение, возникающее во вращающемся горизонталь-
ном слое жидкости с твердыми границами и линейной температурой на обеих границах слоя.
Имеются две горизонтальные компоненты скорости, профили которых являются антисиммет-
ричными относительно вертикальной оси . Они описывают движение жидкости типа спи-
рали Экмана, поле же температуры описывает два тепловых потока, двигающихся вдоль слоя.
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С ростом числа Тейлора (Ta) вблизи твердых границ образуются пограничные слои скорости
и температуры, в которых градиент давления балансируется с силами вязкости и силами Ко-
риолиса.

Устойчивость такого течения изучена в работе [9] для большого диапазона Ta. Было показано,
что при малых значениях  с ростом числа Тейлора наиболее опасные моды неустойчивости
меняются. При малых значениях Ta в слое с твердыми границами снижается устойчивость адвек-
тивного течения, а затем, начиная с некоторого порогового значения, стабилизирует его. Этот же
факт был зафиксирован в горизонтальном слое жидкости со свободной верхней границей при
исследовании устойчивости адвективного течения [10], а также при численных расчетах во вра-
щающихся круглых кюветах [11–14].

В данной работе исследуется устойчивость адвективного течения во вращающемся горизон-
тальном слое жидкости с твердыми границами при теплоизолированной нижней границе.

1. АДВЕКТИВНОЕ ТЕЧЕНИЕ

Рассмотрим бесконечный горизонтальный слой несжимаемой жидкости шириной  с твер-
дыми границами, вращающийся с постоянной угловой скоростью , где  – орт-вектор
вертикальной оси . Направление оси вращения совпадает с вертикальной осью координат .
На обеих границах задано условие прилипания, поток замкнутый, на верхней границе приложен
постоянный горизонтальный градиент температуры , нижняя граница теплоизолированная.
Движение жидкости описывается уравнениями конвекции в приближении Буссинеска [15] в де-
картовой системе координат  (  – вертикальная координата, ,  – горизонтальные коор-
динаты). Выбрав в качестве единиц измерения длины, времени, скорости, температуры и давле-
ния , , , ,  (где  – кинематическая вязкость,  – коэффициент теплового
расширения, g – ускорение свободного падения,  – средняя плотность), получим исходные
уравнения в безразмерном виде

(1.1)

где  – вектор скорости, p – конвективная добавка к гидростатическому

давлению, соответствующему средним значениям температуры и плотности [1, 16], Gr =  –

число Грасгофа,  – число Тейлора,  – число Прандтля, χ – коэффициент

температуропроводности, оператор Лапласа . Граничные условия в
безразмерном виде имеют вид:

(1.2)
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Краевая задача (1.1), (1.2) имеет аналитическое решение [8]:

(1.3)

где ,  и  – компоненты вектора скорости, Re – действительная часть комплекс-
ного значения,  – мнимая часть комплексного значения,  – температура.

Профили компонент скорости ,  во вращающемся слое являются антисимметрич-
ными относительно оси . Они описывают движение спирального типа, что иллюстрирует годо-
граф вектора скорости на рис. 1а. На рис. 1б представлен график зависимости максимумов гори-
зонтальных компонент скорости от числа Тейлора. Максимум первой компоненты скорости

 монотонно убывает с увеличением числа Тейлора пропорционально . При отсутствии
вращения , вторая компонента скорости возникает при наличии вращения, когда

. Ее максимум начинает возрастать в диапазоне , оставаясь при этом меньше
максимума первой компоненты скорости . Таким образом, под действием силы Кориолиса те-
чение Остроумова-Бириха [2–4] начинает перестраиваться. При  максимум первой и
максимум второй горизонтальной компоненты скорости выравниваются и теперь они оба моно-
тонно убывают по корневому закону. На рис. 1в представлены графики  при  и

. Профили температуры не обладают симметрией. С ростом числа Тейлора максимум 
по модулю монотонно убывает.

2. ЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ

Для исследования устойчивости адвективного течения (1.3) применим метод малых возмуще-
ний [5]

(2.1)

Здесь , ,  – малые возмущения. Подставив возмущенные поля скорости, температуры и
давления (2.1) в исходную систему (1.1) и граничные условия (1.2), получим следующую задачу:

(2.2)

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

= υ = − ≡

= + τ τ = υ − υ − −

μ= μ = + = −
μ

0 1 0 1 0

0 0 0 0 0

41

1 1Im , Re , 0

1 ', ( ) [ ( ) ( 1)( 1)]

sh
, 1 , 1

sh 4

u z f z z z f z w z
Ta Ta

T x GrPr z z z z
Ta

z Taf z i i

( )0u z ( )υ0 z ( )0w z
Im 0T

0( )u z υ0( )z
z

0( )u z 1 Ta
( )υ ≡0 0z

> 0Ta ≤ ≤0 98.4Ta
0u

> 98.4Ta

τ0( )z = 0.1Ta
= 310Ta τ0( )z

( ) ( )= + = υ = = + θ = +V V0 0 0 0 0 0, , ,0 , , , 'u U,V,W T T P p Pv v v

V θ 'P

( ) ( ) ( )[ ] ( )
( )

∂ + ∇ + ∇ + ∇ + × = − + Δ + θ
∂

= =

z z

V
i i ' ,

0,0,1 div 0

Gr Ta P
t 0 0

z

V V V v v V V V

i V

Рис. 1. Годограф вектора скорости при  (а), зависимость максимумов компонент скорости  и 

от числа Тейлора: 1 − max u0, 2 − max v0 (б), графики  при (3) и (4) (в).
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(2.3)

(2.4)

В рамках линейной теории устойчивости в уравнениях (2.2)–(2.4) пренебрегаем малыми
квадратичными по возмущениям  и  слагаемыми. Полученная система линейных уравнений
имеет решения в виде нормальных возмущений, пропорциональных , где

, – декремент, определяющий временной ход возмущений. Вещественные коэффи-
циенты  и  – это компоненты волнового вектора вдоль осей  и . Следуя [1, 5], будем изу-
чать два предельных случая. Это пространственные винтовые периодические возмущения в виде
валов с осью, параллельной оси , которые при отсутствии вращения превращаются в плоские,
и пространственные спиральные периодические по y возмущения в виде валов с осью, перпен-
дикулярной к оси  при . Числа Тейлора рассматриваются в диапазоне от 0 до 105.

Случай винтовых возмущений. Уравнения возмущений выводятся из линеаризованной систе-
мы (2.2)–(2.4) в предположении, что производная по  от всех функций равна нулю ( ).
Имеются все три компоненты вектора возмущения скорости и возмущение температуры, кото-
рые являются функциями времени  и двух пространственных координат x и z. Учитывая, что ди-
вергенция возмущений скорости равна нулю, введем функцию тока возмущений  и вихря
возмущения скорости 

Рассмотрим нормальные возмущения вида

В результате задача сведется к решению системы линейных уравнений в частных производ-
ных по времени  и переменной , описанной в [8], с граничными условиями

(2.5)

(2.6)

В качестве начальных возмущений функции тока, второй компоненты скорости и аддитив-
ной компоненты поля температуры берем функцию , удовлетворяющую граничным
условиям (2.5), (2.6).

Полученная начально-краевая задача решается по численной методике, описанной в [8]. При
построении нейтральной кривой, описывающей зависимость критического числа Грасгофа от
волнового числа, для каждого выбранного значения  требуется найти такое число Грасгофа,
при котором действительная часть декремента возмущений  равна нулю. Иными сло-
вами, решается задача о поиске корня  для неявной функции  (kx, Gr, Ta). Эта функция
строится дискретно по точкам с помощью многократного решения эволюционной задачи мето-
дом сеток. Для нахождения действительной части декремента возмущений  прослеживалась
эволюция во времени максимумов по модулю неизвестных. В силу линейности задачи устойчи-
вости в качестве аппроксимации зависимости амплитуд по времени использовалась экспонен-
циальная формула . Неизвестные  и  определяются методом наименьших квадратов
[17] по ходу вычислений уравнений системы методом сеток. Нулевое значение декремента воз-
мущений уточняется методом половинного деления [17]. Характер поведения возмущений от
времени существенно зависит от всех параметров задачи; в области неустойчивости все возму-
щения нарастают, а в области устойчивости затухают.
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Расчеты показали, что в рассмотренном диапазоне чисел Тейлора сохраняется колебательный
характер неустойчивости. С ростом  наблюдались четыре наиболее опасные моды
(рис. 2а,б,в), сменяющие друг друга. Мода I (рис. 2а) при отсутствии вращения ( ) описана
в [7]. При  она наиболее опасна в интервале . В указанном диапазоне числа Тей-
лора адвективное течение резко стабилизируется. С ростом Ta возрастает критическое число
Грасгофа ( ), волновое число  растет от  до . Отметим, что, как и в [7], инкремент воз-

Ta
= 0Ta

≠ 0Ta < <0 33Ta

kGr xk 1.26 1.56

Рис. 2. Зависимость критического числа Грасгофа ( ) от числа Тейлора ( ) для первой (I), второй (II) (а),
третьей (III) (б) и четвертой (IV) моды неустойчивости (в) на винтовые возмущения; нейтральные кривые за-
висимости числа Грасгофа от волнового числа  при (г) –  (1–2); (д) –  (3–4); (е) –

 (5–6) и (ж) – .
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мущений  и он становится больше с увеличением числа Тейлора. На рис. 2г представлены
характерные для данной моды нейтральные кривые при  и . При меньшем значении
числа Тейлора критическое число Грасгофа становится меньше, также как и волновое число.

Вторая мода (рис. 2а) развивается в интервале . С ростом числа Тейлора вол-
новое число  уменьшается от  до , адвективное течение становится менее устойчивым,
так как критическое число Грасгофа уменьшается от 2411836.9 до 1224076.9. На рис. 2д представ-
лены нейтральные кривые при  и . При меньшем значении числа Тейлора кри-
тическое число Грасгофа, также как и волновое число, больше.

Третья мода (рис. 2б) является наиболее опасной при . С ростом числа Тейлора
волновое число  увеличивается от 0.07 до 0.91, критическое число Грасгофа уменьшается от
138434.5 до 15270.3, таким образом, здесь течение дестабилизируется. На рис. 2е представлены
нейтральные кривые при  и . С ростом значений числа Тейлора убывает крити-
ческое число Грасгофа, волновое число увеличивается.

Четвертая мода (рис. 2в) находится в интервале . С ростом числа Тейлора вол-
новое число  увеличивается от 0.27 до 8.2,  уменьшается до  при , это значе-
ние является минимальным на всем интервале от 0 до 105. При  критическое число
Грасгофа монотонно возрастает с ростом числа Тейлора до  при . На рис. 2ж
представлена нейтральная кривая при .

Случай спиральных возмущений. Уравнения спиральных возмущений выводятся из системы (2.2)–
(2.4) в предположении, что производные в ней по  от всех функций равны нулю ( ). Име-
ются три компоненты вектора возмущения скорости, а также возмущения температуры, которые
являются функциями времени  и двух пространственных переменных , . Аналогично преды-
дущему случаю введем функцию тока возмущений  и вихря возмущения скорости (t, y, z):

Рассмотрим нормальные возмущения вида:

В результате задача сведется к решению системы линейных уравнений в частных производ-
ных по времени  и переменной  [8] с граничными условиями:

(2.7)

(2.8)

Полученная начально-краевая задача решается по вычислительной схеме аналогично случаю
винтовых возмущений. В качестве начальных возмущений для неизвестных возьмем снова
функцию , удовлетворяющую граничным условиям (2.7), (2.8).

Расчеты показали, что в рассмотренном диапазоне чисел Тейлора сохраняется колебательный
характер неустойчивости. С ростом Ta наблюдались две наиболее опасные моды (рис. 3а,б), сме-
няющие друг друга. Мода I (рис. 3a) наиболее опасна на интервале . При 
критическое число Грасгофа уменьшается до 1163.9 с увеличением числа Тейлора, тем самым де-
лая адвективное течение менее устойчивым во вращающемся слое жидкости,  явля-
ется минимальным для всех чисел Тейлора на всем рассматриваемом интервале от 0 до 105. При

 критическое число Грасгофа растет с увеличением числа Тейлора и достигает значе-
ния  при . Волновое число  монотонно возрастает с ростом числа Тейлора от 0.34
до 0.64 при , а затем убывает от  до  при . На рис. 3в представлены
характерные нейтральные кривые при  и .
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При  адвективное течение устойчиво на спиральные возмущения при любых
значениях числа Грасгофа.

Вторая мода (рис. 3б) находится в интервале . При  критическое
число Грасгофа уменьшается от  до  с увеличением числа Тейлора. Происходит де-
стабилизация адвективного течения на данном интервале,  является локальным ми-
нимумом на рассматриваемом интервале. При  критическое число Грасгофа растет
с увеличением числа Тейлора и достигает значения  при максимальном значении числа
Тейлора. Большое число Тейлора можно связать с большой угловой скоростью вращения при
фиксированной вязкости жидкости и фиксированной толщине слоя. Тогда справедливо утвер-
ждение, что быстрое вращение стабилизирует течение. Волновое число  монотонно возрастает
с ростом числа Тейлора от 0.7 до 1.67. В качестве примера на рис. 3г представлены нейтральные
кривые при  и .

3. КОНЕЧНО-АМПЛИТУДНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ

Поведение возмущений конечной амплитуды в надкритической области исследуется на осно-
ве нелинейной системы уравнений (2.2)–(2.4).
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Рис. 3. Зависимость критического числа Грасгофа ( ) от числа Тейлора ( ) для первой (а) и второй моды не-
устойчивости (б) на спиральные возмущения; нейтральные кривые зависимости числа Грасгофа от волнового
числа : Ta = 10 (а), 30 (б), 1000 (в), 2000 (г).
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Случай винтовых возмущений. Для винтовых периодических по  возмущений система имеет вид

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

где  – длина волны возмущений, оператор Лапласа , , (t, x, z),
, (t, x, z) – конечно-амплитудные возмущения функции тока, вихря скорости, второй

компоненты скорости и температуры.
Нелинейная двумерная задача (3.1)–(3.4) решалась численно методом сеток [18]. В рамках

двухполевого метода [19] использовалась явная конечно-разностная схема. Уравнение Пуассона
для функции тока решалось методом последовательной верхней релаксации. Основные расчеты
проводились на сетке 101 × 200.

Функции тока и вихря скорости описывают проекцию движения конечно-амплитудных воз-
мущений на плоскость . Вторая y-я компонента скорости описывает проекцию движения
конечно-амплитудных возмущений на плоскость  или . Положительное значение возму-
щения скорости  описывает движение вглубь, а отрицательное – движение в противопо-
ложном направлении, перпендикулярное плоскости .

Расчеты показали, что при всех рассматриваемых значениях числа Тейлора возмущения
представляют собой систему бегущих винтообразных вихрей, возникающих в областях с не-
устойчивой температурной стратификацией. Однако для разных мод картина конечно-ампли-
тудных возмущений имеет некоторые отличия.

На рис. 4а,б,в представлены изотермы конечно-амплитудных возмущений температуры (t, x, z),
изолинии возмущений функции тока ψ(t, x, z) и скорости  при  для числа Грасго-
фа  выше критического. Поперек слоя возникают движущиеся вдоль слоя чередую-
щиеся холодные и теплые пятна. Проекция движения, описанная функцией возмущения функ-
ции тока вблизи порога устойчивости, представляет собой две цепочки вращающихся, соответ-
ственно, против и по часовой стрелке вихрей, локализованных в верхней и нижней половине
слоя и движущихся в противоположных направлениях вдоль слоя. Одновременно y-я компонен-
та возмущения скорости описывает в центре слоя вращение против и по часовой стрелке попар-
но движущихся вдоль оси  вихрей в плоскости .

При  и  (рис. 5a–5c) чередующиеся тепловые пятна, движущиеся вдоль
оси абсцисс, локализуются в нижней половине слоя и имеют форму, близкую к полуокружности.
Проекция движения адвективного течения на плоскость , описанная , представляет
собой последовательность вращающихся поперек слоя против и по часовой стрелке вихрей и
движущихся вдоль него. Одновременно y-я компонента возмущения скорости описывает в цен-
тре слоя вращение против и по часовой стрелке попарно движущихся вдоль оси  вихрей в
плоскости .

При  и  (рис. 4г,д,е) две цепочки движущихся вдоль слоя чередующихся
теплых и холодных пятен находятся вблизи границ слоя. Причем в силу теплоизоляции нижней
границы вращающегося слоя жидкости нижние тепловые пятна имеют форму, близкую к полу-
окружности. Проекция, описанная функцией тока, представляет собой последовательность дви-
жущихся вдоль и вращающихся поперек слоя пары вихрей. Одновременно  описывает
вращение против и по часовой стрелке последовательности движущихся вдоль оси  вихрей в
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плоскости . При  и  (рис. 5г–5е) структура конечно-амплитудных возму-
щений аналогична предыдущему случаю. Однако вторая компонента скорости описывает вихре-
вое движение жидкости под углом к плоскости .

Случай спиральных возмущений. Для пространственных периодических по  возмущений си-
стема имеет вид

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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Рис. 4. Изолинии конечно-амплитудных возмущений температуры  (а, г), функции тока  (б, д)
и второй компоненты скорости  (в, е): , ,  (а–в); , ,
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где оператор Лапласа . Имеются все три компоненты возмущений скорости,
которые зависят от времени  и двух пространственных координат  и .  – конечно-ам-
плитудные возмущения функции тока, описывающие проекцию возмущений скорости на плос-
кость ,  – конечно-амплитудные возмущения первой компоненты скорости, описы-
вающие проекцию возмущений скорости на плоскость  или , ,  – конеч-
но-амплитудные возмущения вихря скорости и температуры.

Нелинейная двумерная задача (3.5)–(3.8) решалась численно методом сеток, аналогично за-
дачи (3.1)–(3.4). Основные расчеты проводились на сетке . Расчеты показали, что ана-
логично случаю винтовых возмущений, при всех рассматриваемых значениях числа Тейлора в
областях с неустойчивой температурной стратификацией возникает система разнообразных бе-

Δ = ∂ ∂ + ∂ ∂2 2 2 2y z
t y z ( )Ψ ,t, y z

yOz ( )U t, y, z
xOz xOy ( )Φ t, y, z ( )θ t, y, z
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Рис. 5. Изолинии конечно-амплитудных возмущений  (а, г) и функции тока  (б) и

 (д), второй компоненты скорости  (в, е): , ,  (а–в); ,
,  (г–е).
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гущих винтообразных вихрей. Для разных мод картина конечно-амплитудных возмущений име-
ет некоторые отличия.

На рис. 6а,б,в представлены изотермы возмущений температуры , изолинии возму-
щений функции тока  и компоненты скорости  при  для числа Грасгофа

 выше критического. В середине вдоль слоя движется холодное пятно. Проекция дви-
жения, описанная функцией возмущения функции тока вблизи порога устойчивости, представ-
ляет собой цепочку вращающихся в разном направлении вихрей, занимающих весь слой, движу-
щихся вдоль оси . Одновременно x-я компонента возмущения скорости описывает в центре

( )θ t, y, z
( )Ψ ,t, y z ( )U t, y, z = 10Ta

= 2000Gr

Oy

Рис. 6. Изолинии конечно-амплитудных возмущений температуры  (а–г), функции тока 

(б) и  (д), первой компоненты скорости  (в) и  (е): , ,  (а–
в); , ,  (г–е).
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слоя вращение против и по часовой стрелке попарно движущихся вдоль оси  вихрей в плоско-
сти .

Для второй моды в качестве примера, иллюстрирующего поведения конечно-амплитудных
возмущений, рассматривается случай, близкий к наименее устойчивой ситуации при 
и  (рис. 6г,д,е). Поперек слоя формируется теплое и холодное пятно сложной конфигу-
рации, которые движутся вдоль слоя. Одновременно там образуется перемещающийся вихрь,
который вращается против часовой стрелки. Отметим, что с ростом числа Тейлора конфигура-
ция движения усложняется, поперек слоя образуется пара спиралевидных вихрей. Что касается
изолиний возмущения первой компоненты скорости, то можно заметить, что они описывают
вращение жидкости поперек слоя в плоскости .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представленное новое точное решение уравнений Навье–Стокса, записанное в приближе-

нии Обербека–Буссинеска и описывающее адвективное течение несжимаемой жидкости во вра-
щающемся горизонтальном слое с твердыми границами и условием теплоизоляции на нижней
границе, меняет свой профиль с ростом числа Тейлора. С увеличением  течение перестраива-
ется, что влияет на его устойчивость.

Под воздействием вращения обогащается картина устойчивости адвективного течения по
сравнению с результатами работы [7], полученными при отсутствии вращения. В рамках линей-
ной теории устойчивости показано, что на всем рассматриваемом диапазоне числа Тейлора для
значений числа Грасгофа выше критического развивается колебательная неустойчивость. С ро-
стом Ta последовательно меняются наиболее опасные колебательные моды. Винтовые возмуще-
ния дестабилизируют течение при , а спиральные возмущения делают течение
менее устойчивым при  и . Спиральные возмущения являются более
опасными, минимальное критическое число Грасгофа  достигается при . При
условии теплоизоляции на нижней границе слоя адвективное течение более устойчиво на нор-
мальные возмущения, чем в случае, когда на нижней границе задано линейное распределение
температуры [20].

Поведение конечно-амплитудных возмущений, возникающих в слое жидкости при значени-
ях числа Грасгофа выше критического, исследовано конечно-разностным методом сеток на ос-
нове нелинейной задачи. За порогом устойчивости возникают нестационарные периодические
конечно-амплитудные возмущения скорости и температуры в виде системы пространственных
вихрей и температурных пятен.
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