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Для описания процессов излучения и дифракции волн, инициируемых погруженным телом
в слое воды постоянной конечной глубины с ледяным покровом, предлагается использовать
метод, основывающийся на трехмерной функции Грина. Предполагается, что жидкость иде-
альная и течение безвихревое, ледяной покров моделируется упругой пластиной. Функция
Грина, удовлетворяющая линеаризованному условию на покрытой льдом поверхности, вы-
водится в трехмерном случае для тела без продольного движения в слое воды конечной глу-
бины и приводятся численные результаты для функции Грина и ее производных. С помощью
распределения объемного расхода источников на поверхности тела выводятся интегральные
уравнения и решаются задачи излучения и дифракции волн. В качестве примера рассматри-
вается погруженная сфера и анализируется влияние глубины слоя воды и изгибной жестко-
сти ледяного покрова на гидродинамику рассматриваемой задачи. Хорошее согласие полу-
ченных результатов с аналитическими решениями подтверждает корректность и достовер-
ность предлагаемого метода.
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Многочисленные исследования, основывающиеся на теории потенциальных течений, были
проведены при рассмотрении тела, погруженного в воду со свободной поверхностью. Гидроди-
намическая задача решалась численно посредством реализации метода функции Грина для слу-
чая свободной поверхности [1–4], в котором требовалось интегрирование по каждой из дискре-
тизированных частей поверхности тела. Кроме того, для обоснования результатов, полученных
численным методом, для специальной геометрии были получены аналитические решения, на-
пример, процесс излучения и дифракции волн погруженной сферой в воде был исследован в раз-
личных случаях, а именно, в случае бесконечной [5] и конечной [6] глубины воды, при поступа-
тельном движении среди волн [7], а также в некоторых других случаях. Таким образом, гидроди-
намическая задача была успешно решена для тела, погруженного в воду со свободной
поверхностью.

С недавнего времени все большее и большее внимание стало уделяться полярным областям в
силу экономической эффективности, обусловленной огромными запасами природных ископа-
емых и открытию новых проходов. Это сделало гидродинамическую задачу о теле, погруженном
в воду с ледяным покровом, горячей темой исследований более сложных по сравнению с иссле-
дованиями для тела, погруженного в воду со свободной поверхностью. Ледяной покров имеет су-
щественное влияние на гидродинамическое нагрузки в случае погруженного тела, когда при
движении тела формируется изгибно-гравитационная волна, которая вынуждает ледяной по-
кров изгибаться и даже ломаться [8]. Таким образом, как гидродинамическое нагрузки, действу-
ющие на погруженное тело, так и прогиб ледяного покрова стали притягательными точками
внимания исследователей.
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Для исследования нагрузок, действующих на погруженное тело, с помощью надлежащего ис-
пользования интегральной теоремы Грина в двумерном случае было исследовано рассеяние
наклонно падающих волн на длинном круговом цилиндре, погруженном в жидкость, нахо-
дящуюся под тонким слоем льда, в случае как однородной, так и двуслойной жидкостей [9, 10].
В дальнейшем, в случае горизонтального цилиндра произвольного поперечного сечения, погру-
женного в воду с ледяным покровом [11], двумерная задача о малых колебаниях была решена в
приближении Буссинеска, при этом для колебаний цилиндра была получена двумерная функ-
ция Грина. При рассмотрении задачи об однородном течении, взаимодействующем с круговым
цилиндром, находящимся под бесконечным ледяным покровом, была выведена функция Грина
[12], обусловленная наличием источника массы, и при дифференцировании функции Грина по
отношению к расположению источника возбуждения колебаний, была получена картина муль-
типолей, а также произведена оценка коэффициентов сопротивления и подъемной силы и най-
ден прогиб ледяного покрова. В трехмерном случае, используя метод мультипольного разложе-
ния для погруженной сферы, колеблющейся в воде бесконечной [13] и конечной [14] глубины с
ледяным покровом, были найдены коэффициенты присоединенных массы и затухания. Было
рассчитано рассеяние волн погруженной сферой в однородном слое воды конечной глубины [15]
и в двуслойной жидкости бесконечной [16] и конечной [17] глубины с ледяным покровом. Далее
[18], используя метод мультипольного разложения, были решены задачи об излучении изгибных
гравитационных волн (всплеск, боковой снос, вертикальное перемещение) погруженной сфе-
рой, перемещающейся поступательно на постоянной скорости. Результаты были получены для
коэффициентов сопротивления, подъемной силы, присоединенных массы и затухания, обу-
словленных волновым воздействием. Было обсуждено влияние сплошного ледяного покрова и
битого льда на гидродинамические нагрузки.

Чтобы рассчитать прогиб льдины, исследователи обычно выбирают источник массы или ди-
поль в качестве объекта исследования. В [19] было рассмотрено тело, движущееся близко к по-
верхности льда, и гидродинамическая задача была идеализирована и приведена к стационарно-
му движению точечного источника в воде под плавающей льдиной. Прогиб льдины был найден
с использованием аналитической теории функций комплексного переменного и рассчитан чис-
ленно. В [20] было исследовано прямолинейного нестационарное движение точечного источни-
ка, погруженного в жидкость конечной глубины под плавающей льдиной, и, используя инте-
гральные и асимптотические методы, была выведена формула, описывающая прогиб льдины в
этом случае. В [21] было проведено дальнейшее исследование гидроупругого поведения плаваю-
щей бесконечной пластины, вызванное нестационарным прямолинейным движением точечно-
го источника в жидкости бесконечной глубины. В [22] было проанализировано влияние глубины
воды на прогиб ледяного покрова, когда тело движется под ним, была выбрана некоторая систе-
ма, состоящая из источника и стока для моделирования тела в теоретическом исследовании.
В [23] было изучено фундаментальное решение задачи для изгибных и капиллярно-гравитаци-
онных волн, вызванных линейными, точечными и кольцевыми источниками возбуждения коле-
баний, погруженными в невязкую жидкость конечной глубины, накрытой тонкой упругой пла-
стиной или имеющей инерционную поверхность с капиллярным эффектом. Кроме того, в [24]
были исследованы поверхностные волны, возбуждаемые нестационарными концентрирован-
ными возмущениями в первоначально покоящейся жидкости конечной глубины в двух- и трех-
мерных случаях, решения для поверхностного возвышения были получены в интегральном виде
с помощью совместного преобразования Лапласа–Фурье. В [25, 26] было исследовано возмуще-
ние ледяного покрова при прямолинейном горизонтальном движении диполя в воде с постоян-
ной скоростью в двумерном и трехмерном случаях соответственно.

Вышеупомянутые исследования очень важны для изучения рассматриваемого явления и они
заложили основу для дальнейшего развития гидродинамики погруженного тела при наличии ле-
дяного покрова. Многие полученные результаты обеспечили отправные точки для проверки
численных методов. Однако до сих пор никаких достаточно надежных трехмерных численных
методов для одновременного предсказания гидродинамических нагрузок и прогиба льдин не бы-
ло предложено; это побудило нас провести ряд самостоятельных исследований.

Рассматривая успешное применение метода, использующего функцию Грина при наличии
свободной поверхности, для решения гидродинамических задач о теле, погруженном в жидкость
со свободной поверхностью, в [27] был предложен метод, использующий функцию Грина в слу-
чае поверхности с ледовым покровом, в котором была использована функция Грина, которая
удовлетворяет граничным условиям на поверхности с покровом (функция Грина для поверхно-
сти с покровом), для решения гидродинамической задачи при наличии ледяного покрова. Была
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выведена функция Грина для поверхности с покровом в случае отсутствия поступательного дви-
жения тела в жидкости бесконечной глубины и получено решение задачи об излучении погру-
женным телом произвольной формы волн в воде с ледяным покровом в случае бесконечной глу-
бины. Настоящая работа является продолжением и расширением исследования, проведенного
в [27], при этом случай конечной глубины получает дальнейшее применение. Хотя и имелись не-
многочисленные исследования функции Грина для поверхности с покровом в случае конечной
глубины жидкости, в [28] была выведена функция Грина в случае конечной глубины для гармо-
нического усилия, направленного вниз со стороны бесконечной тонкой плавающей пластины.
Для того, чтобы обеспечить единственное решение в рассматриваемой модели, было введено не-
которое малое положительное число. В итоге функция Грина была выражена в виде ряда. Хотя
исследование [28] заложило основу для развития функций Грина для поверхности с покровом,
основной интерес в этом исследовании состоял в нахождении смещения ледяного покрова и са-
ма по себе функция Грина и ее свойства не получили достаточного внимания. В то же время вве-
дение малого положительного числа затемнило физическую значимость. В этой связи в настоя-
щем исследовании основное внимание концентрируется на функции Грина для поверхности с
покровом в случае конечной глубины жидкости и выполняется оригинальная работа по получе-
нию интегральной формы функции Грина для поверхности с покровом с ясным физическим
значением, что может иметь далеко идущие последствия для приложений.

Основная часть статьи организована следующим образом. Первое и самое главное, ледяной
покров моделируется упругой пластиной, так что функция Грина для поверхности с покровом
определяется как функция Грина в случае покрова в виде упругой пластины. Впервые, в предпо-
ложении, что жидкость идеальная, функция Грина для покрова в виде упругой пластины при от-
сутствии поступательного движения при конечной глубине выводится в интегральной форме в
трехмерном случае. Приводятся численные результаты для функции Грина и ее производных.
Далее, поверхность погруженного тела разделяется на секции, интегральные уравнения задают-
ся посредством распределения интенсивности источников на поверхности тела и, далее, рассчи-
тываются излучение и дифракция волн, генерируемых в воде погруженным телом, и прогибы ле-
дяного покрова. Наконец, в качестве примера рассматривается погруженная сфера, анализиру-
ется влияние глубины воды и изгибной жесткости ледяного покрова на гидродинамику.
Проверка правильности предлагаемой модели проводится посредством сравнения с аналитиче-
ским решением для гидродинамических параметров при наличии ледяного покрова и конечной
глубины жидкости; получено хорошее согласие.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Чтобы исследовать излучение и дифракцию волн, генерируемых погруженным телом в воде
конечной глубины при наличии ледяного покрова, вводится декартова система координат ,
заданная в пространстве, как это изображено на рис. 1, так что ось oz направлена вертикально
вверх, а плоскость o–xy совпадает с невозмущенным положением покрывающей поверхности.
Центр погруженного тела расположен в точке . Дно водоема расположено на постоян-
ной конечной глубине , где H – некоторая положительная постоянная.

Предполагается, что жидкость невязкая и несжимаемая, а ее движение считается безвихре-
вым. Для исследования жидкости в области Ω вокруг погруженного тела применяется теория по-

-  o xyz

( )−0,0, f
= −z H

Рис. 1. Декартова система координат.
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тенциальных течений. Прогиб льдины и общий потенциал скорости обозначим  и
 соответственно. На поверхности воды, которая, будучи подвижной, всегда состоит из

жидких частиц, справедливо кинематическое условие [29], которое определяется соотношением

(1.1)

Предполагается, что амплитуда возмущений поверхности воды достаточно мала по сравне-
нию с длиной волны, поэтому нелинейными слагаемыми можно пренебречь и кинематическое
условие (1.1) может быть линеаризовано

(1.2)

Поскольку течение предполагается безвихревым, можно применить динамическое условие,
задаваемое уравнением Бернулли [30]

(1.3)

Здесь, g – ускорение свободного падения,  – плотность воды и  – давление на поверхно-
сти воды. Поскольку поверхность воды покрыта льдом, который моделируется упругой пласти-
ной и имеет толщину  и плотность , то уравнение движения задается уравнением упругой пла-
стины

(1.4)

где

(1.5)

где  – постоянная жесткости ледяной пластины, которая задается выражением L = ,
где  – эффективный модуль Юнга и  – коэффициент Пуассона. Приравнивая (1.3) и (1.4), по-
лучаем

(1.6)

Дифференцируя уравнение (1.6) по времени и используя уравнение (1.2), можно получить

(1.7)

В дальнейшем все движения предполагаются гармоническими функциями времени с угловой ча-

стотой , так что потенциал скорости можно записать в виде  = ,

где φj (j = 1, …, 6) – потенциалы излучения, индуцированные шестью степенями свободы коле-
баний погруженного тела и (j = 1, …, 6) – соответствующие амплитуды движения, включая фа-
зы,  и  – потенциалы падающей и преломленной волн соответственно, и  – амплитуда
падающей волны. Для удобства определим k0 = ω2/g,  и . Тогда линеаризо-
ванное условие на поверхности с покровом может быть получено из уравнения (1.7) и выражено
следующим образом:

(1.8)

откуда можно обнаружить влияние ледяного покрова на гидродинамику.

( )η , ,x y t
( )Φ , , ,x y z t

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂= + + =
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η ηΦ ΦΦ η при 0.z
z t x x y y

∂ ∂= =
∂ ∂

Φ η при 0.z
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∂ + + = =
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Φ η 0 при 0.
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P g z
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ρw P

T ρ
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∂

2
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2η η  при 0,xyP L T z
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∂ ∂ ∂ ∂

4 2 2 4
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4 2 2 42 ,xy
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Помимо линеаризованного условия на поверхности с покровом, потенциалы скорости φj
(j = 0, 1, …, 7) должны удовлетворять следующим уравнениям:

(1.9)

во всей жидкой области.
Поскольку поверхность тела непроницаемая, нормальная скорость на поверхности тела

должна равняться нормальной скорости прилегающей жидкости. Тогда потенциал скорости
должен удовлетворять следующим линейным условиям на границе тела [31]:

(1.10)

где  – вектор нормали к поверхности тела S0 и ,  – радиус-вектор
точки на S0, проведенный из центра тяжести тела.

Считая, что поверхность твердого горизонтального дна также непроницаемая, имеем

(1.11)

на дне водоема постоянной конечной глубины .
Кроме того, потенциалы скорости должны удовлетворять условию излучения: излучаемые

волны распространяются вовне тела.
В дальнейшем будет предполагаться, что потенциалы скорости найдены и известны. Тогда

давление может быть определено из линеаризованной формы уравнения Бернулли [30] и может
быть разделено на гидростатическую и гидродинамическую составляющие. Гидростатическая
составляющая может быть уравновешена силой тяжести и моментом, обусловленным массой
погруженного тела. В настоящем исследовании большее внимание уделяется гидродинамиче-
ской составляющей давления, которое является гармонической функцией времени: Pd(x, y, z, t) =

= , где  (j = 1, …, 6) представляют собой давления излучения, индуциро-

ванные шестью степенями свободы колебаний погруженного тела с единичной амплитудой дви-
жения,  и  – падающее и преломленное давления, соответствующие единичной амплитуде
приходящей волны; тогда имеем

(1.12)

Сила излучения, определенная присоединенной массой μij и коэффициентами затухания λij
(i, j = 1, 2, …, 6), может быть вычислена посредством интегрирования давлений излучения по по-
верхности тела

. (1.13)

Нагрузки возбуждающих волн , вызванные задачей дифракции, можно выразить в виде  =
=  (i = 1, 2, …, 6), где Fi – комплексный коэффициент давления

(1.14)

Прогиб льдины  можно записать в виде гармонической функции времени  =

=  с амплитудой  и фазой θ. С помощью линейного кинематического
условия (1.2) можно исключить зависимость от времени; тогда получим

(1.15)

∇ φ =2 0j
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2. ФУНКЦИЯ ГРИНА В СЛУЧАЕ ПОКРОВА В ВИДЕ УПРУГОЙ ПЛАСТИНЫ

Когда ледяной покров моделируется как тонкая упругая пластина (линеаризованное условие
на поверхности с покровом записано в виде уравнения (1.8)), функция Грина, которая удовле-
творяет всем граничным условиям, за исключением условия на теле, называется функцией Грина
в случае покрова в виде упругой пластины. В настоящем разделе будет выведена функция Грина
в случае упругой пластины для конечной глубины жидкости, которая послужит основанием для
расчетов излучения и дифракции волн в воде, возбужденных погруженным телом произвольной
формы при наличии ледяного покрова в жидкости конечной глубины.

Функция Грина в случае упругой пластины может быть записана в виде

(2.1)

где r и  обозначают расстояния между точкой поля  и точкой источника возбуждения
колебаний  и между  и точкой источника возбуждения колебаний, зеркально
отраженной относительно поверхности дна  соответственно; в (2.1) G* обознача-
ет волновой член, обусловленный наличием ледяного покрова.

Здесь  и  можно представить в виде двойных интегралов Фурье

(2.2)

(2.3)

на плоскости Фурье с полярными координатами .
Подставляя выражения (2.2) и (2.3) в (2.1), можно получить

(2.4)

На основе уравнения (2.4) можно выразить G* в виде

(2.5)

Без потери общности G* должно удовлетворять уравнению Лапласа и граничным условиям на
дне. Подставляя выражение (2.5) в уравнение (2.4), можно получить

(2.6)

где  и .

Определим  и , где  обозначает расстояние по горизонтали меж-

ду точкой поля и точкой источника возбуждения колебаний, а именно ,
тогда функция Грина в случае покрова в виде упругой пластины может быть записана в виде

(2.7)
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где . Использование функции , определен-

ной следующим образом

(2.8)

Непосредственно дает

(2.9)

где .

Чтобы изучить свойства подынтегрального выражения в третьем члене соотношения (2.9), да-
дим следующие определения  и . Поскольку 
при , то . Поскольку  в задано, то, какое бы значение это вы-
ражение не принимало, должно быть одно и только одно пересечение кривых, представляющих

 и  при , считая, что , как это проиллюстрировано на рис. 2. Это ука-
зывает на то, что должен существовать один и только один действительный положительный ко-
рень k1 соответствующего многочлена  (одна и только одна особая точка k1 в подынте-
гральном выражении в третьем члене соотношения (2.9)), при этом k1 можно определить, ис-
пользуя стандартные процедуры нахождения корней многочлена.

В этой связи можно заметить, что помимо действительного корня k1, который соответствует
бегущим волнам, многочлен  имеет четыре комплексных корня, соответствующих зату-
хающим бегущим волнам (эти бегущие волны затухают экспоненциально вдали от точки источ-
ника возбуждения колебаний), и бесконечные мнимые корни, которые дают волновые моды, не
имеющие распространяющейся компоненты и затухающие быстро вдали от точки источника
возбуждения колебаний [28]. Поскольку интервал интегрирования третьего члена в соотноше-
нии (2.9) простирается от нуля до плюс бесконечности вдоль действительной оси переменной k,
в данной работе рассматривается только влияние особой точки k1 на значение интеграла и какое-
либо объяснение должно быть дано только по поводу интегрирования вблизи особой точки k1.
Как показано на рис. 3, есть три возможных пути ,  и  интегрирования третьего члена в со-
отношении (2.9). Стрелки указывают направления пути интегрирования, под  понимается ма-
лый положительный параметр, а именно, , тогда пути  и  представляют собой интер-
валы интегрирования  и  соответственно. Траектории  и  представляют
собой полуокружности с направлениями интегрирования по и против часовой стрелки, соответ-
ственно, на комплексной плоскости, переменная k обозначена как  на траектории 
с аргументом , изменяющимся от π до 0. Аналогично,  на траектории  с аргу-
ментом , изменяющимся от  до 0.
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Рис. 2. Схематическое изображение пересечения кривых, представляющих  и   (а) и
 (б).

k0

k1 k1

S22(k) S22(k)

S21(k)
S21(k)

(a) (б)

k k0

k0

0

( )21S k 22 :S ( )− ≥01 ε 0k
( )− <0 1 ε 0k



130

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2022

HAO, PAN

На основании теоремы о вычетах

(2.10)

(2.11)

где  представляет собой производную функции , и  +

+ . Здесь  , и  – значения функций  ,
и  при  соответственно.

Между тем,

(2.12)

и тогда выражение (2.9) может быть записано в следующем виде

(2.13)

в котором P.V. обозначает главное значение интеграла в смысле Коши и  и 1 соответству-
ет путям интегрирования  и , соответственно.

Чтобы однозначно определить функцию Грина, рассматривается условие излучения, которое
указывает, что волны распространяются наружу вовне тела. Единственный и значимый путь ин-
тегрирования будет определен в следующей части при анализе свойств функции Грина на беско-
нечном расстоянии от точки источника возбуждения колебаний.

Когда точка поля P расположена далеко от точки источника возбуждения колебаний Q, тогда,

при , имеем , , и

(2.14)

Отметим, что

(2.15)

в то же время, обращаясь к теореме об интеграле Фурье

(2.16)
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Рис. 3. Определение путей интегрирования: (а) , (б) , (в) .
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можно получить

(2.17)

Учитывая множитель , зависящий от времени, в (2.17), множитель  включен в
выражение для G при , и , это указывает, что путь интегрирования L1 соответствует
волне, распространяющейся вовнутрь. Аналогично,  соответствует стационарной волне и L3
соответствует волне, распространяющейся вовне от тела. Таким образом, L3 представляет собой
требуемый путь интегрирования, который обеспечивает выполнение условий излучения для G,
так что функция Грина в случае упругой пластины окончательно выражается в виде

Кстати, производные функции Грина в случае покрова в виде упругой пластины имеют вид

(2.19)

(2.20)

(2.21)

где  обозначает производную функции  по z и

(2.22)

Методы вычислений функции Грина и ее производных в случае покрова в виде упругой пла-
стины приведены в Приложении A, а численные результаты приведены в разделе 4 данной статьи.

3. ПОЛУЧЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
В области жидкости неизвестные потенциалы скорости и их нормальные производные в

окрестности точки поля могут быть представлены распределением источников на поверхности
тела S0 с применением функции Грина:

(3.1)
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(3.2)

где σj (j = 1, 2, …, 7) – интенсивности источников, которые соответствуют шести степеням сво-
боды для колебаний и дифракционного движения тела, когда векторы нормали направлены
внутрь тела.

Поверхность тела разделяется на M секций, на каждой секции интенсивность источников ко-
лебаний считается постоянной. Потенциал скорости φj, интенсивность источников колебаний σj

и компонента нормали nj на секции с номером α обозначены ,  и , соответственно. 
представляет собой функцию Грина , когда точка поля P и точка источника колебаний Q
находятся на α-й и β-й секциях. Площадь β-й секции обозначим . Тогда выражения (3.1) и
(3.2) можно аппроксимировать следующим образом:

(3.3)

(3.4)

где  и .

Поскольку верхний индекс α изменяется от 1 до M, уравнения (3.3) and (3.4) могут быть запи-
саны в матричной форме:

(3.5)

(3.6)

Здесь  и  – матрицы, составленные из  и ,  – единичная матрица размера

, а {φj}, , и {σj} – векторы-столбцы, каждый из которых состоит из , , и 

соответственно.
Рассматривая условия на поверхности тела (1.10), можно найти интенсивности источников σj

с помощью соотношения (3.6). Далее, подставляя σj в уравнение (3.5), получим потенциалы ско-
рости φj. Коэффициенты присоединенной массы и затухания, так же как нагрузки возбуждаю-
щих волн, могут быть вычислены с использованием уравнений (1.13) и (1.14) с помощью интегри-
рования потенциала скорости φj по поверхности тела .

Когда точка поля P расположена на поверхности воды, производные потенциалов скорости
по переменной z могут быть найдены следующим образом:

(3.7)

Далее, объединяя уравнения (1.15) и (3.7), можно рассчитать прогиб льдины.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ И АНАЛИЗ
4.1. Численные результаты для функции Грина в случае покрова в виде упругой пластины

В данном разделе представлены некоторые численные результаты для функции Грина и ее
производных в случае покрова в виде упругой пластины в воде конечной глубины, как изобра-
жено на рис. 4. Точка источника колебаний имеет координаты (0, 0, –1.0 м), точки поля описы-
ваются различными значениями , соответствующими y = 1.0 м и z = 0 м. Все расчеты выполне-
ны для следующих значений основных параметров:  кг/м3,  кг/м3, ,

 Н/м2, T = 0.5 м и  м–1. Взяты три значения глубины воды: H = 2.0, 5.0 и 20.0 м,
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соответствующие особые точки функции Грина для покрова в виде упругой пластины есть
, 0.180 и 0.168 м–1 соответственно.

В настоящей работе физической интерпретацией функции Грина для покрова в виде упругой
пластины является потенциал скорости, генерируемой пульсирующим источником единичной
интенсивности в некоторой точке поля, тогда прогиб льдины, обусловленный точкой источника
пульсаций, может быть вычислен из уравнения (1.15). Максимальное значение прогиба ледяного
покрова получается, когда эта точка поля расположена в начале координат (0, 0, 0). Максималь-
ное значение  и особая точка  уменьшаются при увеличении глубины воды и держатся при-
мерно на постоянном уровне, когда вода достаточно глубокая (  м) и влиянием глубины
можно пренебречь, как показано на рис. 5 и 6. Поскольку особая точка соответствует бегущей
волне, длина волны растет с глубиной воды. На рис. 7 воспроизведены прогибы ледяного покро-

=1 0.205k

η 1k
≥ 12H

1 k

Рис. 4. Численные результаты для функции Грина и ее производных в случае покрова в виде упругой пластины
для различных глубин воды при  м,  м–1. (a) Действительная часть функции Грина в случае по-
крова в виде упругой пластины, (б) мнимая часть функции Грина в случае покрова в виде упругой пластины,
(в) действительная часть производной по , (г) мнимая часть производной по x, (д) действительная часть про-
изводной по , (е) мнимая часть производной по y, (ж) действительная часть производной по , (з) мнимая
часть производной по .
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ва для различных значений глубины при t = 0 с. Можно отчетливо видеть, что волны кольцевые
и центрированные в точке источника пульсаций, с ростом глубины воды волны становятся более
разреженными. Это совпадает с выводами, которые можно сделать из рис. 5 и 6.

4.2. Погруженная сфера под ледяным покровом

Чтобы проверить правильность применения трехмерной функции Грина в настоящей работе,
были рассмотрены излучение и дифракция волн погруженной сферой в однородном слое воды
конечной глубины с ледяным покровом. Поверхность сферы была разбита на 400 биквадратных
элементарных участков, как это показано на рис. 8. Радиус сферы и глубина погружения обозна-
чены  и f соответственно.

4.2.1. Излучение волн в воде. Задача об излучении волн в воде решается впервые. Рассчитыва-
ются коэффициенты присоединенной массы и затухания, обезразмеренные в виде 
и , где V – объем погруженного тела. Численные результаты сравниваются с ана-
литическими результатами [13]. Они изображены на рис. 9–12 как функции  для глубины по-
гружения  и постоянной конечной глубины воды . Кроме того, оценивается
влияние изгибной жесткости ледяного покрова.

Гидродинамические коэффициенты представлены закрашенными кружками и квадратами,
полученными с помощью предлагаемого численного метода, и сплошными кривыми для анали-
тического решения. Вообще говоря, численные результаты хорошо согласуются с аналитически-
ми решениями, за исключением расхождения на рис. 11 и 12 при . При большей изгиб-
ной жесткости ледяной покров стремится стать более жестким, коэффициенты затухания при-
ближаются очень близко к нулю, ошибки в численных результатах для коэффициентов
затухания возрастают по причине того, что близкое к нулю решение труднее рассчитывать с над-
лежащей точностью. Ошибки можно уменьшить, разбивая сферу на большее число элементар-
ных участков, что сказывается на эффективности расчетов. Таким образом, результаты показы-
вают, что в данной работе метод функции Грина достаточно эффективен для вычисления излу-
чения волн в воде погруженным телом при наличии ледяного покрова.

Кроме того, прогиб ледяного покрова может быть найден из уравнений (1.15) и (3.7) и на
рис. 13 изображены наибольшие прогибы льдины, возникающие при боковом раскачивании и
вертикальных колебаниях сферы при разных волновых числах и различной изгибной жесткости.
Отметим, что наибольший прогиб льдины возрастает по мере того, как изгибная жесткость упру-
гого ледяного покрова снижается. При постоянной изгибной жесткости прогибы льдины наибо-
лее значительны при вертикальных движениях сферы.

4.2.2. Дифракция волн в воде. В этом параграфе будет рассчитана дифракция волн в воде. Па-
дающая плоская волна с амплитудой a0 может быть описана выражением

0r

( )= ρμ /ij ija V
( )= ρλ / ωij ijb V

0 0k r
=0/ 2.0f r =0/ 5.0H r

=4/   1.0D f

Рис. 5. Максимальный прогиб льдины.
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(4.1)

где β обозначает угол подхода (курсовой угол) и  обозначает попутное волнение. Подстав-
ляя условия (1.10) на поверхности тела в уравнение (3.2) и используя выражения (1.12) и (1.14),
можно получить нагрузки возбуждающих волн. Горизонтальные и вертикальные силы обезраз-
мерены в виде  и .

( )[ ]
( )

( )++
φ = −

ω
1 cosβ sinβ10

0
1

ch
,

ch
ik x yk z Higa e

k h

=β 0

= ρ 2
1 0 0/( )ˆ

h wF F gr a = ρ
v

2
3 0 0/ˆ ( )wF F gr a

Рис. 7. Контуры прогибов льдины для различных глубин воды при  м и м–1  м–1 при t = 0 c.
(а) H = 2.0 м, (б) H = 5.0 м, (c) H = 20.0 м.
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Рис. 8. Сетка, использованная для представления погруженного тела.

Рис. 9. Коэффициенты присоединенной массы при
боковом раскачивании a22.
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Рис. 10. Коэффициенты присоединенной массы
при вертикальных колебаниях a33.
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Для удобства верификации было взято значение , глубина погружения поддерживается
постоянной при . На рис. 14 и 15 изображены графики  и  соответственно как функ-

ции волнового числа  для различных значений изгибной жесткости , а именно, ,
0.1, 1.0 и 2.0 и  и 0.01 при . На рис. 16 и 17 изображены графики  и  при пе-

ременной глубине воды , а именно,  и 100/39 при  и .

На рис. 14 и 15 случай  и  соответствует погруженной сфере при наличии сво-
бодной поверхности (без ледяного покрытия), результаты совпадают с теми, что приведены в [6].
При росте изгибной жесткости ледяного покрова горизонтальные и вертикальные силы посте-
пенно достигают промежуточных значений.

Рисунки 16 и 17 иллюстрируют влияние уменьшения глубины воды на вертикальные и гори-

зонтальные силы при фиксированных значениях  и . Можно отметить, что
горизонтальные силы убывают, а вертикальные силы возрастают при увеличении глубины воды.
Кроме того, влияние глубины воды постепенно снижается при росте глубины воды.
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Рис. 11. Damping coefficients при боковом раскачи-
вании b22.
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Рис. 12. Damping coefficients при вертикальных ко-
лебаниях b33.
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ВЫВОДЫ

Предложен метод расчета излучения и дифракции погруженным телом волн в воде с ледяным
покровом на основе трехмерной функции Грина. Можно сделать следующие выводы:

1. Согласие между численными результатами и аналитическими решениями для гидродина-
мических коэффициентов погруженной сферы указывает на то, что функция Грина для ледяного
покрова в виде упругой пластины, предложенная в настоящей работе, является адекватной и ме-
тод, использующий трехмерные функции Грина, может быть в дальнейшем применен к реше-
нию гидродинамических задач о погруженном теле произвольной формы в воде с ледовым по-
крытием.

2. Вычислен прогиб льдины; это весьма перспективно для получения оценки разрушений в
ледяном покрове, вызванных изгибно-гравитационными волнами в дальнейших исследованиях.

3. Проанализировано влияние глубины воды и изгибной жесткости ледяного покрова на ди-
фракцию волн в воде. Найдено, что горизонтальные силы убывают, а вертикальные силы возрас-
тают при увеличении глубины воды. Кроме того, изгибная жесткость упругого ледяного покрова
оказывает большое влияние на численные результаты, свойства льда играют чрезвычайно

Рис. 13. Максимальные прогибы льдины в зависи-
мости от волнового числа .
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Рис. 14. Горизонтальная сила при различных зна-
чениях изгибной жесткости.
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важную роль в расчетах и должны быть определены настолько точно, насколько это только воз-
можно.

Для численного решения гидродинамических задач о теле, погруженном в жидкость конеч-
ной глубины с ледяным покровом, в будущем необходимо предпринять еще большие усилия.
Прежде всего должно быть учтено влияние скорости движения погруженного тела и построена
функция Грина для покрова в виде упругой пластины при поступательном движении тела в воде
конечной глубины, после чего необходимо будет исследовать механическую модель, для того
чтобы предсказать повреждения льда, обусловленные движением погруженного тела.

Работа выполнена при поддержке Фонда Базовой лаборатории гидродинамики (грант
№ 350324100K3012AA00).

ПРИЛОЖЕНИЕ

Выражение для функции Грина в случае покрова в виде упругой пластины было получено в
виде (2.13), третье слагаемое в функции Грина для покрова в виде упругой пластины обозначено

Рис. 15. Вертикальная сила при различных значени-
ях изгибной жесткости.
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Рис. 16. Горизонтальная сила при различных зна-
чениях глубины воды.
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Рис. 17. Вертикальная сила при различных значениях глубины воды.
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как . Надлежащий метод для численного нахождения , когда в

подынтегральном выражении есть особая точка, приведен в этом разделе.
Особенность функции  при k =  аппроксимируется с помощью методов асимптотиче-

ского анализа формулой , где c1 – некоторая постоянная, которая может быть вычис-
лена следующим образом

(П.1)

Тогда

(П.2)

подынтегральное выражение в первом слагаемом в выражении (П.2) ограничено, функция 
быстро стремится к нулю при больших k и никаких специальных мер не предпринимается отно-
сительно колебаний в подынтегральном выражении во втором слагаемом. Уравнение (П.2) мо-
жет быть успешно решено численными методами.

Вычисление производных функции Грина в случае покрова в виде упругой пластины произ-
водится аналогично, детали этого процесса опускаем.
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