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Рассмотрена задача обтекания абсолютно острой кромки гиперзвуковым потоком. Решение
проводилось с использованием модельного кинетического уравнения многоатомных газов.
Описан метод решения задачи, позволяющий выделить разрыв функции распределения мо-
лекул в пространстве скоростей. Рассчитано распределение нормального напряжения по по-
верхности пластины и над ней. Полученные результаты удовлетворительно согласуются с
экспериментальными данными. Показано, что при гиперзвуковом обтекании перед острой
кромкой возникает возмущенная область течения.
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Вопрос сверх- и гиперзвукового обтекания поверхностей большой кривизны, острых кромок
представляет существенный интерес как в теоретическом, так и в практическом плане, так как
на острой кромке имеет место сильный аэродинамический разогрев, что влияет на ресурс лета-
тельного аппарата.

В окрестности острой кромки формируется течение высокой степени неравновесности, в ко-
тором малые с точки зрения механики сплошной среды параметры, например девиатор напря-
жений и тепловой поток, становятся соизмеримы с основными газодинамическими параметра-
ми: давлением и полным потоком энергии.

Для описания высоко неравновесных течений гидродинамические модели в их классической
формулировке становятся физически неадекватными. В этом случае приходится использовать
модели высших приближений процедуры Чепмена-Энскога [1, 2] или модели молекулярно-ки-
нетической теории газов [3–5].

Другая особенность обтекания острой кромки возникает при решении практических задач.
Она заключается в том, что кромка рассматривается как абсолютно острая. Этот подход вполне
обоснован, если размер затупления кромки много меньше характерных размеров решаемой за-
дачи.

При такой постановке между носиком острой кромки и газовой средой имеет место особая
точка. Ее особенность заключается в том, что в малых окрестностях этой точки физические про-
цессы описываются принципиально разными законами: в окрестности, принадлежащей газовой
среде – законами свободных газовых течений, в окрестности, принадлежащей поверхности
твердого тела – законами взаимодействия газа с твердой поверхностью.

Такая особая точка является “камнем преткновения” не только для гидродинамических, но и
для кинетических моделей, если последние решаются в форме дифференциально-интегрально-
го уравнения с использованием вычислительных схем дифференциальных уравнений. В особой
точке имеет место разрыв газодинамических параметров. Уточним – это утверждение относится
только к теоретической постановке задачи, так как в реальных условиях такой математической
особой точки не существует. Течение должно рассматриваться детально, с учетом формы затуп-
ления кромки, что сильно усложняет программный код, используемый в численном решении, и
требует повышенных вычислительных ресурсов.
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В работе [6] были измерены нормальные напряжения на поверхности острого клина при ги-
перзвуковом обтекании воздухом. Верхняя поверхность клина была расположена под нулевым
углом атаки. Эти результаты могут служить базой сравнения для исследования течения в окрест-
ности особой точки. Размер затупления клина по оценкам [6] не превышал двадцати длин сво-
бодного пробега молекулы в невозмущенном потоке.

Рассматривались клинья с разными углами клиновидности. Распределения нормального на-
пряжения по верхней поверхности почти не отличались вплоть до угла ≈40°. Последнее обстоя-
тельство позволяет рассматривать верхнюю поверхность независимо от нижней, что и обуслов-
ливает постановку задачи обтекания тонкой пластины при нулевом угле атаки.

Указанная задача решалась многими авторами как аналитическими [7–11], так и численными
[12–16] методами. Здесь приведен далеко неполный список работ, посвященных рассматривае-
мой задаче. В ряде работ, например [12], граница невозмущенного потока устанавливалась на
носике пластины, и не рассматривалось торможение потока перед носиком. В других работах,
например [13], область пред носиком рассматривалась, но анализировались только осредненные
газодинамические параметры, например – давление (свертка тензора напряжений).

Основной целью настоящей работы являются разработка метода описания течения в окрест-
ности особой точки и общее исследование течения на базе модельного кинетического урав-
нения [17], реализуемого для двухатомного газа.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим течение в окрестности особой точки с позиций молекулярно-кинетической тео-
рии газов. На рис. 1 схематически представлено движение молекулярных потоков в кнудсенов-
ском слое в окрестности носика обтекаемого клина. В двух произвольных точках геометрическо-
го пространства 0XY построена декартова система координат  пространства молекулярных
скоростей . Из носика клина проведены линии, являющиеся траекториями молекулярных по-
токов, пришедших из окрестности носика. Уточним: рассматривается электрически нейтраль-
ная среда при отсутствии гравитационных сил.

Указанные линии делят пространство молекулярных скоростей на две области, условно обо-
значенные G и S. В области G присутствуют молекулярные потоки, сформировавшиеся в газовой
среде перед носиком клина. В области S – потоки, отраженные поверхностью клина. На линии,
разделяющей эти области, имеют место две различные функции распределения молекул по ско-
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Рис. 1. Схема распределения молекулярных потоков в кнудсеновском слое. 0XY и  – системы координат
в геометрическом пространстве и в пространстве молекулярных скоростей. G – область молекулярных пото-
ков, сформировавшихся в газовой среде перед носиком клина. S – область молекулярных потоков, отражен-
ных поверхностью клина.
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ростям, а сама линия является линией разрыва функции распределения в пространстве молеку-
лярных скоростей.

Из общих физических соображений понятно, что разрыв функции распределения вдоль тра-
ектории невозможен, что учтено при постановке данной задачи. Разрыв возникает между сосед-
ними, сколь угодно близкими траекториями, где имеет место разрыв первого рода. Если положе-
ние линии (в общем случае – поверхности) разрыва определено, то вычисление моментов функ-
ции распределения (макропараметров газа) осуществляется стандартными методами
вычислительной математики.

Описанное течение характерно для обтекания поверхностей свободномолекулярным пото-
ком, которое в значительной степени реализуется в кнудсеновском слое. В частности, такого ро-
да разрывы возникают всегда при взаимодействии газа с поверхностью в условиях теплового и
динамического неравновесия. Специально отметим, что в условиях сильно неравновесных тече-
ний для описания такого процесса взаимодействия используют модели молекулярно кинетиче-
ской теории газов, даже в достаточно плотных средах. К моделям такого рода относится и ис-
пользуемое в данной работе модельное кинетическое уравнение многоатомных газов.

Математическую модель обтекания тонкой пластины целесообразно строить в полярных си-
стемах координат как в геометрическом, так и скоростном пространствах. Спецификой решае-
мой задачи является то, что полярные углы геометрической и скоростной системы координат
взаимосвязаны. Такая связь не характерна для кинетических уравнений, в которых геометриче-
ское и скоростное пространства независимы. Для решения данной задачи эта взаимосвязь необ-
ходима для выделения линии разрыва.

Система координат геометрического пространства 0rθ показана на рис. 2. Полюс системы
совмещен с особой точкой, т.е. носиком пластины. Сама пластина изображена утолщенной ли-
нией. Дополнительно нанесены оси 0X и 0Y прямоугольной декартовой системы, используемые
для иллюстрации результатов. В пространстве молекулярных скоростей полюс системы коорди-
нат 0ξψ соответствует ξ = 0. На рис. 3 изображен первый квадрант этой системы.

Решение кинетического уравнения будет строиться вдоль траектории молекулярного потока
, . Это позволит выделить линии разрыва функции распределения, для ко-

торых .
Модельное кинетическое уравнение релаксационного типа, записанное вдоль траектории

молекулярного потока, имеет вид:

(1.1)

Здесь  – одночастичная функция распределения молекул по скоростям;  – функция рас-
пределения, моделирующая интеграл обратных столкновений;  – характерное время релакса-
ции. Символом  обозначена лагранжева производная.

( )ξ ∈ ξmax0, ψ = const
ψ = θ

+ −=
τ

df f f
dt

f +f
τ

/d dt

Рис. 2. Полярная система координат 0rθ геометрического пространства. Пластина изображена утолщенной ли-
нией. Дополнительно нанесены оси декартовой системы 0XY.
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Специфика кинетических уравнений релаксационного типа заключается в следующем. По-
сле элементарных преобразований приходим к выражению

(1.2)

Моменты времени t0 и t1 соответствуют начальной и конечной точкам траектории молекуляр-
ного потока на интервале времени .

Отметим, что характерное время релаксации  близко к среднему времени свободного пробе-
га молекулы . В области сильнонеравновесных течений, когда существенное изменение пара-
метров газа происходит на интервале , зависимость (1.2) имеет характер сильного допущения.
Тем не менее, если шаг вычислительной сетки , модель (1.1) вполне адекватно описывает
реальное течение.

Это утверждение не относится к BGK-модели [18], в которой f + соответствует локально макс-
велловской функции распределения и, следовательно, неравновесные напряжения (девиатор
напряжений) и тепловые потоки релаксируют одновременно, что противоречит известным фи-
зическим законам. В частности, в одноатомных газах тепловые потоки релаксируют в полтора
раза медленнее напряжений. Еще более худший результат дает эллипсоидальная модель [19], в
которой напряжения релаксируют медленнее тепловых потоков. В настоящей работе для двух-
атомного газа используется модель [17], переходящая в S-модель [5] в случае одноатомного газа,
и лишенная указанных недостатков.

Свободные параметры модели [17]

– s в аппроксимации , где μ – коэффициент вязкости, Tt – температура посту-
пательных степеней свободы молекул;

– , здесь Tr – температура вращательных степеней свободы молекул.
Обратная величина параметра Z представляет долю неупругих межмолекулярных столкнове-

ний к общему числу столкновений.

2. ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ЗАДАЧИ
Модельное кинетическое уравнение [17] записано для двух функций распределения:
ft – функция распределения молекул по скоростям при поступательном движении; fr – функ-

ция распределения молекул по вращательным энергиям. Характерное время релаксации соот-
ветствует времени релаксации напряжений τp.

++ τ = илиdff f
dt

( ) ( )++ τ = = = =1 0
dff f t t f t t
dt

τ
τ

τc

τc
Δ τ!t

( )∞ ∞μ μ = s
tT T

( )= r tZ Z T T

Рис. 3. Первый квадрант полярной системы координат 0ξψ пространства молекулярных скоростей ξ. Допол-
нительно нанесены оси декартовой системы 0ξxξy.
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Адаптация ft и fr к условиям решаемой задачи аналогична, поэтому обозначим обе функции
общим символом f, как это записано в (1.1). Время релаксации , где ρ – плот-
ность, R – удельная газовая постоянная.

После формального интегрирования (1.1) на интервале от t0 до t1 и в предположении стацио-
нарного течения приходим к выражению:

(2.1)

Эта интегральная форма дифференциально-интегрального уравнения (1.1) отличается от
классического интегрального уравнения [3] тем, что в ней не учтено рассеивание на интер-
вале (t0, t1) молекул, образовавшихся в результате обратных столкновений. Однако на интервалах
времени меньших среднего времени свободного пробега молекулы, на которых релаксационные
уравнения физически адекватны, изменение функции распределения в результате как прямых,
так и обратных столкновений достаточно мало. Изменение статистики вновь образовавшихся
молекул, описываемой , на таком интервале времени представляет собой величину второго
порядка малости. Можно ожидать, что на мелких геометрических расчетных сетках, соответ-
ствующих малому интервалу времени, погрешность (2.1) не будет превышать погрешности са-
мой физико-математической модели, положенной в основу кинетических уравнений релакса-
ционного типа.

Подынтегральные функции (2.1) на интервале  аппроксимировались линейной за-
висимостью, а интеграл по времени заменялся интегралом по пространству на интервале

. Полученная дискретная форма (2.1) имеет вид

(2.2)

В особой точке пространства скоростей (ξ = 0) при условии стационарного течения из (1.1)
следует f1 = .

Решение (2.2) вдоль траектории молекулярного потока связано с интерполяцией значений f0
и τp0 на геометрической сетке (рис. 2). В данной работе использована линейная интерполяция.
Для молекулярных скоростей, лежащих в разных квадрантах пространства скоростей, требуются
различные геометрические схемы решения, что усложняет программный код, но позволяет вы-
делять линии разрыва функции распределения в первом и во втором квадрантах. В третьем и чет-
вертом квадрантах линии разрыва отсутствуют по естественным причинам.

В качестве характерных величин или единиц измерения в безразмерных выражениях исполь-
зованы параметры невозмущенного потока: ρ∞, T∞, p∞= ρ∞RT∞ (единица напряжения), 
(единица скорости), τ∞ = μ∞/p∞ (единица времени),  (длина свободного пробега мо-
лекулы или единица длины).

В геометрическом пространстве (рис. 2) использовалась расчетная сетка с переменным шагом
по r. В полюсе , на периферии вычислительной области . Протяженность сетки

. Максимальная протяженность сетки .
Шаг полярного угла  принимался постоянным и был определен соотношением .

Раствор полярного угла θ2 = 30°.
Сетка пространства скоростей строилась с постоянным шагом по переменным ξ и ψ:

, . Граница скоростной сетки . Такие параметры скорост-
ной сетки позволили выполнять законы сохранения до 7-го знака. При вычислении макропара-
метров использовалась аппроксимация f полиномом второй степени.

Граничные условия задачи поставлены следующим образом. На дуге радиуса r1 в интервале
угла θ от θ2 до π и на радиусе с полярным углом θ2 в интервале от r1 до r2 приняты условия невоз-
мущенного потока. Здесь функция распределения молекул по скоростям является максвелловой
функцией с параметрами невозмущенного потока. На радиусе с полярным углом θ = π выстав-
лены граничные условия симметрии, т.е. . На нижней по потоку границе
(дуга с радиусом r2) приняты граничные условия Неймана, а именно – вторые производные по
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координате X всех макропараметров приравнены нулю. По значениям этих макропараметров
восстановлены аппроксимирующие функции вида

Здесь pij – девиатор напряжений, ϕi и ωi – тепловые потоки, обусловленные поступательным
и вращательным движением молекул, ci – тепловая скорость молекул.

На поверхности пластины принимался диффузный закон взаимодействия молекул газа с по-
верхность: концентрация отраженных молекул определялась условиями непротекания, группо-
вая скорость отраженных молекул относительно пластины принималась равной нулю, темпера-
тура отраженных молекул считалась равной температуре пластины.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Расчеты проводились для течения, исследованного экспериментально в [6]. Число Маха при-

нималось M∞ = 10.15. Температура пластины Tw = 2.16 T∞. Рассматривалось течение двухатомно-
го газа. Свободные параметры модели: s = 0.72, Z = 1.3(1 + 0.75 Tr/Tt).

На рис. 4 показано распределение нормального напряжения Pyy на линии y=0 вдоль коорди-
наты 0X декартовой системы координат или координаты r при θ = 0 полярной системы. На по-
верхности пластины расчетные данные удовлетворительно согласуются с экспериментальными.
Перед носиком пластины (кривая 2) газ достаточно сильно возмущен, что не учитывается в ряде
цитированных работ.

На носике пластины, в особой точке течения, имеет место разрыв, подробно показанный на
рис. 5. Обращает на себя внимание характер разрыва в особой точке, левая окрестность которой
принадлежит набегающему потоку, а правая – поверхности пластины. Значение Pyy в самой осо-
бой точке существенно превышает значения в обеих ее окрестностях.

Этот факт имеет простое объяснение даже при упрощенном рассмотрении. Будем считать,
что концентрация молекул (интеграл функции распределения по пространству скоростей) в об-
ластях геометрических пространств, непосредственно прилегающих к особой точке, равна еди-
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Рис. 4. Распределение нормального напряжения Pyy на линии y = 0. Кружками отмечены экспериментальные
данные [6], 1 и 2 – расчетная кривая. Крестик соответствует значению Pyy в особой точке, т.е. на носике пла-
стины. Область I увеличена на рис. 5.
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нице. Декартова система координат  соответствует рис. 3, на котором показан первый квад-
рант системы.

В условиях гиперзвукового течения в левой (согласно рис. 4) окрестности особой точки почти
все молекулы будут сосредоточены в 1-м и 4-м квадрантах пространства скоростей, так как толь-
ко незначительное количество молекул движется против потока газа. Концентрации молекул в
каждом из этих квадрантов (интегралы функции распределения по соответствующим квадран-
там) будет составлять примерно по 0.5, а в квадрантах 2 и 3 – примерно 0.

В правой окрестности особой точки квадранты 3 и 4 заполнены так же, как и в левой. Это обу-
словлено тем, что они содержат молекулы, пришедшие из той же области течения, расположен-
ной выше пластины. В квадрантах 1 и 2 содержатся отраженные поверхностью молекулы. Если
пренебречь различием температур поверхности и газа, то суммарная концентрация в квад-
рантах 1 и 2 должна соответствовать суммарной концентрации квадрантов 3 и 4, т.е. 0.5. При
диффузном законе отражения концентрация в квадрантах 1 и 2 будет составлять по 0.25.

В особой точке концентрация молекул в квадрантах 3 и 4 составляет 0 и 0.5, как и в окрестно-
стях этой точки. Квадрант 1 содержит молекулы набегающего потока. Их концентрация принята
нами 0.5. Квадрант 2 наполнен отраженными молекулами с концентрацией 0.25. Суммарная
концентрация молекул в особой точке составляет 1.25, т.е. на четверть превосходит концентра-
цию молекул в ее окрестностях.

Этот модельный эффект возникает в точке, разделяющей газовую среду и твердую поверх-
ность при достаточно больших числах Маха и при любых числах Кнудсена. В реальных условиях
такой точки не существует. Взаимодействие набегающего потока с твердой поверхностью про-
исходит в области конечного размера.

Здесь анализировалась концентрация молекул, момент нулевого порядка. Очевидно, анало-
гичные выкладки справедливы и для моментов более высоких порядков. Графики, представлен-
ные на рис. 4 и рис. 5, демонстрируют описанный эффект для момента второго порядка, Pyy.

При решении задачи обтекания острой кромки с использованием гидродинамических урав-
нений в достаточно широкой области, охватывающей особую точку, наблюдается осцилляция
решения [16]. При использовании кинетического подхода по описанной методике разрыв реше-
ния возникает только в особой точке. В остальной области течения решение является гладким.

Если рассматривать область течения, расположенную выше (y > 0) особой точки на сколь
угодно малом расстоянии от последней, то разрыв не будет наблюдаться. Все точки этой области
принадлежат газовой среде и, следовательно, не являются граничными токами газообразной и
твердой сред.

На рис. 6 показано распределение Pyy вдоль оси 0X (r при θ = 0) при значении координаты
. Распределение является гладкой кривой. Между участками 1 и 2 разрыв отсутствует.

Это характерно только для моментов функции распределения. Разрыв функции распределения
между соседними траекториями в пространстве скоростей наблюдается на протяжении несколь-
ких длин свободного пробега молекулы.

ξ ξ0 x y

∞= λ0.1y

Рис. 5. Увеличенное изображение области I рис. 4.
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На рис. 7 показано сглаживание разрыва функции распределения вдоль линии разрыва по ме-
ре удаления от носика пластины. Анализируется значение интеграла

Полярный угол линии разрыва составлял θ = π/8. Интеграл f вычислялся для молекулярных
потоков, принадлежащих областям G и S согласно рис. 1. Различие в значениях интегралов ста-
новится несущественным при r ≈ 3λ∞. При меньших удалениях от особой точки различие в этих
“неполных” моментах функции распределения достаточно велико.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенный метод решения модельного кинетического уравнения позволяет явным обра-
зом выделять поверхности разрыва в пространстве молекулярных скоростей. В пределах кнудсе-
новского слоя такие разрывы играют существенную роль.

Проведенные расчеты показывают, что даже при гиперзвуковом обтекании абсолютно острой
кромки имеет место значительное возмущение потока перед кромкой.

Показано, что значение макропараметров газа в особой точке, разделяющей набегающий по-
ток и носовую часть кромки, не является некоторым осредненным значением параметров в
окрестности этой точки. В особой точке значение макропараметра значительно выходит за пре-
делы интервала значений, определенных в окрестностях этой точки. Этот факт необходимо учи-

( )
∞

= ξ ψ = θ = ξ
0

f , constf d

Рис. 6. Распределение нормального напряжения Pyy на линии , 1 и 2 – участки расчетной кривой.
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Рис. 7. Изменение интегралов f функции распределения областей G и S, вычисленных на линии разрыва. По-
лярный угол линии разрыва θ = π/8.

0.08

0.04

0 1 2 3 4 5

f

S

G

X



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2022

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ГИПЕРЗВУКОВОГО ОБТЕКАНИЯ ТОНКОЙ 95

тывать при разработке физико-математических моделей, направленных на описание динамики
газа в окрестностях острой кромки.

Также необходимо учитывать, что разрыв значений макропараметров возникает только на
линии тока, проходящей через особую точку. На других линиях тока, сколь угодно близких к ука-
занной выше, разрывов не возникает. Имеет место гладкое решение.

Результаты проведенного исследования могут быть полезны при разработке математических
моделей течения динамически неравновесных сред.

Работа выполнена в рамках государственного задания Минобрнауки России, номер темы
FSFF-2020-0013.
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