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Рассмотрено движение вязкого сжимаемого газа в закрытом прямоугольном резонаторе, ин-
дуцированное гармоническим колебанием границы на первой резонансной частоте. Мето-
дом последовательных приближений исследуется двумерное акустическое течение в резона-
торе произвольной ширины. Установлено существование акустического течения в виде че-
тырех вихрей Рэлея и четырех вихрей Шлихтинга. Показано сходство акустических течений,
возникающих при горизонтальных гармонических колебаниях каверны и при колебаниях
стенки резонатора, что говорит о слабом влиянии способа генерации стоячей волны на кар-
тину акустического течения. Обнаружено, что по мере уменьшения ширины канала, размеры
вихрей Шлихтинга увеличиваются по сравнению с размерами вихрей Рэлея. При ширине ка-
нала меньше шести толщин акустического пограничного слоя, вихри Рэлея исчезают и оста-
ются только вихри Шлихтинга. Установлено, что в случае колеблющейся каверны центры
вихрей Рэлея и Шлихтинга лежат в одном поперечном сечении, а в случае резонатора с ко-
леблющейся границей центры вихрей Шлихтинга смещены в сторону вертикальных стенок.
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В волновых полях в вязкой жидкости при определенных условиях формируются акустические
течения. Впервые задача о возникновении акустического течения, создаваемого плоской стоя-
чей волной в двумерном канале произвольной ширины, аналитически исследована в [1]. В [2, 3]
предложены различные модификации решения [1], но основное внимание уделялось течению за
пределами пограничного слоя [3, 4]. В [5] показано, что внутри пограничного слоя возникают
вихри Шлихтинга, направление вращения которых противоположно направлению вращения
внешних вихрей Рэлея. Теоретический и численный анализ акустических течений, создаваемых
стоячей волной вдоль непроницаемой стенки в полубесконечной области, проведен в [6–8].

В работе [9] получено аналитическое решение редуцированных уравнений Навье–Стокса в
неинерциальной системе отсчета, связанной с прямоугольной вибрирующей каверной, и рас-
считано акустическое течение, возникающее в одномерной стоячей волне давления. В [10] чис-
ленно изучено акустическое течение в неподвижном двумерном прямоугольном резонаторе на
основе полных уравнений Навье–Стокса для сжимаемого вязкого газа при гармоническом коле-
бании левой границы. Показано, что в резонаторе образуется акустическое течение в виде вто-
ричных вихрей Шлихтинга и Рэлея. Приведено сравнение и установлено хорошее согласование
эпюр скорости акустического течения, полученных на основе аналитического решения редуци-
рованных [9] и численного решения полных [10] уравнений Навье–Стокса. Несмотря на хоро-
шее согласие результатов этих работ, отметим, что в них рассматриваются краевые задачи с раз-
личными граничными условиями и уравнениями. Поэтому целью данной работы является полу-
чение аналитического решения редуцированных уравнений Навье–Стокса для граничных
условий, используемых в [10].
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим закрытый прямоугольный резонатор длины , занимающий в простран-
стве область ,  (рис. 1). Акустическое течение в резонаторе возбуждается
колебаниями левой границы. Уравнение неразрывности и редуцированные уравнения Навье–
Стокса можно записать, следуя работе [9]

(1.1)

Эта система из трех уравнений связывает четыре величины , , , . Для ее замыкания ис-
пользуется адиабата Пуассона .

Заметим, что вместо уравнения импульса поперек канала используется условие равенства ну-
лю поперечного градиента давления. При этом поперечная компонента скорости определяется
из уравнения неразрывности. Подробное обоснование этого подхода дано в [11], где введен па-
раметр порядка малости , и получены оценки

которые указывают на то, что в узких длинных каналах движение жидкости и градиенты давле-
ния направлены преимущественно вдоль оси x.

Далее рассмотрим периодическое решение (1.1) при граничных условиях

(1.2)

2. МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ

Задача (1.1)–(1.2) может быть решена методом последовательных приближений в виде суммы
возмущений первого и второго порядка малости [12]

Для политропного газа с точностью до малых третьего порядка можно записать разложение
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Рис. 1. Прямоугольный резонатор.
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откуда , 

Система (1.1) с точностью до малых третьего порядка примет вид

(2.1)

2.1. Первое приближение
Для возмущения первого порядка малости из (2.1) можно записать систему

Решение этой системы ищется в комплексном виде

(2.2)

для граничных условий (1.2).
Вводя комплексные амплитуды, решение в первом приближении примет вид

где

2.2. Второе приближение и акустическое течение
Выделение возмущения второго порядка малости из (2.1) дает систему

(2.3)
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Осреднение системы (2.3) по периоду приводит к системе

(2.4)

Второе уравнение может быть представлено в виде

(2.5)

(2.6)

Используя в (2.6) связь среднего по периоду произведения двух гармоник с их комплексными

амплитудами , , можно записать

(2.7)

где , . Интегрирование (2.5) дважды по  приведет к урав-

нению

где ,  – постоянные интегрирования, определяемые из граничных условий.
В силу симметрии задачи  является четной функцией от , откуда  и окончательно

Двойной интеграл от (2.7) записан в виде

(2.8)
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Для средней скорости

где , а в  войдут коэффициенты при исключенных из (2.8)
членов пропорциональных y2

Это соотношение необходимо для определения давления .

2.3. Средняя массовая скорость
Эту величину определяют как

Первое соотношение (2.4) показывает, что средняя массовая скорость соленоидальна, т.е.

 = 0. Она связана с комплексными амплитудами , откуда в проекции на

ось  получаем

(2.9)

В силу соленоидальности поля массовой скорости введена функция тока  так, что

(2.10)

Проинтегрировав уравнение (2.9) по y, получится функция тока в виде

(2.11)

где , , .

Коэффициенты четных степеней y приняты равными нулю, потому что  должна быть нечет-
ной функцией от y. Из соотношений (2.9), (2.11) получено

Из (2.9), (2.10) выражена средняя продольная массовая скорость

= + +2
2 2 2( , ) ( ) ( ,0)u V G y C x y u x

= +0 1 2( , ) Re[ ( ( ) ( ))]V G y V G H y iH y 2( )C x

[ ]
 ρ
 = + −
 μ  

2
0 02

2
0

1( ) Re (2 *) ( )
2 2

UdpC x f G x
dx x

2p

ρ + ρ + ρρ= ≈ ≈ +
ρ ρρ + ρ

0 1 1 2 1 1
2 2

00 1

( )( )M u u uuu u

2div Mu = +
ρ
� �1 1

2 2 2
0 0

*Re[ ]
2

M p
c
uu u

x

 ρ= + = + − − = ωρ ρ  

 = + −
  

�� �

�

2
0 0 01 1

2 2 2 02 2
0 0 0 0

2 0

* ( )Re[ ] 1 * *( , ) ( , ) Re (1 ) ( ) ( )
2 2

1 *( , ) Re (1 ) *( ) ( )
4

M
x

x

c du xp uu u x y u x y f u x Y y
i dxc c

u x y V i f G x Y y

ψ

= ∂ψ ∂ = −∂ψ ∂2 2/ , /M Mu y xv

ψ = θ + +
3

3 13
00

( , ) ( , ) ( ) ( )y yG y G y A G A G
yy

 θ = δ + + −
  0 3 4 5

1( , ) Re ( ){ ( ) ( )} (1 ) *( ) ( )
4

G y V G x H y iH y i f G x H y −= δ 
1

3,4 1,2H H dy −= δ 
1

5 *xH Y dy

ψ

 = = + −
  

32
3 0 1 0 0 0 0

( ) 1( ) , ( ) ( ) Re (1 ) *( )
3 4

C xA x y A x C x yy V i f G x y y

βδ − δ= −
βδ ββ3 2

00

shsh(2 / ) sin(2 / ) Im
ch16|ch |

yy yH
yy

β − β β β δ + δ= + −
βδ β βδ β βδ β

4 2
0 0 0

2sh ch sh * sh(2 / ) sin(2 / )*
4 ch 4 ch * 16 ch

y y y y y i yiH f
y y y

β= −
δ βδ β5

0

sh *
ch *

yy iH
y

  = + − + +     

2

2 0 3 12
0 0

1 1*( , ) ( , ) Re (1 ) * 3 ( ) ( )
4

M
x

yu G y V G y V i f G Y A G A G
y y



8

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 1  2022

ГУБАЙДУЛЛИН и др.

Так как , то неизвестные функции  и  определяются условиями
прилипания и не протекания, соответственно

откуда

Поперечная компонента средней массовой скорости находится дифференцированием (2.11).
В силу линейной зависимости величин , ,  от  получено

где .

3. РЕЗУЛЬТАТЫ
На рис. 2 представлены продольная и поперечная составляющие безразмерной скорости пер-

вого приближения (2.2) на левой границе резонатора. Ввиду симметричности компоненты ско-
рости u и антисимметричности компоненты  представлены эпюры только для верхней полу-
плоскости резонатора. Графики соответствуют различным фазам периода T с шагом T/8. Ввиду
условия прилипания скорость на вертикальной границе равна нулю. Видно, что продольная
компонента скорости на левой границе почти всюду постоянна (не зависит от y), но сильно ме-
няется в вязком пограничном слое, стремясь к нулю на верхней и нижней стенках. В отличие от
продольной компоненты скорости, поперечная составляющая изменяется линейно по y почти
всюду кроме вязкого пограничного слоя. Заметим, что эти эпюры соответствуют предположе-
нию об одномерном характере поля давления, т.е. .

На рис. 3 представлены продольная и поперечная составляющие средней массовой скорости
течения для параметров, представленных в статье [10]. В качестве масштаба скоростей использо-

вана скорость Рэлея  – характерная скорость акустического течения, где Um – макси-

мальная скорость акустического течения. Здесь сплошной линией изображены эпюры средней
скорости, рассчитанные в [10] для резонатора с колеблющейся левой границей. Точками изоб-
ражены результаты, рассчитанные в [9] для каверны, совершающей продольные колебания.
Пунктирной линией изображены эпюры скоростей, рассчитанные для резонатора с колеблю-
щейся левой стенкой. Видно, что они хорошо согласуются с результатами для колеблющейся ка-
верны.

На рис. 4 представлены линии тока акустического течения в виде четырех вихрей Рэлея и че-
тырех вихрей Шлихтинга. Видно сходство акустических течений, возникающих при горизон-
тальных колебаниях каверны (a) и при колебаниях левой стенки резонатора (б). Однако, в отли-
чие от случая колеблющейся каверны, акустическое течение, индуцированное колебанием ле-
вой стенки, имеет перетоки вблизи подвижной стенки. В случае колеблющейся каверны центры
вихрей Рэлея и Шлихтинга лежат в одном поперечном сечении, а в случае резонатора с колеблю-
щейся стенкой эти центры не лежат на одной прямой, причем центры вихрей Шлихтинга сме-
щены в сторону боковых границ.

Хотя частота возбуждения  в полученном решении является произвольной, принято рассмат-
ривать возбуждение на самой низкой резонансной частоте системы, которую обозначим . Метод
определения  как функции  состоит в том, чтобы найти значение , при котором продольная
компонента скорости акустического течения является наибольшей в центре резонатора. Для оцен-
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ки комплексной амплитуды продольной компоненты скорости в центре резонатора  ис-
пользовано выражение комплексной амплитуды продольной компоненты скорости в первом при-

ближении  = . Пусть  – фундаментальная резо-

� (0,0)xu

�( , )u x y    βα α− −   − α α β   

0

0 0 0

0.5 chch sh 1
1 ch sh ch

U yx x
f x x y

ω = π0 0/c L

Рис. 2. Продольная (а) и поперечная (б) составляющие скорости первого приближения.
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Рис. 3. Продольная (а) и поперечная (б) составляющие средней массовой скорости: 1 – результаты [10]; 2 – ре-
зультаты [9]; 3 – настоящая работа.
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нансная частота. Значения , полученные таким образом, показаны на рис. 5. При 
решение можно построить как функции от  и  в зависимости от единственного парамет-
ра .

На рис. 6a и б первые столбцы представляют линии тока; вторые столбцы – распределения
продольной компоненты скорости в сечении  (на рис. 6б сплошная линия – средняя
массовая скорость, пунктирная линия – средняя скорость); третьи столбцы – распределения по-
перечной составляющей средней массовой скорости в сечении . Видно сходство акусти-
ческих течений, возникающих при горизонтальных колебаниях каверны (рис. 6a) и при колеба-
ниях левой стенки резонатора (рис. 6б), а также хорошее согласование средних массовых скоро-
стей. На рис. 6б в столбце 2 представлен график продольной массовой и средней скорости. Они
хорошо согласуются при толщине резонатора более десяти толщин акустического пограничного
слоя . В случае, когда ширина резонатора менее шести толщин вязкого пограничного
слоя , акустическое течение представлено только вихрями Шлихтинга, вихри Рэлея не об-
разуются.
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Рис. 4. Линии тока акустического течения: а – колеблющаяся каверна; б – колеблющаяся левая граница.
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Рис. 5. Резонансная частота как функция ширины канала.
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Рис. 6. Параметры акустического течения: а – [9]; б – результаты настоящей работы; 1 –линии тока; 2 – рас-
пределения продольной компоненты скорости в сечении  (сплошная линия – средняя массовая ско-
рость, пунктирная линия – средняя скорость); 3 – распределения поперечной составляющей средней массо-
вой скорости в сечении .
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Рис. 6. Окончание.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученное приближенное решение задачи об акустическом течении в прямоугольном резо-
наторе, возбужденном колебанием левой границы на резонансной частоте, отличается от реше-
ния [9]. Однако сравнение решений показывает хорошее согласие между ними за исключением
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области вблизи колеблющейся стенки, в частности в каверне и в резонаторе образуются вихри
Рэлея и Шлихтинга. Условием применимости полученного решения является малость толщины
пограничного слоя по сравнению с длиной акустической волны, а мгновенная скорость частиц
газа пренебрежимо мала по сравнению со скоростью звука. Используемая модель не учитывает
конвективное ускорение частиц газа и образование периодической ударной волны при больших
амплитудах колебаний. Установлено сходство акустических течений, возникающих при гори-
зонтальных гармонических колебаниях каверны и при колебаниях левой стенки резонатора, что
говорит о малом влиянии способа генерации стоячей волны на паттерны акустических течений.
В случае колеблющейся каверны центры вихрей Рэлея и Шлихтинга лежат в одном поперечном
сечении, а в случае резонатора с колеблющейся границей центры вихрей Шлихтинга смещены в
сторону боковых стенок. Обнаружено существование перетоков вблизи колеблющейся стенки
резонатора, которое обусловлено постановкой граничных условий.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 20-11-20070).
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