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Рассматривается плоская задача об эволюции возмущений поверхности идеальной несжима-
емой жидкости конечной глубины, вызванных заглубленным пульсирующим точечным ис-
точником, начинающим свою работу в изначально невозмущенной среде. Описан процесс
установления поверхностных волн, распространяющихся симметрично в обе стороны от ис-
точника. Жидкость предполагается идеальной и несжимаемой, а ее движение – потенци-
альным.
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Описанию волн на поверхности жидкости, генерируемых объектами в толще жидкости, по-
священо значительное число работ. Установившиеся бегущие волны, возникающие на свобод-
ной поверхности бесконечно глубокой жидкости в результате равномерного горизонтального
движения изначально покоящейся гидродинамической особенности n-го порядка в толще жид-
кости, найдены в [1]. Процесс установления волн на свободной поверхности в рамках формули-
ровки [1] описан в [2]. В работе [3] исследуется задача о предельном режиме, описывающем уста-
новившиеся волны при работе периодического по времени заглубленного источника с примене-
нием аппарата теории обобщенных функций. Эта классическая задача рассматривалась еще
Л.Н. Сретенским [4] без строгого обоснования предельного перехода при . В дальнейшем
эволюции волн на свободной поверхности жидкости стало уделяться меньше внимания, а во-
просы об установлении того или иного режима поверхностных волн долгое время оставались без
математически корректного ответа.

Возможно, это связано с тем, что больший интерес стали вызывать более общие задачи гене-
рации изгибно-гравитационных волн подводными объектами на поверхности жидкости под ле-
дяным покровом. В работах [5, 6] рассматривается генерация волн на ледяном покрове непо-
движным источником переменной интенсивности, расположенным в жидкости под ледяным
покровом. Получены общие выражения для потенциала скорости, а также рассмотрены частные
случаи импульсного, постоянного и гармонически осциллирующего источника. Представлены
асимптотические выражения для потенциала скорости течения при длительной работе осцилли-
рующего источника, а также для потенциала вдали от источника. В работе [7] изучены изгибные
волны, возникающие в ледяном покрове при мгновенном выбросе некоторой массы точечным
источником, расположенным в жидкости. Обобщение на случай источника с переменной ин-
тенсивностью рассматривается в [8].

В [9] обсуждается нестационарное движение источника подо льдом и полученные интеграль-
ные формулы проанализированы численно. Установившиеся плоские стационарные волны на
ледяном покрове в результате горизонтального движения изначально покоящейся гидродина-
мической особенности n-го порядка в толще жидкости найдены в [10]. В работе [11] выведен по-
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тенциал скорости для источника произвольной силы, совершающего произвольное трехмерное
движение. Первоначально неподвижная жидкость бесконечной глубины считается невязкой,
несжимаемой и однородной. Свободная поверхность жидкости покрыта тонким слоем упругого
материала однородной плотности с боковыми напряжениями. Подробно обсуждается влияние
ледяного покрова и битого льда на гидродинамические нагрузки. В [12] рассмотрена асимптоти-
ка решения для движения диполя для случая докритических скоростей движения диполя. В [13]
в линейном приближении изучаются волновые движения сжатого упругого ледяного покрова,
вызванные движением двумерного диполя в воде под ледяным покровом. Поток жидкости опи-
сывается теорией потенциала, а ледяной покров моделируется при помощи тонкой упругой пла-
стины, плавающей на поверхности воды. Получено решение для вертикального смещения ледя-
ного покрова для диполя, совершающего произвольное двумерное движение. В работе [14]
проведено рассмотрение временной эволюции волн возмущений на ледяном покрове, возника-
ющих в результате движения диполя в плоском слое идеальной жидкости бесконечной глубины.
В [15] построено решение линейной стационарной задачи об обтекании сферы равномерным по-
током идеальной несжимаемой жидкости бесконечной глубины под ледяным покровом, кото-
рый моделируется тонкой упругой пластиной Кирхгофа–Лява. Задачи излучения изгибно-гра-
витационных волн погруженным цилиндром рассмотрены в [16].

Целью настоящей статьи является анализ решения плоской задачи о временной эволюции
возмущений свободной поверхности изначально неподвижного слоя идеальной жидкости ко-
нечной глубины, возникающих под воздействием заглубленного пульсирующего источника, на-
чинающего свою работу в некоторый момент времени. и описание процесса установления по-
верхностных волн.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим плоский горизонтальный слой жидкости конечной глубины H, находящуюся в

состоянии покоя. Направим ось x декартовой системы координат направо, вдоль невозмущен-
ной поверхности жидкости, а ось y – вверх. Предположим, что в жидкости в момент времени t = 0
в точке , 0 < l < H, начинает работать источник, пульсирующий по гармоническо-
му закону Q(t) = sin(Ω t).

Далее будем предполагать, что волны, возникающие на поверхности, являются линейными,
т.е. для них выполняется соотношение a/H , где a – характерная величина амплитуды. Изло-
женное означает, что будет использоваться линеаризованная формулировка. Жидкость будет
предполагаться идеальной и несжимаемой, а ее течение потенциальным всюду, кроме точки ло-
кализации источника.

При этих предположениях скорость имеет потенциал Ф = Ф(x, y, t), который можно предста-
вить в виде Ф(x, y, t) = (x, y, t) + (x, y, t), где (x, y, t) – потенциал скорости, создавае-
мой источником, а (x, y, t) – волновой потенциал скорости жидкости. В [3] показано, что

и  +  = 0, –∞ < x <+∞, –H < y < 0

где y =  – уравнение свободной поверхности жидкости, а буквенный индекс внизу означа-
ет дифференцирование по соответствующей переменной.

Для Фурье образа S(  =  отклонения поверхности, имеем уравнение [3]

(1.1)

( ) ( )= −0 0, 0,x y l
0Q

� 1

0Ф φ =0 0Ф Ф
ϕ = ϕ

( ) ( ) ( )
( )

+
π π

=
+ + +

=0 02 2 22
( )Ф , Ф

2 2       x y

Q tQ t y lx
x y x y l

ϕ  xx ϕyy

ϕ = =+ η − 0  ( , ) (Ф ( ,0, )) , 0,t tg x t x t y

( )η + ϕ =
π +

= 2 2 , 0
2t y

Q t l y
x l

−ϕ =
π + −2 2
( ) ,

2 ( )
y

Q t H l
x H l

( )η  ,x t

λ, )t
+∞ − λ

−∞
η ( , ) i xx t e dx

+ ω = λ2 '( ) (| |)ttS S Q t G



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 6  2021

ЭВОЛЮЦИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 21

где  =  th , G  = ch /ch , а g – ускорение свободного па-
дения.

Поскольку источник начал свою работу при t = 0, имеем

(1.2)

Решение уравнения (1.1) при условиях (1.2) записывается в виде [3]

(1.3)

2. УСТАНОВИВШАЯСЯ ВОЛНОВАЯ КОНФИГУРАЦИЯ ПРИ 
Отклонение свободной границы жидкости можно определить, взяв обратное преобразование

Фурье

Подставив (1.3) в последнее равенство и пользуясь тем, что подынтегральная функция явля-
ется четной по λ, а источник начинает работать в момент времени t = 0, получим

(2.1)

В [3] показано, что интеграл (2.1) может быть переписан в виде

(2.2)

где

Известно [3], что множество корней функции f(  исчерпывается двумя действительными
корнями  = H,  и счетным множеством мнимых корней , k = 1, 2, …, .

Пользуясь теорией обобщенных функций, в [3] установлено, что интеграл в (2.2) равен инте-
гралу

(2.3)

где b = , а  – дельта функция. Из (2.3) следует, что

(2.4)

Интеграл P в (2.4) вычисляется при помощи смещения контура интегрирования с положи-
тельной полуоси в контур С, который составлен из отрезков действительной оси  [0, ],

 [ , отрезков 2  [R, R + iR],  [R + iR, 0] и замыкающeй полуокружности  с
центром в точке  и имеющей радиус ρ. Искомый интеграл P равен сумме интегралов от продол-
жения подынтегральной функции на отрезки , k = 2, 3, 4 и  по этим отрезкам и полуокруж-
ности, взятым со знаком минус [3] при R  и  . В [3] показано, что интеграл по дуге, па-
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раметризованной γ  стремится к нулю при R , интеграл полуокружности  равен поло-
вине вычета от соответствующей подынтегральной функции, а интеграл по  явно вычислен и
дается выражением в виде ряда, описывающим неподвижную волну, которая экспоненциально
убывает по x и гармонически осциллирует по времени t. Отклонение свободной поверхности при

, при  дается выражением

(2.5)

где

Это симметричная волна, описанная еще Л.Н. Сретенским в [4].

3. ЭВОЛЮЦИЯ ВОЛНЫ, ВЫЗВАННОЙ ПУЛЬСИРУЮЩИМ ИСТОЧНИКОМ
Из формулы (2.5) следует, что при больших временах t отклонение свободной поверхности

имеет вид

(3.1)

где .

Следует отметить, что из результатов предыдущего параграфа следует, во-первых, что
 при , при всех , а во-вторых, что волна W2 устанавливается сразу при

начале работы источника и асимптотическое поведение  в (3.1) связано только с первой
волной W1. Иными словами, процессу установления подвергается только первая бегущая волна,
которая стремится к W1.

Волна W2 является неподвижной пульсирующей, локализованной (быстро убывающей по
пространству) волной, сразу возникающей над источником. В [3] показано, что ряд в (2.4), опи-
сывающий форму волны W2, абсолютно сходится при всех  Тот факт, что волна отклоне-
ния свободной поверхности  в (3.1) имеет конечную амплитуду при всех x, следует из того
обстоятельства, что после вычисления внутреннего интеграла в формуле (2.1) получим, что от-
клонение свободной поверхности представляется в виде сходящегося при всех x интеграла

(3.2)

Формула (3.2) представляется наиболее удобной для численного расчета волны, генерируе-
мой пульсирующим источником; пример такой волны при конкретном значении физических
параметров приведен в [3].

Как уже отмечалось, сразу после начала работы источника устанавливается локализованная
волна W2. Другая бегущая волна распространяется при больших временах внутри сектора D =
= , со скоростью, асимптотически стремящейся при  к скоро-
сти V, которая определяется следующим образом

Например, для значений физических параметров Ω =  c–1, H = 5 м, l = 2 м,  = 1 м2 с–1, g =
= 10 мс–2 имеем  м–1, V = 1.593 м c–1. Асимптотически по времени вне сектора D имеем
только неподвижную волну W2, которая экспоненциально стремится к нулю – (см. рис. 1). Пер-
вая волна, распространяющаяся внутри сектора с групповой скоростью V, асимптотически при

 стремится к профилю бегущей волны W1 в (2.5).
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Таким образом, процесс установления профиля свободной поверхности жидкости при воз-
растании времени t представляет собой эволюцию волны, которая со временем занимает область
пространства внутри конуса D и распространяется вправо и влево со скоростью, асимптотически
близкой к скорости V.

При  форма поверхности в каждой точке стремится к профилю Сретенского (2.5). Иными
словами, для сколь угодно малого  и любой точки x0 найдется такое T , что при t > T ,

  Вне сектора D при  находятся “хвосты” неподвижной волны W2, ко-
торые экспоненциально малы, вследствие (2.5) (см. рис. 1).

4. ОБСУЖДЕНИЕ

Ранее было показано [3], что в результате эволюции асимптотически при стремлении време-
ни к бесконечности образуются две волны, симметрично распространяющиеся по обе стороны
источника и локализованная стоячая волна, пульсирующая по времени. В данной работе рас-
смотрен режим установления волн на свободной поверхности, генерируемых пульсирующим ис-
точником, которые в пределе стремятся к волновой конфигурации, рассмотренной в [3].

Процесс установления волн от источника возмущений рассматривался также в [2] для свобод-
ной поверхности жидкости бесконечной глубины и в [14] для волн на поверхности раздела вода–
лед для жидкости под ледяным покровом. В обоих случаях источником возмущений являлся ди-
поль, равномерно движущийся в толще жидкости конечной глубины. Задача о процессе установ-
ления волны, рассмотренная в [2] и, тем более, задача, рассмотренная в [14] в некотором смысле
сложнее, чем задача о процессе установления волны, рассмотренная здесь. В самом деле, уста-
новление профиля свободной поверхности жидкости связано с возникновением двух волн, одна
из которых подвергается дисперсионному расплыванию и затухает, а другая (имеющая меньшую
скорость) с течением времени трансформируется в свободную волну Келдыша [17].

В жидкости под ледяным покровом таких волны четыре, две из них с течением времени зату-
хают, а две другие трансформируются в стационарную (в системе отсчета связанной с движу-
щимся диполем) волновую конфигурацию, найденную в [10]. В настоящей работе разобран слу-
чай, когда формируется одна симметричная бегущая волна, которая с течением времени транс-
формируется в бегущую волну W1. Заметим, что, несмотря на отмеченную относительную
простоту рассмотренной задачи, без проведенных рассуждений в общей картине представлений
о процессах установления волн на границах раздела различных сред, основанной на корректном
математическом подходе, недоставало бы весьма существенного фрагмента.

∈x D
>e 0 ( )0x ( )0x

( ) ( )η − η <0, ,x t x t e. → ∞t

Рис. 1. Схема процесса установления профиля свободной поверхности для достаточно больших t (  > ) и эво-
люция асимптотического профиля в заданной точке x0.

t
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x0 x
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ИЛЬИЧЕВ, САВИН

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Установлен характер эволюции возмущений свободной поверхности плоского слоя идеаль-
ной несжимаемой жидкости конечной глубины, возникающих в случае работы пульсирующего
источника в толще жидкости. Полученное решение может быть полезным при оценке характер-
ного времени установления волнового режима в заданной области пространства при работе ис-
точников периодических возмущений, например, волнопродукторов при проведении лабора-
торных и натурных экспериментов.
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