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Решена задача о дальнем поле внутренних гравитационных волн от возникшего в начальный
момент времени источника возмущений радиальной симметрии. Рассмотрено постоянное
модельное распределение частоты плавучести, и с помощью преобразования Фурье–Ханкеля
получено аналитическое решение задачи в виде суммы волновых мод. Получены асимптоти-
ки решений, описывающие пространственно-временные характеристики возвышения изо-
пикн, вертикальной и горизонтальной компонент скорости вдали от источника возмущений.
Вблизи волновых фронтов отдельной волновой моды асимптотики компонент волнового по-
ля выражаются через квадрат функции Эйри и ее производные. Проведено сравнение точных
и асимптотических результатов, и показано, что на временах порядка десяти и более перио-
дов Брента–Вяйсяля асимптотический метод позволяет эффективно рассчитывать дальние
волновые поля.
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Аналитические и численные исследования эволюции диспергирующих внутренних гравита-
ционных волн (ВГВ) от нелокальных источников возмущений в природных стратифициро-
ванных средах показывают, что структура волновых картин на больших расстояниях от этих
источников (много больших их характерных размеров) практически не зависит от их формы и
определяется только законами дисперсии этих сред [1–3]. Поэтому, используя модельные пред-
ставления для описания различных источников, волновое поле в дальней зоне можно описать
сравнительно простыми аналитическими формулами [4–6]. При этом начальные или граничные
условия должны определяться из результатов прямого численного моделирования ближнего по-
ля с учетом нелинейных уравнений гидродинамики, или из сугубо оценочных (полуэмпириче-
ских) соображений [6–8]. Возможной моделью волновой генерации можно считать предположе-
ние о возбуждении пакетов ВГВ импульсным воздействием [4, 5, 9–11]. Для проведения оценоч-
ных расчетов ВГВ необходимо подбирать параметры использованной модели источника так,
чтобы приблизить смоделированные волновые системы к реально наблюдаемым, в том числе по
фотоснимкам из космоса, волновым картинам [12–14]. Таким образом, математические модели
волновой генерации могут быть не только верифицированы, но и использованы для проведения
прогнозных оценок, так как в этих заданных a priori модельных условиях заложено много реаль-
ной информации, на основе которой линейная теория вдали от различных источников возмуще-
ний может давать удовлетворительные результаты [3, 4, 15–18].

Целью настоящей работы является построение асимптотик, описывающих дальние поля ли-
нейных внутренних гравитационных волн, возбуждаемых возникшим в начальный момент вре-
мени источником возмущения радиальной симметрии в слое стратифицированной среды ко-
нечной толщины.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается слой стратифицированной среды конечной толщины H. Уравнение линей-

ных ВГВ в цилиндрических координатах  (предполагается, что зависимости от угла нет,
ось z направлена вверх) для малых возмущений возвышения изопикн  в приближении
Буссинеска имеет вид [1, 6]

где далее частота Брента–Вяйсяля (частота плавучести) предполагается постоянной:  =
= const. Начальные и граничные условия берутся в виде

где т – вертикальная компонента скорости, и предполагается, что начальное возмуще-
ние изопикн  обладает радиальной симметрией. Все искомые функции зависят от ради-
альной координаты r, времени t и вертикальной координаты z, зависимость от угла отсутствует.
Решение полученной начально-краевой задачи строится с помощью преобразования Фурье–
Ханкеля [19, 20], в результате можно получить

(1.1)

где J0 – функция Бесселя нулевого порядка. Отметим, что в силу постоянства частоты плавучести
функция  не зависит от номера моды n и  для всех номеров . Выражение для
вертикальной компоненты скорости имеет вид

(1.2)

Горизонтальная (радиальная) компонента скорости  определяется из уравнения не-
сжимаемости в цилиндрических координатах [6]

Учитывая, что решением уравнения [19, 20]

является функция  (J1 – функция Бесселя первого порядка), можно получить

(1.3)

Полученные решения (1.3) показывают, что горизонтальная (радиальная) компонента скоро-
сти  равна нулю при r = 0 и всех значениях z, t, т.е. . В безразмерных перемен-
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ных , , ,  (знак “*” далее опускается) выражения (1.1)–(1.3)
можно представить в виде

(1.4)

2. АСИМПТОТИКИ РЕШЕНИЙ ВБЛИЗИ ВОЛНОВЫХ ФРОНТОВ

В заданном начальном распределении возвышения изопикн  будем считать, что функ-
ции ,  нормированы на свои максимальные (по модулю)значения. Далее, в качестве мо-
дельного, рассмотрим следующее радиальное распределение начального возмущения: Φ(r) =
=  (множитель 1/2 используется для простоты выкладок). Тогда из (1.1) имеем: A(k) =
= . Интегралы (1.4) при больших значениях ,  можно вычислить с помощью
метода стационарной фазы. С этой целью необходимо заменить функцию Бесселя на ее асимп-
тотику:  [19, 20]. Подставляя это выражение в (1.4), можно получить

При больших значениях r, τ интеграл  экспоненциально мал, так как стационарных точек
на интервале интегрирования нет. С помощью метода стационарной фазы можно получить урав-
нение для нахождения стационарных точек: , . Решение этого уравнения имеет

вид: . Окончательно можно получить: , Φn(r, τ) =

= . Аналогично, с помощью метода стационарной фазы имеем: pn(r, τ) ≈ Pn(r, τ) (r, τ)),

,  ≈ . Полученные асимптотические фор-
мулы для функций , ,  позволяют рассчитывать на фиксированной глубине
пространственно-временные характеристики возвышения изопикн, вертикальной и горизон-
тальной (радиальной) компонент скорости ВГВ вдали от вспыхнувшего в начальный момент
времени нелокального источника возмущений радиальной симметрии в приближении стацио-
нарной фазы. Однако эти асимптотики неприменимы вблизи волновых фронтов [6, 20]. Для по-
строения локальных асимптотик, т.е. асимптотик, описывающих поле ВГВ вблизи волновых
фронтов, заменим далее в интеграле  функцию  при малых волновых числах разложени-
ем: . Тогда можно получить

При малых значениях ξ (вблизи волновых фронтов) стационарные точки стремятся к нулю,
т.е. к краю области интегрирования и одновременно к особенности подынтегрального выраже-
ния . В этом случае метод стационарной фазы неприменим, и для построения локальных
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асимптотик с помощью подходящей замены следует свести исходный интеграл к более сложно-
му эталонному интегралу. Выбор эталонного интеграла определяется распределением стацио-
нарных точек фазовой функции и особых точек подынтегральной функции в зависимости от па-
раметров задачи. В основе метода построения локальных асимптотик лежит сведение исходного
интеграла к эталонному интегралу, т.е. такому простейшему интегралу, у которого имеется тре-
буемый набор критических точек, расположенных аналогично их взаимному расположению в
рассматриваемом интеграле. Таким образом, построение асимптотики сводится к выбору соот-
ветствующей специальной функции, ее нескольких первых производных и к определению зави-
симости аргументов этой специальной функции, а также амплитудных и фазовых множителей от
параметров задачи. Модельным интегралом, который выражается через квадрат функции Эйри,
в этом случае будет следующий [20, 21]

Функция G(x) удовлетворяет уравнению: , которое решается методом
Лапласа [20, 21]. Тогда, с помощью замены  можно получить выражения для локаль-
ной асимптотики вблизи волнового фронта, имеющей вид

(2.1)

Локальные асимптотики вблизи волновых фронтов для функций  получаются из (2.1)
дифференцированием по переменной τ (при этом дифференцируется только функция J)

Выражения для локальных асимптотик горизонтальной (радиальной) компоненты скорости
имеют вид

Можно отметить, что выражения для асимптотик возвышения изопикн  и горизонталь-
ной (радиальной) компоненты скорости  совпадают с точностью до множителя n (номера
моды).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
Для численных расчетов было использовано следующее представление функции Π(z), имею-

щее один максимум: , значения параметров были следующие: α = 33, β = 57. Ис-
пользованные пространственные масштабы и характер изменчивости начального возмущения
изопикн соответствуют типичным горизонтальным и вертикальным масштабам реальных ис-
точников возбуждения ВГВ в океане [3–5, 12–14]. На рис. 1 представлены результаты расчетов
функции , (первая мода возвышения) при значении τ = 30 (левый рисунок) и τ = 70 (пра-
вый рисунок). Сплошная линия – точное решение, пунктир – приближение локальной асимп-
тотики по формуле (2.1). Из представленных результатов видно хорошее совпадение точных и
асимптотических результатов в окрестности волновых фронтов при больших значениях r, τ. На
рис. 2 представлены результаты расчетов функций  (первая мода возвышения) при τ = 70.
Сплошная линия – точное решение, штриховая линия – расчеты по методу стационарной фазы,
пунктир – приближение локальной асимптотики по формуле (2.1). Как показывают численные
расчеты, на временах порядка десяти и более периодов Брента–Вяйсяля полученные асимпто-
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тики позволяют достаточно точно рассчитывать дальние волновые поля. Вблизи волновых
фронтов отдельной моды асимптотики компонент волнового поля ВГВ (возвышение изопикн,
вертикальная и горизонтальная компоненты скорости) выражаются через квадрат функции Эй-
ри и ее производные, вдали от волновых фронтов можно использовать метод стационарной фа-
зы.

Общую схему моделирования дальних полей ВГВ от возникшего нелокального источника
возмущений можно представить следующим образом. Используя численное решение полной
системы уравнений гидродинамики, определяются основные характеристики параметров вол-
нового поля (возвышение изопикн, компонент скорости, плотность, давление), можно задать
некоторое начальное пространственное распределение этих компонент [6–8]. Вдали от источни-
ков возмущений, предполагая адекватность использования линейной модели волновой динами-
ки, дальние поля ВГВ рассчитываются по асимптотическим формулам, причем, как показывают
результаты расчетов, для большинства реальных гидрологических условий Мирового океана ос-
новой вклад в дальние поля вносят только несколько первых волновых мод [3, 4, 16–18].

Рис. 1. Возвышение первой моды: точное решение и локальная асимптотика вблизи фронта.

0.02
0.01

20 40 40 80

g1(r)

r r�0.01
�0.02

0.02

0.01

20 40

p1(r)

r 40 80 r
�0.01

�0.02

0.010
0.005

g1(r)

�0.005
�0.010

0.010
0.005

p1(r)

�0.005
�0.010

0.010
0.005

q1(r)

�0.005
�0.010

0.02
0.01

20 40 40 80

q1(r)

r r�0.01
�0.02

Рис. 2. Возвышение первой моды: точное решение, локальная асимптотика и асимптотика стационарной фазы.

40 80 r

0.010

0.005

g1(r)

�0.005

�0.010



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 5  2021

АСИМПТОТИКИ ДАЛЬНИХ ПОЛЕЙ 81

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Полученные в работе асимптотики решений позволяют эффективно рассчитывать волновые

поля ВГВ вдали от нелокальных источников возмущений и проводить качественную оценку по-
лучаемых решений. В результате проведения модельных многовариантных расчетов по асимпто-
тическим формулам смоделированная волновая система может быть приближена к наблюдае-
мым в натурных условиях волновым системам, что позволяет оценить физические параметры
реальных источников возбуждения внутренних гравитационных волн в океане. Поэтому полу-
ченные асимптотические результаты дают возможность определить основные характеристики
начальных возмущений, варьируя модельные значения исходных параметров.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ проект № 20-01-00111А.
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