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Неустойчивости, возникающие при натекании жидкой струи на плоскую пластину, рассмат-
риваются с помощью комбинированного численно-аналитического метода. Когда жидкая
струя ударяется о подложку, она растекается по подложке и в экспериментах наблюдается
круговой гидравлический прыжок, возникающий на некотором расстоянии по радиусу от
точки натекания струи. Неустойчивости, развивающиеся в потоке жидкости, при определен-
ных условиях изменяют форму прыжка с круговой на многоугольную. Однако с численной
точки зрения моделируемый гидравлический прыжок всегда имеет круговую форму, так как
эти неустойчивости игнорируются при численном моделировании. Поскольку число углов
многоугольного прыжка представляет собой важную характеристику рассматриваемого явле-
ния, цель настоящего исследования состоит в объединении характеристик моделируемого
кругового прыжка в некоторую аналитическую модель, имеющуюся в литературе, чтобы по-
лучить число углов многоугольного прыжка. Чтобы следить за свободной поверхностью жид-
кости во время соударения струи с подложкой и дальнейшим деформированием этой поверх-
ности, приводящим к круговому прыжку, используется метод объема жидкости совместно с
алгоритмом Юнга. Важными параметрами рассматриваемого явления, которые используют-
ся в методе, предложенном в настоящем исследовании, являются высота жидкости выше и
ниже по потоку от гидравлического прыжка, а также радиус и кривизна прыжка, которые мо-
гут быть извлечены из численных результатов моделирования кругового гидравлического
прыжка. Полученное при расчете число углов многоугольного прыжка сравнивается с числом
углов в эксперименте для различных случаев, между которыми наблюдается хорошее согласие.
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Acell Площадь свободной поверхности вычислительной ячейки
B Параметр формы

Bo Число Бонда
C Постоянный коэффициент
f Объемная доля жидкости (дробная функция)

Fb Массовая сила
FST Сила поверхностного натяжения
Fr Число Фруда
G Безразмерный параметр
g Ускорение свободного падения
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Натекание жидкой струи на плоскую пластину используется во многих приложениях, таких
как охлаждение электронных систем и турбинных лопаток [1], обработка листового металла [2],
нанесение защитного слоя на поверхность [3], смыв поверхностного слоя [4], производство стек-
ла [5], лазерные зеркала [6] и т.д. Когда жидкая струя с круглым поперечным сечением натекает
по нормали на горизонтальную подложку, по поверхности подложки растекается пленка жидко-
сти. В случае присутствия некоторой преграды вниз по потоку от жидкой пленки, можно наблю-
дать, что на определенном радиальном расстоянии от точки соударения струи с поверхностью
толщина жидкого слоя внезапно возрастает. Это приводит к явлению, известному как круговой
гидравлический прыжок [7]. Радиус и глубина жидкости вверх по потоку от прыжка меньше, чем
эти величины вниз по потоку. По этой причине, чтобы сохранить массовый расход жидкости,
скорость жидкости в состоянии вверх по потоку от прыжка должна быть намного больше, чем
скорость в состоянии вниз по потоку от прыжка. Это течение с большой скоростью перед прыж-
ком увеличивает касательное напряжение сдвига и коэффициент теплообмена на поверхности [8].
Именно по этой причине следует избегать образования гидравлического прыжка во многих при-
ложениях. В результате очень важным является предсказание положения и формы гидравличе-
ского прыжка в этом явлении. В связи с этим, были предприняты многочисленные эксперимен-
тальные [9–11], аналитические [9, 12–16] и численные [17–19] исследования, чтобы описать гид-
равлический прыжок и ввести разные соотношения для предсказания радиуса прыжка [11, 13, 14, 16].

Неустойчивости могут изменить форму потока жидкости. В [20] было изучено влияние не-
устойчивостей на мелкодисперсное разбрызгивание жидкой струи, натекающей на плоскую
пластину перед гидравлическим прыжком. В [21] было экспериментально исследовано разбрыз-
гивание, происходящее во время натекания жидкой струи на твердые мишени. В этом исследо-

ho Высота жидкости ниже по течению
hi Высота жидкости выше по течению
lc Капиллярная длина Capillary length
K Число углов многоугольного прыжка
n Нормальный вектор поверхности
P Давление
Q Объемный расход
r0 Характеристический радиус
rj Внутренний радиус прыжка
R Внешний радиус прыжка
R1 Радиус кривизны
Re Число Рейнольдса
t Время
V Вектор скорости
α Отношение высоты потока и внешнего радиуса прыжка
∇ Оператор Гамильтона

Ωcell Объем ячейки
σ Поверхностное натяжение
δ0 Нормализованная ширина бочки (переворачивающегося вала жидкости) кру-

гового гидравлического прыжка
ξ0 Характеристическая высота жидкости
μ Динамическая вязкость
ν Кинематическая вязкость
ρ Плотность
ρ1 Безразмерный радиус кривизны
τ Тензор напряжений
Π Безразмерный параметр
κ Кривизна поверхности
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вании авторы утверждали, что в присутствии разбрызгивания капиллярная неустойчивость важ-
нее поверхностного натяжения. При изучении круговых гидравлических прыжков [22] было
найдено, что когда докритическая жидкая пленка становится толще и эффекты поверхностного
натяжения уменьшаются, можно увидеть некоторую последовательность неустойчивостей в
структуре прыжка. В недавних исследованиях [23–29] были изучены эффекты неустойчивостей
при изменении круговой формы гидравлического прыжка на многоугольную. В настоящем ис-
следовании, с помощью использовании комбинированного численно-аналитического метода,
описывается многоугольный гидравлический прыжок, образованный за счет неустойчивостей,
развивающихся во время натекания струи жидкости.

В процессе образования гидравлического прыжка, когда жидкость имеет небольшую вязкость
(подобно воде), гидравлический прыжок имеет один и тот же радиус при всех углах и на поверх-
ности образуется жидкая пленка круговой формы (рис. 1а). Однако, если струя натекает наклон-
но или жидкость имеет бóльшую вязкость (приблизительно десятикратную по сравнению с вяз-
костью воды), форма гидравлического прыжка изменяется на некруговую (овальную или много-
угольную) (рис. 1б). Многоугольные прыжки образуются из-за неустойчивостей Рэлея–Плато в
высоковязких жидкостях [29].

Впервые круговой гидравлический прыжок наблюдался в 1914 г. [10]. В этом исследовании ав-
тор (лорд Рэлей) отметил, что бóльшая часть необъясненных акустических явлений связана с не-
устойчивостью струй жидкости. Он классифицировал причины неустойчивости жидких струй,
разделив их на две категории. Первая состоит в ускорении струи жидкости высокой плотности в
жидкости низкой плотности. Другая категория неустойчивости связана со струей и окружающей
средой, состоящих из одного и того же вещества. Рэлей экспериментально исследовал влияние
различных факторов на круговой гидравлический прыжок и указал на то, что поверхностное на-
тяжение и объемный расход жидкости представляют собой два важных параметра, действующих
на радиус кругового гидравлического прыжка. Одним из наиболее важных результатов в иссле-
довании кругового гидравлического прыжка состоит в возможности предсказания радиуса
прыжка и его структуры. Радиус кругового гидравлического прыжка, структура которого зависит
от поведения жидкости за прыжком, определяется как расстояние зоны прыжка от точки нате-
кания струи. В [12] была представлена теория невязкого гидравлического прыжка, возникающе-
го в результате воздействия вертикальной струи на горизонтальную пластину. На основе этой
теории делается вывод, что гидростатическая сила должна равняться скорости изменений им-
пульса жидкости в месте расположения прыжка. Было показано, что невязкой теории недоста-
точно для объяснения многих экспериментов, описанных в литературе [16, 29], поскольку в ней
пренебрегается эффектом вязкости и существованием вихрей в области прыжка, которые важны
в рассматриваемом явлении.

В [16], используя теорию пограничного слоя, было рассмотрено влияние вязкости жидкости
на круговой гидравлический прыжок. В этом исследовании было получено неявное соотноше-
ние для определения радиуса кругового гидравлического прыжка и выполнены несколько экс-
периментов с целью проверки и обоснования предложенной модели. Было показано, что резуль-
таты предлагаемой теории находятся в хорошем согласии с результатами измерений только в ре-
жиме ламинарного течения [16].

Рис. 1. Круговой гидравлический прыжок [23] (а); некоторые многоугольные гидравлические прыжки [30] (б).

(а) (б)
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В [13] было представлено соотношение подобия для радиуса кругового гидравлического
прыжка в зависимости от объемного потока жидкости, кинематической вязкости и ускорения
силы тяжести при использовании уравнений мелкой воды. В другом исследовании [31] разные
формы гидравлического прыжка были исследованы аналитически и экспериментально. Гидрав-
лические прыжки были отнесены к двум типам по числу вихрей под свободной поверхностью
жидкости в области прыжка. У гидравлического прыжка первого типа (I) имеется один вихрь
вблизи твердой поверхности, который вызывает внезапный рост высоты жидкости. В гидравли-
ческом прыжке второго типа (II) появляется другой вихрь вблизи свободной поверхности, что
приводит к изменениям в ее профиле. В [31] утверждалось, что форма прыжка изменяется с типа I
на тип II, когда высота жидкости вниз по потоку от гидравлического прыжка возрастает до опре-
деленного значения. В [14] теория Ватсона [16] была модифицирована за счет аналитического
рассмотрения поверхностного натяжения в данном явлении и путем сравнения полученного со-
отношения с экспериментальными результатами.

Круговой гидравлический прыжок был численно моделирован в [17]. Метод объема жидкости
и алгоритм Юнга были использованы для отслеживания адвекции свободной поверхности. Было
найдено, что при увеличении вязкости устойчивость прыжка растет, а чувствительность положе-
ния прыжка к высоте жидкости вниз по потоку от него уменьшается. Было отмечено, что при
увеличении высоты жидкости вниз по потоку радиус прыжка уменьшается до определенного
предела, после которого устойчивость прыжка начинает снижаться.

В жидкостях с низкой вязкостью это явление очень неустойчиво; по этой причине в [23] был
использован этилен-гликоль (в 10 раз более вязкий, чем вода), чтобы получить более устойчивые
круговые гидравлические прыжки. Что удивительно, в этом исследовании наблюдалась новая
геометрия гидравлических прыжков с некоторыми углами, которую авторы назвали многоуголь-
ным гидравлическим прыжком. Кроме того, было исследовано влияние разных параметров на
форму образовавшегося многоугольника. Многоугольники наблюдались только в течениях типа II.
Это было достигнуто за счет увеличения высоты жидкости ниже по потоку от прыжка, при этом
число углов многоугольника уменьшалось [24]. С тех пор многие исследователи изучали много-
угольные гидравлические прыжки и представили соотношения для оценки числа углов много-
угольника. Круговой гидравлический прыжок был исследован в [32] численно и теоретически.
Были представлены два дифференциальных уравнения для радиуса прыжка и высоты свободной
поверхности. В [26] эта модель для теоретического расчета высоты свободной поверхности и по-
лей скорости в многоугольном гидравлическом прыжке была модифицирована. Были рассмот-
рены малые возмущения в окрестности кругового прыжка и получено нелинейное уравнение для
многоугольного прыжка. На основе этого исследования было найдено следующее соотношение,
которое может быть использовано для оценки числа углов многоугольного прыжка

(0.1)

где  – отношение высоты потока и внешнего радиуса прыжка,  – число Бонда,

Fr =  – число Фруда,  – число Рейнольдса, а r0 и ξ0 – функции Re, α, Fr и Bo.

В этих безразмерных числах ho представляет собой высоту свободной поверхности вниз по пото-
ку от прыжка, R – внешний радиус за прыжком, ρ – плотность жидкости, g – ускорение свобод-
ного падения, σ – поверхностное натяжение, Q – объемный расход жидкости и ν – кинематиче-
ская вязкость.

В [33] круговой гидравлический прыжок был исследован численно с помощью метода объема
жидкости. На основе исследования линий тока в жидкости вверх и вниз по потоку была проде-
монстрирована динамика течения в круговом гидравлическом прыжке. Был проиллюстрирован
тот факт, что при достижении некоторого критического предела положительным градиентом
давления (нарастание давления по направлению течения) может наблюдаться противоток, что
указывает на область прыжка. Этот противоток вызывает циркуляцию в зоне растекания жидко-
сти, которая резко повышает высоту потока жидкости.

В [25] для многоугольного гидравлического прыжка была предложена феноменологическая
модель. В этой модели утверждалось, что многоугольное состояние прыжка возникнет с длиной
волны порядка ширины “бочки” (закрученного (переворачивающегося) жидкого вала), возни-
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кающего вследствие неустойчивости Рэлея–Плато. В этой модели было представлено некоторое
безразмерное уравнение для вычисления числа углов многоугольного гидравлического прыжка,
полученное посредством рассмотрения закона сохранения массы и баланса сил вверх и вниз по
потоку от прыжка. Хотя поверхностное натяжение является одним из важнейших факторов,
участвующих в формировании многоугольного гидравлического прыжка, в этом соотношении
пренебрегалось поверхностным натяжением из-за отсутствия детальной информации о профиле
свободной поверхности прыжка и его кривизне.

В настоящем исследовании кривизны прыжков рассчитаны с помощью численного моделиро-
вания профиля высоты кругового гидравлического прыжка. Некоторые геометрические парамет-
ры прыжка получены из расчетов, которые далее использованы для вычисления сил поверхност-
ного натяжения на основе модели, представленной в [25]. В результате отсутствует необходимость
пренебрегать поверхностным натяжением, что, таким образом, приводит к комбинированному
численно-аналитическому методу, предназначенному для более точного определения числа углов.

1. КРАТКОЕ ОПИСАНИЕ МОДЕЛИ МАРТЕНСА [25]
Уравнение количества движения и закон сохранения массы были использованы в [25] для не-

которого секторного контрольного объема в области прыжка. Чтобы получить различные члены
в уравнении количества движения, были построены балансы сил для разных направлений вокруг
прыжка. Что касается радиального направления, были использованы сила гидростатического
давления и радиальная компонента силы вязкого трения. Далее, были выведены выражения для
гидростатического давления, касательного напряжения сдвига и силы поверхностного натяже-
ния в азимутальном направлении. Наконец, была использована теория возмущений, чтобы по-
лучить соотношение для числа углов в многоугольном гидравлическом прыжке в виде:

(1.1)

(1.2)

где  и  – два безразмерных числа, связанные с условиями в жидкости и по-

токе. В этих безразмерных числах hi – высота свободной поверхности вверх по потоку от прыжка,

c2 и c3 – некоторые постоянные порядка единицы [25],  – параметр формы, связан-

ный с кривизной свободной поверхности в области прыжка и  – нормализованная ши-

рина переворачивающегося вала (бочки) кругового гидравлического прыжка при тех же самых
условиях.

Из-за отсутствия каких-либо аналитических выражений для профиля высоты прыжка, его

безразмерная кривизна  и производная от ρ1 по δ не могут быть получены аналитически.

Мартенс и соавт. [25] заявили, что эта кривизна может привести к неустойчивости. Поэтому,
предположив, что поверхностное натяжение имеет пренебрежимо малую величину, авторы [25]
пренебрегли числом B. Следовательно, уравнение (1.1) было упрощено и приведено к следующе-
му виду:

(1.3)

Для подтверждения адекватности профиль высоты, полученный из экспериментальных ре-
зультатов, использовался для расчета числа углов в многоугольном гидравлическом прыжке с
помощью уравнения (1.1).

Далее, были рассмотрены зависящие от времени уравнения неразрывности и баланса ради-
альных и азимутальных сил в окрестности прыжка. Наконец, был сделан вывод, что, если попе-
речное сечение переворачивающегося вала (бочки) близко к цилиндрическому, длина волны,
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пропорциональная ширине бочки, как в неустойчивости Рэлея–Плато (k*), обратно пропорци-
ональна нормализованной ширине переворачивающегося вала кругового гидравлического
прыжка (δ0) при тех же условиях, т.е.,

(1.4)

Было показано, что число углов в многоугольном прыжке будет равно округленному (либо с
избытком или с недостатком) значению k*, полученному из уравнения (1.4). Для подтверждения
адекватности модели, которая приводит к уравнению (1.4), полученные экспериментально зна-
чения профиля высоты были использованы для вычисления δ0. Далее, число углов в многоуголь-
ном прыжке, наблюдаемом экспериментально, сравнивалось с числом углов, полученным из
уравнения (1.4). Как можно видеть, основной недостаток вышеупомянутой модели состоит в вы-
числении δ0. Хотя уравнение (1.4) представляет собой простое соотношение для оценки числа уг-
лов в многоугольном прыжке, никаких аналитических зависимостей для δ0 не было представлено.

В настоящем исследовании параметры в вышеупомянутой теории, для которых нет доступ-
ных аналитических значений, оцениваются с помощью численного моделирования. Это было
проделано как для уравнения (1.1), так и для уравнения (1.4). При использовании уравнения (1.1)

для оценки параметра формы , все величины должны быть извлечены из профиля

свободной поверхности кругового гидравлического прыжка. Этот профиль свободной поверхно-
сти и кривизна прыжка могут быть получены с помощью результатов численного моделирова-
ния кругового гидравлического прыжка. Таким образом, число углов в многоугольном гидрав-
лическом прыжке получается при вычислении числа B и подстановке его в уравнение (1.1).
Аналогично, значение нормализованной ширины переворачивающегося вала кругового гидрав-
лического прыжка (δ0) определяется из результатов расчетов, после чего можно вычислить зна-
чение k из уравнения (1.4).

2. МОДЕЛИРОВАНИЕ НАТЕКАНИЯ ЖИДКОЙ СТРУИ
2.1. Объяснение численного метода

В настоящем исследовании натекание жидкой струи численно моделируется посредством ре-
шения уравнения неразрывности и трехмерных уравнений Навье–Стокса

(2.1)

(2.2)

где V – вектор скорости, P – давление, Fb – массовая сила на единицу объема и τ – тензор напря-
жений, определенный следующим образом:

(2.3)

В настоящем исследовании максимальное число Рейнольдса для исходной круглой жидкой
струи равно 2000 и режим течения рассматривается как ламинарный. Кроме того, жидкость
предполагается ньютоновской и несжимаемой. Благодаря постоянной температуре жидкости, ее
физические свойства, включая поверхностное натяжение, плотность и вязкость, считаются по-
стоянными. Чтобы решить уравнение неразрывности и уравнение количества движения, ис-
пользовался двухшаговый метод проекции [34], в котором вначале явно вычисляется скорость за
счет использования конвективных слагаемых и массовых сил

(2.4)

где верхний индекс n обозначает значение соответствующей величины на предыдущем времен-
нóм слое и Δt равно величине шага по времени. Врéменная скорость ( ) вычисляется на этом
шаге посредством использования некоторой явной дискретизации конвективных слагаемых,
вязких членов, массовых сил и сил поверхностного натяжения (как будет объяснено позже в
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этом разделе). Далее, вектор скорости на новом временнóм слое (Vn + 1) вычисляется с помощью
неявного решения уравнения с членом для распределения давления:

(2.5)

Вычисление дивергенции уравнения (2.5) с использованием уравнения неразрывности (2.1)
дает неявное уравнение Пуассона для давления:

(2.6)

Для решения уравнения (2.6) используется солвер, основанный на методе Холецкого непол-
ного разложения сопряженнных градиентов [35]. После решения уравнения (2.6) получается
распределение давления на следующем временнóм слое, которое может быть использовано, за
счет применении уравнения (2.5), для вычисления скорости на следующем временнóм слое (Vn + 1).

Свободная поверхность жидкости отслеживается с помощью метода объема жидкости, в ко-
тором используется скалярный параметр f, называемый объемной долей (дробной функцией).
Этот параметр рассматривается в качестве числового критерия, показывающего величину объ-
ема, занимаемого жидкостью в каждой вычислительной ячейке:

(2.7)

Таким образом, в настоящем исследовании, помимо уравнений неразрывности и количества
движения, решается следующее уравнение переноса для адвекции (горизонтального перемеще-
ния) дробной функции:

(2.8)

В дополнение к вышеизложенному, используется алгоритм Юнга для построения кусочно-
линейной границы раздела [36] при реконструкции свободной поверхности на каждом времен-
нóм слое. В этом алгоритме после решения уравнения адвекции для дробной функции делается
вывод, что некоторая ячейка принадлежит области свободной границы, если значение дробной
функции для этой ячейки находится между нулем и единицей. После этого граница раздела меж-
ду жидкостью и газом воссоздается приближенно, а затем объемные потоки через грани элемен-
тарных ячеек вычисляются геометрически. Для реконструкции границы раздела аппроксимиру-
ющая плоскость располагается в каждой ячейке, содержащей границу раздела. Ориентация этой
плоскости и ее расположение в каждой ячейке должны удовлетворять дробной функции этой
ячейки и сопрягаться с плоскостями в соседних ячейках. Плоскость, разрезающая кубическую
ячейку, представляет собой некоторый многоугольник с числом сторон от трех до шести. Далее
вычисляются объемные потоки во всех направлениях. Чтобы минимизировать смещение (сдвиг)
ориентации плоскостей, порядок адвекции объема в трех направлениях меняется от одного к
другому шагу по времени.

Чтобы рассчитать поверхностное натяжение, нужно удовлетворить следующему уравнению
на границе раздела жидкость/газ [37]:

(2.9)

где индексы l и g обозначают жидкость и газ соответственно, σ – поверхностное натяжение, κ –
кривизна поверхности, ni и nk есть векторы нормали к поверхностям жидкой и газовой фаз, а 
и  представляют собой напряжения сдвига в жидкости и газе, которыми можно пренебречь
для упрощения этого уравнения. Считая, что поверхностное натяжение постоянно, это гранич-
ное условие на поверхности контакта можно свести к уравнению Лапласа

(2.10)

Для того, чтобы проинтегрировать это условие на поверхности контакта в численной модели,
сила поверхностного натяжения переформулируется в виде массовой силы в уравнении количе-
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ства движения. Эта модель, представленная в [38], называется непрерывной моделью поверх-
ностных сил, она широко и со всеми деталями используется в литературе [39–41]. Для расчета
массовой силы на основе этой модели, в [42] представлено следующее уравнение:

(2.11)

где Acell есть площадь свободной поверхности жидкости в каждой ячейке на границе раздела жид-
кость/газ,  – объем ячейки, а  и n представляют собой кривизну поверхности и вектор нор-
мали к поверхности соответственно, вычисленные с помощью значений дробной функции f сле-
дующим образом:

(2.12)

(2.13)

2.2. Формулировка задачи
На рис. 2 изображена область вычислений и соответствующие граничные условия. На дне об-

ласти накладывается условие непротекания и предполагается, что входная струя на верхней гра-
нице выходит из круглого сопла в полностью развитом состоянии.

Чтобы согласовать высоту течения вниз по потоку, имеются преграды на четырех боковых
сторонах области с высотой h. В настоящем моделировании эти преграды моделируются в форме
граничных условий. На боковых сторонах области наложено условие непротекания со дна обла-
сти вплоть до высоты h. Кроме того, выше преград граничное условие есть выходящий поток.
В качестве начального условия рассматривается неподвижная пленка жидкости, располагающа-
яся на нижней поверхности и имеющая толщину h, которая необходима для уменьшения време-
ни вычислений, требуемых для заполнения жидкостью площади, заключенной внутри преград.
По этой причине значение дробной функции предполагалась равным единице на дне области
вплоть до высоты преграды, а в других ячейках дробная функция считалась равной нулю.

На рис. 3 приведено изометрическое изображение кругового гидравлического прыжка, рас-
считанного с помощью предлагаемого численного метода. В этом случае радиус струи a = 5 мм,
объемный расход жидкости Q = 31 мл/с и высота преградыt h = 2 мм. Предполагается, что рабо-
чая жидкость есть этилен-гликоль со следующими свойствами: ρ = 1100 кг/м3, ν = 11.8 × 10–6 м2/с
и σ = 0.043 Н/м.

3. НЕЗАВИСИМОСТЬ РАСЧЕТОВ ОТ СЕТКИ
Что касается генерирования сетки, численные расчеты были выполнены на однородной сетке

по причине ограничений, связанных с алгоритмом Юнга. Для демонстрации независимости ре-
зультатов от сетки были использованы четыре размера ячеек для расчета одного случая с одина-
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Рис. 2. Область вычислений при трехмерном моделировании кругового гидравлического прыжка.
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ковыми условиями, а именно, Q = 47 мл/с, входной радиус струи a = 5 мм и высота жидкости
вниз по потоку ho = 4 мм. Преграда вниз по потоку рассматривается в виде твердого квадрата со
стороной 160 мм. На рис. 4 изменение радиуса кругового гидравлического прыжка изображено
как функция времени для четырех разных размеров сетки. Как можно видеть, когда число ячеек
превосходило 76800, различие между радиусами круговых прыжков уменьшалось, особенно по-
сле того, как поток жидкости становился стационарным (приблизительно через 80 с после соуда-
рения). По этой причине в настоящем исследовании для моделирования был выбран размер
сетки с 150 000 ячейками. В проведенном численном расчете рабочей жидкостью была вода с
a = 5 мм, Q = 30 мл/с и h = 2 мм.

4. ПРОВЕРКА ПРАВИЛЬНОСТИ МОДЕЛИ
Полученные трехмерные численные результаты сравнивались качественно и количественно

с двумерными численными результатами [17] и данными экспериментов [43] с целью проверки
правильности предлагаемой модели. На рис. 5 профили свободной поверхности кругового гид-
равлического прыжка, полученные из настоящего трехмерного численного решения, изображе-

Рис. 3. Пример трехмерного расчета кругового гидравлического прыжка для этилен-гликоля с a = 5 мм,
Q = 31 мл/с и h = 2 мм.

Рис. 4. Зависимость радиуса прыжка от времени для разных размеров сетки. В этих расчетах рабочей жидко-
стью была вода с a = 5 мм, Q = 30 мл/с и h = 2 мм.
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ны в три определенные момента времени (справа на рис. 5) и сравнены с двумерными численны-
ми результатами [17] (слева на рис. 5). Можно видеть их хорошее согласие. В проведенном чис-
ленном расчете рабочей жидкостью была вода с a = 5 мм, Q = 30 мл/с и h = 2 мм.

На рис. 6 представлен радиус кругового гидравлического прыжка для разных чисел Рейнольд-
са, полученный в [17] и [43] и в настоящем исследовании. Из этого рисунка видно хорошее со-
гласие между численными и экспериментальными результатами. Как и ожидалось, радиус
прыжка возрастает при увеличении числа Рейнольдса потока.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 7 изображены линии тока в радиальном сечении струи этилен-гликоля, натекающей
на плоскую пластину при Q = 47 мл/с, a = 5.15 мм и ho = 4 мм. При таких условиях наблюдается
круговой гидравлический прыжок типа I. Как можно видеть из рис. 7, закрученный жидкий вал,
сформировавшийся под свободной поверхностью (“бочка”), вызывает внезапное увеличение
высоты свободной поверхности.

Из обзора литературы следует, что многоугольный гидравлический прыжок наблюдается как
некоторый двухступенчатый прыжок. На рис. 8 изображен шестиугольный гидравлический пры-
жок [27]. Как показано на рисунке, круговой прыжок наблюдается ниже по потоку от много-
угольного гидравлического прыжка. Это означает, что в потоке жидкости имеются две ступени
гидравлического прыжка. Форма первого прыжка многоугольная, а второй прыжок – круговой.
Таким образом, многоугольный гидравлический прыжок подобен некоторому круговому прыж-
ку типа II в радиальном сечении, где в области течения жидкости существуют два переворачива-
ющихся (закрученных) вала жидкости (две бочки).

Вышеописанное явление также четко прослеживается в численных результатах. На рис. 9
изображены линии тока в струе этилен-гликоля, натекающей на плоскую пластину, с условиями
в потоке Q = 55 мл/с, a = 5.15 мм и ho = 5.8 мм. Согласно литературе [31], при увеличении высоты
жидкости вниз по потоку форма прыжка изменяется с типа I на тип II.

К этому можно добавить, что в области течения жидкости имеются два переворачивающихся
(закрученных) вала жидкости (две бочки), одна около твердой поверхности, а другая вблизи сво-

Рис. 5. Профиль свободной поверхности, полученный из двумерных результатов [17] (слева), в сравнении с
трехмерными численными результатами настоящей работы в три разных момента времени. В этих расчетах ра-
бочей жидкостью была вода с a = 5 мм, Q = 30 мл/с и h = 2 мм.
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бодной поверхности. Эти бочки образуют структуру свободной поверхности в форме двойного
прыжка. Как можно видеть из этого рисунка, второй прыжок имеет меньший наклон по сравне-
нию с первым прыжком. В [25] был рассмотрен прыжок типа I и были выведены уравнения для
прыжка этого типа. Было предположено, что присутствует тонкий радиальный поток, который

Рис. 6. Зависимость радиуса кругового гидравлического прыжка от числа Рейнольдса, полученная из экспери-
ментальных результатов [43] и двумерных численных результатов [17], по сравнению с результатами настояще-
го трехмерного расчета.
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Рис. 7. Линии тока в радиальном сечении кругового гидравлического прыжка типа I; рабочая жидкость – эти-
лен-гликоль с Q = 47 мл/с, a = 5.15 мм и ho = 4 мм.
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Рис. 8. Результаты наблюдений двухступенчатого прыжка в многоугольном гидравлическом прыжке [27].
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продолжается ниже по течению под закрученной бочкой. В настоящем исследовании это пред-
положение о тонкой жидкой пленке наблюдается только вплоть до второй бочки. По этой при-
чине считается, что параметр высоты жидкости вниз по течению (ho), фигурирующий в модели
Мартенса [25], является высотой свободной поверхности между первым и вторым прыжками.

На следующем шаге, используя численное решение для получения профиля свободной по-
верхности жидкости, можно провести оценку числовых значений параметров, используемых в
модели Мартенса [25]. Для определения rj и R исследуется наклон высоты свободной поверхно-
сти. По мере роста радиуса, отсчитываемого от оси натекающей исходной струи, наблюдается
отрицательный наклон, который далее становится равным нулю. При r = rj наклон свободной
поверхности начинает возрастать. В настоящем исследовании значение радиуса, при котором
наклон превышает 0.1, полагается равным rj. При большем радиусе наклон свободной поверхно-
сти растет до некоторого значения, после чего наклон убывает. В этой области, когда наклон ста-
новится меньше 0.1, то соответствующий радиус рассматривается как R.

На рис. 10 изображено, что если поперечное сечение кругового прыжка предполагается име-
ющим форму части круга, то радиус круга может быть получен как функция высоты и ширины
прыжка.

Согласно рассмотрению сил поверхностного натяжения, приложенных к балансу радиальных
сил в [25], такое предположение может быть принято. По этой причине на основе рис. 10 можно
задать радиус кривизны прыжка R1 следующим образом:

(5.1)

Кроме того, поскольку высота и ширина прыжка одного порядка ( ), можно полу-
чить:

(5.2)

Δ + Δ= Δ + − Δ → =
Δ

2 2
2 2 2

1 1 1( ) .
2*

R H
R R R H R
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Рис. 9. Линии тока в радиальном сечении кругового гидравлического прыжка типа II для этилен-гликоля с
условиями в потоке Q = 55 мл/с, a = 5.15 мм и ho = 5.8 мм.
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Рис. 10. Радиальное сечение натекания жидкой струи на плоскую пластину. Кривизна прыжка рассматривается
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Можно сделать вывод, что безразмерный радиус кривизны прыжка порядка δ, т.е.,

(5.3)

Отсюда вытекает, что слагаемое , т.е. производная величины ρ1 по δ в соотношении для
параметра формы (B), постоянно для всех значений R и δ. Это означает, что при моделировании
различных сценариев развития кругового гидравлического прыжка наклон графика ρ1 как функ-
ции δ должен быть почти постоянным и равным . Как показано на рис. 11, зависимость без-
размерного радиуса кривизны ρ1 от нормализованной ширины бочки δ линейная и наклон сво-
бодной поверхности приблизительно равен двум для двух разных диаметров струи (8 и 10 мм).

В настоящей работе, чтобы оценить число углов многоугольного прыжка, значение  счи-
тается равным двум при различных условиях. Следовательно, вычисляется число В, с помощью
которого производится оценка числа углов многоугольного прыжка.

В табл. 1 представлена оценка числа углов многоугольных гидравлических прыжков, полу-
ченная из комбинированного численно-аналитического метода, представленного в данной ра-
боте. Данный комбинированный метод был использован для различных аналитических моде-
лей, представленных уравнениями (1.1), (1.3) и (1.4). В табл. 1 представлены также результаты,
полученные по аналитическому методу [26]. Кроме того, представлены экспериментальные ре-
зультаты [24, 28, 29] для 10 случаев с разными условиями течения. В этих десяти случаях Q лежит
в диапазоне 37–70 мл/с, h в диапазоне от 3.52 до 5.86 мм и a на интервале от 5 до 5.15 мм. Следует
отметить, что параметры, полученные из численных расчетов и использованные в уравне-
нии (1.1), есть R, rj, ρ1, , hi и ho; параметры, полученные из численных расчетов и использо-
ванные в уравнении (1.3), есть R, rj, hi и ho; и, наконец, параметры, полученные из численных
расчетов и использованные в уравнении (1.4) есть R и rj. Из табл. 1 видно, что уравнение (1.1) дает
более точные оценки для числа углов многоугольных гидравлических прыжков по сравнению с
другими аналитическими моделями. Важным обстоятельством является то, что уравнение (1.3),
в котором пренебрегается поверхностным натяжением, приводит к нежелательным ошибкам.
Таким образом, на основе детального сравнения, выполненного в табл. 1, поверхностное натя-
жение и кривизна поверхности прыжка оказывают сильное воздействие на формирование мно-
гоугольных гидравлических прыжков. Кроме того, можно видеть, что уравнение (1.4) и модель,
представленная в [26], предсказывают число углов более точно, чем уравнение (1.3) для много-
угольника с числом углов меньше шести.

Δ= ∝ =1
1ρ δR R

R R

1'ρ (δ)

1 0'ρ (δ )

1 0'ρ (δ )

1 0'ρ (δ )

Рис. 11. Зависимость безразмерного радиуса кривизны от нормализованной ширины бочки для кругового гид-
равлического прыжка в случае двух разных диаметрах сопла.
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ВЫВОДЫ

Когда жидкая струя натекает на подложку по нормали, наблюдается круговой гидравличе-
ский прыжок. При определенных условиях развитие неустойчивостей во время натекания жид-
кой струи приводит к изменению структуры течения и формы прыжка от круговой к многоуголь-
ной. В настоящей работе используется комбинированный численно-аналитический метод,
позволяющий охарактеризовать эффекты этих неустойчивостей и оценить число углов много-
угольных гидравлических прыжков. Предлагаемый метод представляет собой некоторую моди-
фикацию модели, представленной в [25], в которой пренебрегается поверхностным натяжением
из-за отсутствия аналитических выражений для кривизны прыжка и профиля высоты свободной
поверхности. Следует отметить, что в аналитической модели, представленной в [25], такие пара-
метры, как отношение высот жидкости вверх/вниз по потоку, отношение внутреннего и внеш-
него радиусов прыжка, и кривизна прыжка вычисляются на основании некоторого предположе-
ния о круговом гидравлическом прыжке. По этой причине в настоящей работе эти необходимые
параметры были получены из численной модели кругового гидравлического прыжка. При чис-
ленном моделировании используется метод объема жидкости вместе с алгоритмом Юнга, чтобы
проследить за поведением свободной поверхности жидкости. Оцениваемое число углов много-
угольника, полученное на основе комбинированной численно-аналитической модели примени-
тельно к десяти разным случаям, доступным в литературе, сравнивается со значениями, полу-
ченными экспериментально. Делается вывод, что комбинированная модель, использованная в
данном исследовании, приводит к более точному значению числа углов для многоугольных гид-
равлических прыжков по сравнению с другими моделями, доступными в литературе. Результаты
настоящего исследования могут быть использованы в будущих расчетах многоугольных гидрав-
лических прыжков, для которых число углов многоугольника может интегрироваться в круговой
гидравлический прыжок, при использовании некоторой модели возмущений.
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Characterization of Polygonal Hydraulic Jump during Liquid Jet Impingement
on a Flat Substrate

A. Esmaeelia,# and M. Passandideh-Farda,##

a Ferdowsi University of Mashhad, Mashhad, Iran
#E-mail: ali_esmaeeli_67@yahoo.com
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In this paper, the instabilities during liquid jet impingement on a f lat plate are characterized using a
coupled numerical-analytical method. When a liquid jet impacts on a substrate, the liquid jet spreads
on the substrate, and at a certain radius from the impact point, a circular hydraulic jump is observed
in the experiments. Under certain conditions, f luid f low instabilities change the shape of the jump
from circular to polygonal. From a numerical point of view, however, the simulated jump is always cir-
cular, because these instabilities are ignored in numerical simulations. Since the number of polygonal
jump corners is an important characteristic of this phenomenon, the focus of this paper is to integrate
the simulated circular jump characteristics into an analytical model available in the literature to obtain
the number of polygonal jump corners. The volume of f luid method along with Young’s algorithm is
used to track the liquid free surface during the jet impact on the substrate and subsequent deformation
leading to a circular jump. Important parameters of this phenomenon that are used in the method pre-
sented in this paper include upstream/downstream height, jump radius, and jump curvature which is
extracted from numerical results of the simulated circular jump. The obtained number of polygon cor-
ners is compared with that of the experiment for various cases where a good agreement is observed.

Keywords: liquid jet impingement, number of corners, polygonal hydraulic jump, Rayleigh–Plateau
instabilities, volume-of-fluid method
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