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Рассмотрена линейная гидроупругая задача о движении прямоугольной области внешнего
давления по безграничному ледяному покрову, плавающему на поверхности жидкости. Ледо-
вый покров моделируется тонкой упругой пластиной с учетом продольных, поперечных и
сдвиговых сжимающих усилий. Внешняя нагрузка описывает движение судна на воздушной
подушке. Построено решение нестационарной задачи о мгновенном старте нагрузки и после-
дующем прямолинейном движении с постоянной скоростью. Исследовано установившееся
волновое движение, возникающее при больших значениях времени. Определены вертикаль-
ные прогибы и деформации ледяного покрова, а также волновые силы, действующие на судно.
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В настоящее время достаточно полно исследована задача о генерации изгибно-гравитацион-
ных волн (ИГВ) при движении локализованной области внешнего давления по ледяному покро-
ву, плавающему на поверхности жидкости. Движущаяся нагрузка может представлять собой
обычный автомобиль, самолет на режимах взлета или посадки, а также судно на воздушной по-
душке. Подробно исследовано прямолинейное движение нагрузки как в стационарном, так и в
нестационарном случаях. Богатую библиографию можно найти в работах [1–3]. Ледяной покров
обычно моделировался изначально ненапряженной, однородной изотропной тонкой упругой
пластиной. Однако ледяной покров может подвергаться сжатию или растяжению под воздей-
ствием ветра, течений или температурных деформаций [4, 5]. Кинематические свойства ИГВ,
возникающих от периодических и импульсных возмущений в условиях равномерного и нерав-
номерного сжатия, подробно исследованы в [5].

В данной работе представлено решение линейной трехмерной нестационарной задачи гидро-
упругости о развитии волнового движения, возникающего при мгновенном старте и последую-
щем равномерном прямолинейном движении области внешней нагрузки по ледяному покрову.
Предполагается, что нагрузка распределена равномерно в прямоугольной области, что модели-
рует движение судна на воздушной подушке (СВП). Для ледяного покрова учитываются про-
дольные, поперечные и сдвиговые сжимающие усилия. Определены волновые силы, действую-
щие на судно, и деформации, возникающие в ледяном покрове.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается бесконечно протяженный ледяной покров постоянной толщины и плотно-

сти, плавающий на поверхности идеальной несжимаемой жидкости глубины . Ледяной покров
моделируется тонкой упругой пластиной. Предполагается, что в упругой пластине существуют
сжимающие усилия (продольные, поперечные и сдвиговые) [6]. Жидкость и пластина первона-
чально являются невозмущенными. Начиная с момента времени t = 0, на пластину действует за-
данное локализованное внешнее давление, которое затем движется прямолинейно с постоянной
скоростью U. Вводится система координат x, , , связанная с движущимся давлением, где x и  –
горизонтальные координаты, а  – вертикальная координата, направленная вверх. Ось x совпа-
дает с направлением движения нагрузки. Возникающее течение жидкости полагается потенци-
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альным, а скорость частиц жидкости и прогиб пластины – малыми. Предполагается, что во все
моменты времени жидкость находится в контакте с пластиной.

Задача о поведении пластины и жидкости сводится к решению уравнения Лапласа для потен-
циала скоростей частиц жидкости 

(1.1)
с граничными условиями

(1.2)

(1.3)

(1.4)

и начальными условиями
(1.5)

Здесь  – нормальный прогиб упругой пластины, ее цилиндрическая жесткость равна
D = , ; , , ,  – модуль Юнга, плотность, толщина и коэффициент
Пуассона пластины; , ,  – продольные, поперечные и сдвиговые напряжения (сжатие при
положительных значениях и растяжение при отрицательных значениях) по соответствующим
направлениям;  – плотность жидкости,  – внешнее давление, g – ускорение свободного
падения. Далее будет рассматриваться действие только сжимающих усилий, т.е.  (j = 1, 2, 3).

Предполагается для простоты, что аналогично [7] функция  в (1.2) отлична от нуля
только при  в прямоугольнике длиной 2a и шириной 2b. Внутри этого прямоугольника дав-
ление постоянно

(1.6)
Для решения задачи (1.1)–(1.6) используется двойное преобразование Фурье

(1.7)

Функция  удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

(1.8)
с нулевыми начальными условиями. Здесь точкой обозначена производная по времени ,

(1.9)

Решение уравнения (1.8) имеет вид
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После выполнения обратных преобразований Фурье получим

(1.10)

где

(1.11)

Функция  в (1.9) представляет собой дисперсионное соотношение для ИГВ, возникаю-
щих в системе жидкость–упругая пластина [5, 8]. Для существования вещественного значения
частоты  необходимо, чтобы при всех возможных значениях  подкоренное выражение в (1.9)
было неотрицательным. Это условие гарантирует устойчивость плавающей упругой пластины и
выполняется при условии, что  для  [4].

При движении СВП по ледяному покрову на него действуют волновые силы в направлении
горизонтальных осей x и y: волновое сопротивление  и боковая сила . Аналогично движению
судна по свободной поверхности жидкости эти силы для нагрузки (1.6) вычисляются по форму-
лам [9]

(1.12)

Используя решение (1.10), получим

где

(1.13)

(1.14)

Согласно (1.11) боковая сила равна нулю при отсутствии сдвиговых напряжений в упругой
пластине, т.к. в этом случае .

2. УСТАНОВИВШЕЕСЯ ВОЛНОВОЕ ДВИЖЕНИЕ
Рассмотрим поведение волнового движения в установившемся режиме, т.е. при . В

этом случае в подвижной системе координат задача становится стационарной за исключением
некоторых значений скоростей, называемых критическими, о которых будет сказано ниже. Для
простоты ограничимся рассмотрением случая бесконечно глубокой жидкости ( ). Потен-
циал скоростей движения жидкости  удовлетворяет уравнению Лапласа (1.1) с граничны-
ми условиями

(2.1)
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(2.2)

В дальнем поле требуется выполнение условия излучения, которое означает, что распростра-
няющиеся вверх по потоку волны могут быть только в том случае, когда их групповая скорость
больше скорости движения нагрузки, в противном случае волновые движения существуют толь-
ко вниз по потоку.

Для решения задачи (1.1), (2.1), (2.2) также используется двойное преобразование Фурье (1.7).
Образ Фурье функции , описывающей вертикальные прогибы упругой пластины в стаци-
онарном случае, имеет вид

После выполнения обратных преобразований Фурье решение для функции  можно
представить в виде

(2.3)

где

Функции  являются полиномами 4-й степени по k и для некоторых значений  могут
обращаться в нуль при  и  . В этих случаях внутренний интеграл в (2.3) вычис-
ляется в смысле главного значения и для учета условия излучения в дальнем поле следует доба-
вить вычеты в особых точках. Известно [1, 4], что групповая скорость ИГВ больше их фазовой
скорости для коротких волн и меньше для длинных волн. Короткие волны соответствуют упру-
гой ветви дисперсионной кривой, а длинные волны – гравитационной ветви. Поэтому для пер-
вого слагаемого во внутреннем интеграле (2.3), например, следует вычислять

где символы  обозначают интеграл в смысле главного значения. Аналогичные выражения
имеют место и для второго слагаемого в (2.3) для тех значений θ, при которых полином 
имеет два положительных корня.

Максимальная скорость движения нагрузки U, при которой обе функции  не имеют
положительных корней при всех значениях , называется критической скоростью Uc.
При движении нагрузки со скоростью  в дальнем поле не возникает волновых движений.
Стационарного решения линейной задачи о равномерном движении нагрузки с критической
скоростью по поверхности упругой пластины не существует [2, 10]. Для нахождения ограничен-
ного решения при критической скорости необходимо применять нелинейные модели или учи-
тывать структурное демпфирование пластины [11–13].

Формула для определения критической скорости Uc в жидкости конечной глубины дана в [5, 8].
Для бесконечно глубокой жидкости эта формула имеет вид

(2.4)

где

(2.5)

∂ϕ ∂ϕ∂+ = = , → → −∞
∂ ∂ ∂

0 ( 0) 0 ( )wU z z
z x z

,( )w x y

, θ, θ = −
ω ,θ − θ2 2

( ) ( )( )
( ) ( cos )

kF k B kW k
k kU

,( )w x y

[ ] [ ]π/ ∞

+ −

θ + θ θ − θ , θ, = − + θ , θ ,θπ   
2

0
2

0 0

cos ( cos sin ) cos ( cos sin )2 ( )( )
( ) ( )

k x y k x yP C kw x y dkd
k Z k Z k

± ± ±, θ = − + ρ − θ ρ + , = ±θ4 2 2 2( ) cos ( ) ( )Z k Dk Q k g kU kM Q Q

± , θ( )Z k θ
± θ1 ( )k ± θ2 ( )k ± ±<1 2( )k k

[ ]

+ +

∞

+

+ + + +

+ +
+ += =

, θ θ + θ
+

, θ
  , θ θ + θ ,θ θ + θ+ π − 

∂ ∂ ∂ ∂  

v

1 2

0

1 1 2 2

1 2

( )cos ( cos sin )
( )

( )sin[ ( cos sin )] ( )sin[ ( cos sin )]
/ /k k k k

C k k x y
p dk

kZ k

C k k x y C k k x y
k Z k k Z k

vp
− , θ( )Z k

± , θ( )Z k
≤ θ ≤ π0 /2

< cU U

== Ψ , Ψ =( ) ( )/ 0
c

c c k kU k d k dk

 
Ψ = − + ρ − ρ + − + ρ 

2 4
4 2 3

1 4 2
2

1( )
( )

Q kk Dk Q k g
k kM Dk Q k g



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 4  2021

ДВИЖЕНИЕ НАГРУЗКИ ПО ЛЕДЯНОМУ ПОКРОВУ 67

Определение  сводится к вычислению положительного корня полинома 13-й степени

(2.6)

где введены безразмерные переменные

(2.7)

Волновые силы, действующие в стационарной задаче на нагрузку, вычисляются по форму-
лам, аналогичным (1.12). Эти силы отличны от нуля только при движении нагрузки со скоростью

, так как определяются вкладами от вычетов в особых точках внутреннего интеграла
в (2.3). Обозначим интервал значений угловой координаты θ для особых точек функции 
как , а для функции  как . Тогда

где использованы значения , , приведенные в (1.13), (1.14).
Аналогично нестационарной задаче, изложенной в п. 1, боковая сила Ry тождественно равна

нулю при отсутствии сдвиговых напряжений в упругой пластине.
Согласно линейной теории упругости деформации пластины изменяются по толщине по ли-

нейному закону. Тензор максимальных деформаций имеет вид

Главные значения деформаций определяются как собственные числа этой матрицы для каж-
дой точки на упругой пластине. Необходимо, чтобы деформации не превышали предельных зна-
чений, при которых начинаются пластические деформации и разрушение. Экспериментально
полученные в [14] критические значения максимальных деформаций для морского льда состав-
ляют . В [15] использовано критическое значение максимальных деформаций

. В данной работе также используется это значение.
При движении нагрузки по упругой пластине под углом β к оси x задачу следует рассматривать

в новой системе координат , , , где
(2.8)

В новой системе координат величины продольного, поперечного и сдвигового усилий примут
значения [5, 8]

(2.9)

(2.10)

(2.11)
Анализ волнового движения в новой системе координат проводится также, как и в исходной

задаче.
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
Для численных расчетов использованы следующие параметры ледяного покрова и внешней

нагрузки:

Для данных параметров и глубины жидкости  м значения критической скорости ИГВ
для ледяного покрова без сжатия равны  м/с для h = 1 м и h = 2 м соответствен-
но. Дальнейшее увеличение глубины жидкости практически не меняет эти значения. Критиче-
ская скорость Uc и соответствующее ей волновое число kc определяются в этом случае из решения
системы уравнений

(3.1)

(3.2)

где в дополнение к безразмерным переменным (2.7) добавлены значения , .
Система трансцендентных уравнений (3.1), (3.2) несколько упрощается в случае M = 0 и приве-
дена в [16]. Для бесконечно глубокой жидкости значение kc определяется как положительный
корень полинома 5-го порядка [17].

Влияние сжимающих усилий и угловой координаты  движения внешней нагрузки показано
на рис. 1 для двух наборов значений параметров сжатия: , ,  (рис. 1а) и

, ,  (рис. 1б), где безразмерные значения  (j = 1, 2, 3). Представ-
лены значения , вычисленные согласно (2.9)–(2.11), и величины критической скорости

, определенные из соотношений (2.4)–(2.6), для двух толщин ледяного покрова:  м и
 м. На рис. 1 кривые 1, 2 показывают значения критической скорости при  м и  м,

соответственно, а кривые 3, 4, 5 – значения  ( ). В диапазоне  значения
критической скорости имеют локальный минимум и максимум при значениях β, которые соот-
ветствуют нулевому сдвиговому напряжению . Минимальное значение  имеет место
при том значении , при котором значение  максимально, а  – минимально. Противо-
положная картина имеет место для максимального значения . Экстремальные значения
критической скорости отличаются более, чем в 6 раз для параметров рис. 1а и более, чем в 7 раз –
для рис. 1б.

На рис. 2а–г показаны изолинии вертикальных прогибов в ледяном покрове в различные мо-
менты времени  для h = 1 м,  м,  м/с, , ,

. Изолинии функции  представлены на рис. 2, 3 с шагом 1 см. Нулевые изолинии
на этих рисунках показаны более жирными линиями, а области положительных и отрицатель-
ных значений функции  знаками “+” и “–” соответственно. Максимальные прогибы
возникают под нагрузкой и составляют примерно 7, 11, 10, 9 см при  = 2, 5, 10, 20 соответственно.

Решение стационарной задачи при тех же параметрах, но для бесконечно глубокой жидкости,
представлено на рис. 3а. Максимальный прогиб составил 9 см. Из сравнения рис. 2г и рис. 3а
видно, что решение нестационарной задачи при  = 20 довольно близко к установившемуся дви-
жению. Скорость движения нагрузки  м/с при используемых параметрах сжатия является
сверхкритической и возникающие ИГВ распространяются как вниз, так и вверх по потоку.
На рис. 3б показаны результаты решения стационарной задачи при движении нагрузки со ско-
ростью  м/с под углом  к исходной системе координат. Картина волнового поля
показана в системе координат (2.8). Значения параметров сжатия в этих координатах согласно
(2.9)–(2.11) равны , , . Максимальный прогиб упругой пластины со-
ставил 18 см. Скорость движения нагрузки  м/с является в этом случае докритической (см.
рис. 1а) и волновые движения в дальнем поле не возникают. Однако в силу достаточно большого
поперечного сжатия заметные прогибы возникают не только вблизи действия нагрузки, но и в
окрестности линии  вдали от нагрузки.
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Безразмерные значения волнового сопротивления и боковой силы, действующие на подвиж-
ную нагрузку в стационарной задаче, показаны соответственно на рис. 4а,б для h = 1 м, ,

,  и различных углов  ( ), –0.15), 90° ( ), 135°
( ) (кривые 1–4). В скобках указаны значения  (j = 1, 2, 3) для конкретных зна-
чений угла β. Использованы безразмерные значения

Максимальные значения волновых сил в рассмотренных случаях имеют место при движении
внешней нагрузки под углом β = 135° к исходной системе координат. Значение знака боковой си-

= .1 1 5q
= .2 1 2q = .3 0 6q β = °0, 45 . , .1 95 0 75 . , . , − .1 2 1 5 0 6

. . , .0 75, 1 95 0 15 β( )jq

ρ, = − ,2
0

( ) ( )
2

x yx y
g R RR R
bP

Рис. 1. Зависимости критической скорости  и безразмерных параметров сжатия  ( ) от угла пово-
рота  при начальных значениях ( , , ): а, б – ( ), ( ). Кривые 1 и 2 соответствуют значе-
ниям  при h = 1 м и 2 м, а кривые 3, 4, 5 – значениям  ( ).
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лы совпадает со знаком сдвигового сжатия. Кривая 5 на рис. 4а показывает волновое сопротив-
ление при движении нагрузки по ледяному покрову без сжатия  (j = 1, 2, 3). В этом случае
критическая скорость ИГВ больше, а максимальное значение волнового сопротивления мень-
ше, чем при наличии сжатия. Однако с ростом скорости движения нагрузки влияние сжатия
уменьшается.

Зависимость волновых сил от времени в нестационарной задаче представлена на рис. 5а,б для
h = 1 м,  м. Для рис. 5а использованы значения  м/с, , , , а для
рис. 5б –  м/с, , , . Кривые 1 соответствуют , а кривые 2 – .
Штриховыми прямыми показаны значения волновых сил для соответствующей стационарной
задачи. Видно, что с ростом времени значения волновых сил выходят на установившейся режим.

Деформации упругой пластины максимальны в области действия нагрузки. На рис. 6 показа-
но отношение максимальных деформаций εm к критическому значению . Сплошными кривы-
ми представлены значения  для пластины толщиной h = 1 м (рис. 6а) и h = 2 м (рис. 6б) при
параметрах сжатия , , . Нагрузка движется со скоростью  м/с. Для
рис. 6а движение происходит в направлении оси  и показана зависимость деформаций
от  при . Для рис. 6б нагрузка движется в направлении оси  в системе координат, повер-
нутой на угол β = 128°, и показано распределение деформаций вдоль оси  при . В этом слу-
чае волновое движение является докритическим и практически симметрично относительно оси

. Штриховыми линиями на рис. 6 представлены деформации при нулевых сжимающих усилиях
 (j = 1, 2, 3). Видно, что сжимающие усилия существенно увеличивают деформации ледя-
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Рис. 3. Изолинии вертикальных прогибов  в стационарной задаче для параметров рис. 2: а,б – .
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ного покрова и приводят к значениям максимальных деформаций , как при сверхкрити-
ческом, так и при докритическом движении нагрузки. Это свидетельствует о более вероятном
разрушении ледяного покрова при наличии сжимающих усилий.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Выполненные исследования показали, что наличие неравномерного сжатия в ледяном по-
крове оказывает существенное влияние на волновые возмущения, возникающие при движении
внешней нагрузки. Волновой след может быть несимметричным относительно курса движения
нагрузки.

Волновые силы, действующие на судно на воздушной подушке, при наличии сжимающих
усилий в ледяном покрове зависят от направления его движения относительно исходной систе-
мы координат. Максимальные деформации ледяного покрова появляются в области действия
нагрузки и при наличии сжатия могут существенно превышать соответствующие значения, воз-
никающие в его ненапряженном состоянии. Волновое движение в нестационарной задаче доста-
точно быстро выходит на установившийся режим, как это было ранее отмечено в [2].
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