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Исследуется влияние граничного условия на подстилающей поверхности на распростране-
ние лавовых потоков в случае, когда требуется учитывать их неньютоновские свойства. Реша-
ется задача о растекании лавы по плоской горизонтальной поверхности. На подстилающей
поверхности вместо условия прилипания ставится условие частичного проскальзывания. Ла-
ва моделируется степенной жидкостью. Течение считается осесимметричным. В приближе-
нии тонкого слоя задача сводится к решению одного нелинейного уравнения в частных про-
изводных второго порядка с дополнительным интегральным условием. Для степенной зави-
симости расхода лавы от времени получено автомодельное решение, которое, однако,
существует только при ограничении на параметры задачи. Неавтомодельное решение рас-
сматривается численно. Показано, что при учете проскальзывания скорость распростране-
ния лавы может быть существенно выше.
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Моделированию растекания лавовых потоков посвящено немало работ, учитывающих раз-
личные аспекты течения (см., например, [1–7]). Однако только в работах [6, 7] учитывается тот
факт, что условие прилипания к подстилающей поверхности для лавы не всегда выполнимо. На
подстилающей поверхности [1, 7–10] зачастую формируется подслой, содержащий значитель-
ную долю обломков остывшей породы, не сцепленных с подстилающей поверхностью (рис. 1 по
[9]). Его образование связано с тем, что, во-первых, лавовые потоки часто движутся по уже из-
вергнутому ранее материалу, во-вторых, на их поверхности за счет остывания может образовы-
ваться “корка”, которая растрескивается и обрушивается перед потоком. Этот подслой наблю-
дается в основании застывших лавовых потоков в виде породы, представляющей собой обломки
лавы, ей же сцементированные – лавобрекчии [8–10].

Лава (жидкий продукт вулканических извержений) представляет собой сильно вязкую жид-
кость со сложными свойствами, которые зависят от ее химического состава, температуры, содер-
жания в ней пузырьков газов и кристаллов [1, 8–10] и может проявлять неньютоновские свой-
ства [1, 5, 7, 11–14]. Для учета последних в литературе (см., например, [5, 7, 11–14]) используется
либо степенной закон (закон Освальда–де Виля), либо его модификация с пределом текуче-
сти – закон Гершеля–Балкли [15].

В [6] оценивается влияние условия частичного проскальзывания на подстилающей поверхно-
сти на скорость распространения и толщину лавовых потоков в максимально упрощенной по-
становке. Лава моделируется несжимаемой жидкостью с постоянной вязкостью, подстилающая
поверхность считается плоской и горизонтальной, течение – осесимметричным. Предполагает-
ся, что скорость на подстилающей поверхности является степенной функцией трения – исполь-
зуется обобщенное условие Навье [16–21] (если степень в этом законе первая, то условие на по-
верхности – условие Навье). В первой части работы считается, что лава растекается из точечного
источника, а общий объем извергнутой магмы является степенной функцией времени; задача

УДК 532.516:532.135:532.526.7



20

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 1  2021

ВЕДЕНЕЕВА

решается в приближении тонкого слоя и представляет собой обобщение классической рабо-
ты [22] о растекании ньютоновской жидкости по плоской горизонтальной поверхности под дей-
ствием силы тяжести в приближении тонкого слоя на случай проскальзывания жидкости по по-
верхности. Во-второй – обосновывается применимость модели для лавовых потоков.

Отметим аналогичные [22] работы [23–29] о растекании степенной жидкости в приближении
тонкого слоя. Во всех этих работах на подстилающей поверхности ставится обычное условие
прилипания. В [23–27] задачи решаются в осесимметричной постановке, в [28] – в плоской, в
[29] – в осесимметричной и плоской. В [26] решение строится методом разделения переменных;
в [26, 27] используется метод теории групп. Задачи, рассматриваемые в [23–25, 27–29], имеют ав-
томодельные решения.

В [7] так же рассматривается осесимметричное растекание лавы по плоской горизонтальной
подстилающей поверхности в приближении тонкого слоя, но лава считается подчиняющейся за-
кону Гершеля–Балкли. Предполагается, что лава растекается из круглого канала. Проскальзы-
вание по подстилающей поверхности допускается только в одном из разделов работы по закону
несколько другого вида, чем в [6]. В [7] показано, что такая задача сводится к решению одного
уравнения в частных производных, решение которого строится численно. Расчеты приведены
для скорости на поверхности, прямо пропорциональной трению, коэффициентом пропорцио-
нальности является давление на поверхности с постоянным множителем. В частном случае – для
степенной жидкости при условии прилипания на подстилающей поверхности найдено автомо-
дельное решение, аналогичное [22].

При изучении вулканических извержений условие проскальзывания, аналогичное использу-
емому в [6], применено в [30] при моделировании течения магмы в канале вулкана. Использова-
ние условия проскальзывания жидкости по поверхности встречается и в других геофизических
задачах, прежде всего в гляциологии [7, 16].

Условие прилипания для вязкой жидкости является классическим, тем не менее в ряде задач
использование условия частичного проскальзывания является более оправданным. Проскаль-
зывание может быть обусловлено свойствами самой жидкости, свойствами поверхности или же
самой постановкой задачи (см., например, обзоры [31, 32]).

Для неньютоновских жидкостей условие проскальзывания встречается не так редко – см. об-
зоры в [16, 31–36]. Для многокомпонентных систем, таких как концентрированные суспензии
(жидкости с твердыми частицами), эмульсии (жидкости с каплями другой жидкости), гели (ве-
щества, состоящие из высокомолекулярных и низкомолекулярных компонент, первые из кото-
рых выступают в роли каркаса, пустоты которого заполняют вторые), расплавы полимеров, про-
скальзывание может быть вызвано расслоением этих веществ вблизи стенки, в результате кото-
рого около нее формируется подслой с существенно меньшей вязкостью. Усилить этот эффект
на микроскопическом уровне может шероховатость стенки.

Рис. 1. Строение лавового потока [9]: (а, б) – во время движения и после остывания; 1 – глыбовая корка, 2 –
расплав внутренней части потока, 3 – лавобрекчия в подошве потока, 4 – скатывание глыб с фронтальной ча-
сти потока, 5 – столбчатая отдельность.

(a)

(б)

1

2

3

5

4



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 1  2021

РАСТЕКАНИЕ ЛАВЫ КАК НЕНЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ 21

С другой стороны, шероховатость поверхности может приводить к скоплению на ней в углуб-
лениях между микроскопическими выступами газовых пузырьков и, таким образом, с макроско-
пической точки зрения приводить к скольжению вязкой жидкости вдоль такой поверхности.
Поверхности, обладающие этим свойством – супергидрофобные, вызывают широкий интерес в
последнее время [31, 32, 37, 38].

Отметим работу [37], в которой исследуется растекание ньютоновской жидкости по супергид-
рофобной поверхности. Считается, что скорость на подстилающей поверхности пропорцио-
нальна касательному напряжению в первой степени, коэффициент пропорциональности между
скоростью и трением на поверхности в общем случае непостоянен и является заданной функци-
ей координат. Для такого вида закона проскальзывания построены различные асимптотические
автомодельные решения, аналогичные [2, 22].

В задачах о растекании капли ньютоновской жидкости c учетом капиллярных сил в прибли-
жении тонкого слоя [39–43] считается, что скорость на подстилающей поверхности пропорцио-
нальна касательному напряжению в первой степени в окрестности контакта переднего фронта
капли с поверхностью, чтобы избежать появления неинтегрируемой особенности в этой области.

Условие проскальзывания на стенке использовано в работах [17–21] для обобщенных течений
Куэтта и Пуазейля, причем решения задач [17–20] получены аналитически или полуаналитиче-
ски. В [17] рассматриваются течения Куэтта и Пуазейля в плоском случае для ньютоновской и
неньютоновских жидкостей, в том числе для степенной жидкости и жидкости, подчиняющейся
закону Гершеля–Балкли, при линейном и нелинейном условиях проскальзывания Навье, а так-
же при других законах проскальзывания. В [18] изучается течение Пуазейля в плоской и осесим-
метричной постановках для вязкоупроугой жидкости (модель Олдройда-Б) с нелинейным усло-
вием проскальзывания Навье, причем с коэффициентом, экспоненциально зависящим от нор-
мальной составляющей полного напряжения на стенке. В [19] изучается течение ньютоновской
жидкости в трубе постоянного сечения в виде равностороннего треугольника, на одной из сте-
нок которой ставится линейное условие проскальзывания при достижении критического напря-
жения. В [20] рассматриваются плоское и осесимметричное течения Пуазейля слабосжимаемой
жидкости Гершеля–Балкли с линейным условием проскальзывания Навье на стенке, причем
коэффициент в нем может зависеть от давления.

В [21] исследуется осесимметричное течение Пузейля жидкости Гершеля–Балкли с нелиней-
ным законом проскальзывания Навье на стенке при достижении критического напряжения. По-
казано, что при определенных условиях течение останавливается. Для стационарного течения
для некоторых значений параметров найдены аналитические решения, в нестационарном слу-
чае решение ищется численно методом конечных элементов.

В литературе при моделировании течений вязкой жидкости с условием проскальзывания
условие Навье, когда скорость на стенке прямо пропорциональна с постоянным коэффициен-
том трению, и его различные усложнения используются в подавляющем числе работ [16–21, 30,
32–34, 36–38]. Условие Навье является самым простым, под его обобщением понимают исполь-
зование степенной зависимости. При дальнейшем усложнении вводится предельное напряже-
ние на стенке, при достижении которого прилипание на стенке сменяется проскальзыванием
[16, 17, 19–21, 30]; коэффициент в степенном законе считается зависящим от давления на стенке
[7, 20], в более общем случае – от суммарного нормального напряжения на ней [18], а также учи-
тываются зависимости от доли примеси в жидкости, свойств подстилающей поверхности, тем-
пературы и т.п.

В настоящей работе решается задача, аналогичная [6], о растекании лавы как неньютонов-
ской жидкости с условием частичного проскальзывания на подстилающей поверхности. Для
вязкости лавы выбран степенной закон как имеющий наиболее простую форму. Насколько из-
вестно автору, для лавовых потоков нет данных, позволяющих сделать выводы о виде закона
проскальзывания лавы, поэтому используется обобщенное условие Навье как простое, но име-
ющее более общий вид, чем условие Навье. Целью работы является изучение влияния указанно-
го граничного условия на подстилающей поверхности на скорость распространения и толщину
лавовых потоков тогда, когда необходимо учитывать их неньютоновские свойства.

Так же как и в случае растекания ньютоновской жидкости при условии прилипания [2, 22], и
в случае проскальзывания по поверхности [6, 37], и в случае степенной жидкости при условии
прилипания [23–27, 29], и в случае жидкости Гершеля–Балкли при условиях прилипания и про-
скальзывания [7], в приближении тонкого слоя задача сводится к решению одного нелинейного
уравнения в частных производных второго порядка с интегральным условием на решение. За
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счет проскальзывания в этом уравнении появляется дополнительное слагаемое по сравнению со
случаем прилипания к поверхности.

В предположении, что общий объем вытекающей лавы является степенной функцией време-
ни, это уравнение имеет автомодельное решение, аналогичное [2, 6, 7, 22–25, 27, 29, 37], однако,
как и для ньютоновской жидкости [6], оно существует только при ограничении на степени в за-
конах, входящих в постановку задачи, и находится из решения обыкновенного нелинейного
дифференциального уравнения второго порядка. Как и в [6, 37], оно содержит параметр, значе-
ние которого должно быть найдено из решения самого уравнения. Так как автомодельное реше-
ние существует не всегда, исходное нелинейное уравнение в частных производных второго по-
рядка решается численно.

Учитывая возросший интерес к течениям вязкой жидкости с проскальзыванием [16–21, 30–38],
полученное автомодельное решение задачи о растекании неньютоновской жидкости с проскаль-
зыванием полезно для решения подобных задач.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается растекание лавы, моделируемой степенной несжимаемой жидкостью с

плотностью ρ, от источника в начале координат, который считается точечным. Подстилающая
поверхность считается плоской и горизонтальной, течение – осесимметричным. Ось  направ-
лена вертикально против действия силы тяжести , ось  – по радиусу;  и w – радиальная и вер-
тикальные компоненты скорости соответственно (рис. 2).

Эффективная вязкость лавы равна [15]

(1.1)
где  и  – константы,  – скорость сдвига,  – тензор скоростей деформаций. Лава чаще ведет
себя как псевдопластичная жидкость (N < 1), но может вести себя и как дилатантная (N > 1). При
N = 1 в (1.1) жидкость ньютоновская. Для лавовых потоков характерные значения ,
чаще N < 1 [5, 7, 11–14].

Система уравнений, описывающая такое течение, состоит из уравнения неразрывности и
уравнений движения. Рассматривается приближение тонкого слоя: характерная толщина слоя 
мала по сравнению с характерным радиусом растекания жидкости : . Далее дела-
ются преобразования, аналогичные [6], для случая степенной жидкости.

Из уравнения неразрывности, чтобы удержать в нем оба слагаемых, следует, что характерные
скорости течения вдоль радиуса  и вертикальной оси w0 должны быть связаны соотношением:

, т.е. должны иметь разный порядок.
Оставляя только старшие члены, . Лавовые потоки обладают большой вязкостью при

малой скорости течения: для рассматриваемых потоков вязкость  составляет ~105–1012 Па⋅с, ха-
рактерные скорости течения ( ) – сантиметры или миллиметры в секунду; толщина  – мет-
ры и десятки метров [1, 2, 5, 7–14]. В силу этого для порядка обобщенного числа Рейнольдса [15], при
характерных для лавы значениях N (1.1), справедлива оценка: Re = . Это позволяет
пренебречь в уравнении движения нестационарными и конвективными членами по сравнению с
вязкими. Тогда из уравнений движения следует оценка для изменения давления  по осям  и 

что позволяет пренебречь изменением давления вдоль оси  за счет вязких членов.
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Пренебрегая малыми слагаемыми по сравнению с оставленными ниже членами уравнений,
отношения которых имеют порядок ε2 и ε ⋅ Re, полная система уравнений, описывающая тече-
ние, сводится к следующей

(1.2)

где  согласно (1.1).
Для задачи ставятся следующие начальное и граничные условия. Считается, что общий объем

извергнутой магмы Q задан как функция времени . Для построения автомодельного решения
используется степенная зависимость

(1.3)
где q и  – некоторые константы. C точки зрения приложения к вулканическим извержениям
имеют смысл только неотрицательные значения показателя , далее . Во второй части ра-
боты решение строится численно и, вообще говоря, вид функции  может быть любым.

На свободной поверхности выполнены кинематическое и динамическое (считается, что дав-
ление постоянно и отсутствуют касательные напряжения) условия

(1.4)

В последнем условии оставлены только члены старшего порядка.
На подстилающей поверхности ставится обобщенное условие проскальзывания Навье [16–21],

предполагая, что у скорости есть только радиальная составляющая, которое, оставляя только
старшие слагаемые, записывается как

(1.5)

где  и  – некоторые положительные константы.
Связь между формой свободной поверхности  и компонентой скорости  по оси  нахо-

дится при интегрировании по z от 0 до  уравнения неразрывности в (1.2) с использованием
условия для  при  из (1.5), (1.4)

(1.6)

Интегрирование уравнений движения в (1.2) с использованием граничных условий (1.4), (1.5)
приводит к выражениям

(1.7)

При подстановке выражения для радиальной компоненты скорости  через форму свободной
поверхности  из (1.7) в (1.6), задача сводится к отысканию формы свободной поверхности

 из решения одного нелинейного уравнения в частных производных второго порядка

(1.8)

с условием (1.3), определяющим общий объем вытекшей магмы, которое, в терминах функции
 и радиуса растекания лавы на текущий момент , имеет вид

(1.9)
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После этого распределения радиальной компоненты скорости  и давления p находятся
из (1.7).

Таким образом, задача сводится к отысканию формы свободной поверхности  из уравне-
ния (1.8) с условием (1.9). В (1.8), (1.9) входит 6 параметров: три размерных – a, Bd и q и три без-
размерных – ,  и . Чтобы уменьшить их число, эти уравнения обезразмериваются следую-
щим образом

(1.10)

где  и  – масштабы длины и времени, а штрихами отмечены соответствующие безразмерные
величины. Далее штрихи в обозначении безразмерных переменных опускаются.

В безразмерном виде уравнения (1.8), (1.9) записываются как

(1.11)

 – радиус растекания лавы на текущий момент времени. В (1.11) всего 4 параметра: B, ,
 и .

Отметим, что уравнение для  в (1.11) совпадает с частным случаем соответствующего
уравнения в [7], если в последнем рассмотреть жидкость Гершеля–Балкли с нулевым пределом
текучести – т.е. степенную жидкость и использовать на твердой стенке обобщенное условие На-
вье.

В уравнении (1.11) за проскальзывание на подстилающей поверхности отвечает слагаемое с
коэффициентом . При B = 0 это уравнение описывает растекание степенной жидкости с усло-
вием прилипания на подстилающей поверхности, рассматриваемое в [23–27, 29].

2. АВТОМОДЕЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ

Уравнение (1.11) может быть решено непосредственно численно, что и делается в разд. 3. Од-
нако известно, что аналогичные задачи [2, 6, 7, 22–25, 27, 29, 37] имеют автомодельные решения;
в [26] задача решается методом разделения переменных. Поскольку автомодельные решения бо-
лее наглядные и простые, сначала ищется автомодельное решение рассматриваемой задачи.

В (1.11) делается замена переменных: от  осуществляется переход к переменным , где
 – положение точки по радиусу относительно радиуса растекания лавы на текущий мо-

мент . Искомая функция ищется методом разделения переменных: .
Из (1.11) следует, что для существования такого решения, во-первых, функция  должна быть
степенной функцией времени  с определенным значением показателя степени:

(2.1)

c0 – некоторая произвольная константа. Во-вторых, показатели степеней, входящих в постанов-
ку задачи, должны быть не независимыми: показатель степени N в законе, определяющем рео-
логию магмы (1.1), показатель степени  в законе проскальзывания (1.5) и  в функции, задаю-
щей общий объем вытекшей магмы, (1.3) должны быть связаны следующим образом

(2.2)

v

,( )h r t

N n β

( )

β

β + 
= , = , =  

 

= , =

1

3

1

' / ' /

1'

N

N

N

qh h H r r H H
a

tt T
T aH

H T

( ) ( )  
+ +  

  
     

   

− +β− −
β β+ β+

∂ ∂∂ ∂ ∂− −+ + =
∂ ∂∂ + ∂ ∂

ρπ , = , , = , = , =
μ

�

�

1 12 1

3( 1)1
3 3

00

1 1 0
2 1

2 ( ) ( ( ) ) 0

n n
N NN N

r nn N
N N

d

h hh N r h B r h
r rt N r r r r

gh r t rdr t h r t t B B q a a

= �( )r r t N
n β

,( )h r t

B

,( )r t ξ,( )t
ξ = �/ ( )r r t

�( )r t , = ξ, = ξ�( ) ( ) ( ) ( )h r t h t c t G
( )c t

= 0( ) kc t c t

+ β −, = ξ, = ξ , =
+

�

0
(1 ) 2( ) ( ) ( )

5 3
k N Nh r t h t c t G k

N

n β

+ −β =
+ −

5 2 5
2

N n
N n



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 1  2021

РАСТЕКАНИЕ ЛАВЫ КАК НЕНЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ 25

Условие (2.2) накладывает ограничения на значения  при фиксированном значении N. Так
как рассматривается случай  (1.3), учитывая, что N > 0 (1.1), значения  должны лежать в
следующем диапазоне

(2.3)

Тогда, согласно (2.1), из интегрального условия в (1.11) радиус растекания лавы в текущий мо-
мент времени определяется как

(2.4)

При выполнении условия (2.3) выполнено неравенство l > 0, т.е. радиус растекания лавы
увеличивается со временем, как и ожидается при увеличивающемся объеме вытекающей ла-
вы  (1.3).

Далее значение c0 выбрано как . Тогда, согласно (1.11),
функция  (2.1) удовлетворяет следующему обыкновенному нелинейному дифференциаль-
ному уравнению второго порядка с граничным условием на полуинтервале

(2.5)

Решение (2.1), (2.4), (2.5) представляет собой автомодельное решение исходной задачи (1.11)
о растекании степенной жидкости при условии проскальзывания на подстилающей поверхно-
сти. В (2.5) за проскальзывание отвечает слагаемое с коэффициентом . При N = 1 эти уравнения
описывают растекание ньютоновской жидкости.

При  (2.1), (2.4), (2.5) соответствуют автомодельному решению задачи о растекании сте-
пенной жидкости (1.1) с условием прилипания на подстилающей поверхности и полностью сов-
падают с рассматриваемыми в работах [7, 23–25, 27, 29], при N = 1 – решению задачи о растека-
нии ньютоновской жидкости с условием проскальзывания и совпадают с уравнениями в [6, 37],
при N = 1 и  – решению задачи о растекании ньютоновской жидкости с условием прили-
пания [2, 22].

Аналогично ньютоновской жидкости с условием проскальзывания [6, 37], автомодельное ре-
шение существует только при ограничении на параметры задачи. Для рассматриваемой степен-
ной жидкости (1.1) это ограничения (2.2) на степени , , . Если на подстилающей поверхности
ставится условие прилипания, автомодельное решение существует без каких-либо ограничений
на параметры. Кроме того, коэффициент  зависит от интеграла от самой искомой функции

 через  в соответствии с (2.4). То есть как и в [6, 37], уравнение в (2.5) содержит параметр,
значение которого должно быть найдено при решении самого этого уравнения.

Как и для ньютоновской жидкости [6], уравнение (2.5) в точке  оказывается вырожден-
ным в силу условия : коэффициент при старшей производной обращается в ноль и из
уравнения следует, что и , если эта величина имеет конечное значение. Тривиальное
решение задачи Коши:  удовлетворяет этим условиям. Чтобы найти решение, отличное
от нулевого, условия задачи Коши в точке ξ = 1 интерпретируются как

(2.6)
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Решение (2.5) с условиями (2.6) в окрестности точки ξ = 1 можно найти в виде разложения в

ряд по нецелым степеням: , где M – целое число. Откуда в окрестности

точки 

(2.7)

Тогда автомодельное решение (2.1), (2.4), (2.5) можно искать как решение задачи Коши в точ-
ке , где δ – малое число, с условиями для значения функции  и ее производной
из (2.7). Далее решение строится численно.

Такой подход к интерпретации граничного условия в окрестности ξ = 1 полностью соответ-
ствует [6]. При решении аналогичных задач о растекании ньютоновской жидкости [22] и степен-
ной жидкости [23, 25] с условием прилипания на подстилающей поверхности автомодельные ре-
шения также ищутся численно с использованием разложений в окрестности ξ = 1, подобных (2.7).

Уравнение (2.5) с условиями для , согласованными с (2.7), решалось методом Рунге–Кут-
ты–Фельберга для , значение параметра  определялось методом пристрелки. В рас-
четах значения  варьировались в пределах . Расчеты показали, что решение (для
используемых ниже значений параметров) мало зависит от конкретных значений функции и ее
производной в точке  – достаточно, чтобы значение функции было малым положитель-
ным числом, а значение производной – большим отрицательным (в расчетах  и

).
Ниже приводятся результаты расчетов для следующих характерных физических свойств лаво-

вых потоков [1, 2, 5, 7–14]

(2.8)

Согласно (1.3) объемный расход магмы определяется как . Соответственно, при
 расход магмы постоянен и равен . С точки зрения приложения задачи к растеканию лаво-

вых потоков случай постоянного расхода кажется наиболее естественным и интересным. Поэто-
му все расчеты далее приводятся для β = 1. При этом ограничение (2.2) на существование авто-
модельного решения принимает вид ограничения на значения степени в законе проскальзыва-
ния (1.5)

(2.9)

параметр  в (2.5) согласно (1.11) сводится к

(2.10)

степени  (2.1) и  (2.4) приводятся к

(2.11)

Характерное поведение функции  и ее асимптотики по формуле (2.7) приведены на
рис. 3а для  (лава моделируется псевдопластичной жидкостью) и на рис. 3б для N = 3/2
(лава – дилатантная жидкость) при различных B: , что соответствует условию прилипания
на подстилающей поверхности, , . При  и 3/2, согласно (2.9), (2.11), ,

,  и , ,  соответственно; растеканию ньютоновской жид-
кости с проскальзыванием отвечает набор параметров , , ; ньютоновской
жидкости с условием прилипания – , B = 0. Кривые для последнего случая приведены на
рис. 3 для сравнения. Значения  и 1.650 при значениях параметров из (2.8) соответству-
ют следующим величинам Bd = 10 м ⋅ сn – 1 и 20 м ⋅ сn – 1.
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Как видно из рис. 3, различия в поведении функции  для ньютоновской и неньютонов-
ской жидкости при условии прилипания на подстилающей поверхности несущественны. С уве-
личением значения параметра  (2.10) различия между формой функции  для рассматрива-
емых значений N становятся более заметными: для  (а) профили функции  более вы-
пуклые, чем для  (б). Отметим, что соответствующие асимптотики (2.7) хорошо
описывают поведение функции  не только в окрестности точки  – фактически они не-
пригодны только около точки .

На рис. 4 приведено поведение функции , соответствующее функциям  на рис. 3.
Следует отметить, что переход к безразмерным параметрам выполнен таким образом, что для
разных  используются разные характерные значения размерных параметров (1.10). Так, при
значениях (2.8) для

(2.12)

т.е. характерное время  отличается для этих значений  на два порядка.
Как видно из рис. 4, значение размерного параметра  может быть подобрано таким обра-

зом, что скорость распространения лавового потока окажется в полтора раза быстрее при ис-
пользовании условия проскальзывания на подстилающей поверхности по сравнению с условием
прилипания – см. сплошные и пунктирные кривые на 4б.
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Рис. 3. Графики функции : (а, б) –  и , 1–3 – , , ; пунктирные кривые – N = 1 при
, штриховые – асимптотики (2.7).
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Как особенность поведения функции , отметим вертикальную касательную в окрестно-
сти точки  (рис. 3), что приводит к аналогичному нефизичному поведению  в окрест-
ности r = 0 (рис. 4). В [6] показано, что в случае ньютоновской жидкости функция  ведет себя
так же, однако решения задачи в приближении тонкого слоя и в полной постановке при реше-
нии полных уравнений Навье–Стокса и вытекании жидкости из круглого отверстия конечного
радиуса хорошо соответствуют друг другу: существенная разница в их поведении наблюдается
лишь на начальной стадии растекания и в окрестности источника.

3. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ИСХОДНОЙ ЗАДАЧИ

Так как автомодельное решение может быть построено только при ограничении на ,  и 
(2.2), которое при  может рассматриваться как ограничение на степень  (2.9) в законе про-
скальзывания (1.5), ниже рассматривается численное решение исходной задачи (1.11).

Задача (1.11) решалась разностным методом. Использовалась полностью неявная схема с ди-
намическим шагом по времени. Аппроксимация по времени и пространству выполнялась с пер-
вым порядком точности, считая, что поведение искомой функции линейно между узлами по
пространству. Решение строилось относительно поправок к значениям функции в узловых точ-
ках, которые находились методом прогонки из линеаризованной системы уравнений. В окрест-
ности нуля течение моделировалось как растекание из боковой стенки кругового цилиндра.

На рис. 5 для иллюстрации точности численного решения приведено сравнение решения ис-
ходной задачи (1.11) и автомодельного решения (2.1), (2.5) для  в случаях, когда последнее
существует. Автомодельное решение существует при условии прилипания на подстилающей по-
верхности – B = 0 и в случае проскальзывания (1.5) при  (2.9). Значение Bd = 20 м ⋅ сn – 1,
значения остальных параметров – из (2.8), что соответствует  (1.11). Как видно из при-
веденных графиков, в обоих случаях решения совпадают так, что неразличимы на них.

В безразмерных переменных в постановку задачи (1.11) входит 4 параметра , ,  и β = 1.
При фиксированных свойствах лавы и ее расходе ( , , , , ) изменение размерного коэффи-
циента  в законе проскальзывания (1.5) соответствует изменению параметра  в (1.11), и на-
оборот. Автомодельное решение может быть построено только при ограничении (2.2) на ,  и

 – (2.9) для . Поэтому в рамках него для фиксированных свойств лавы и ее расхода можно
только исследовать влияние коэффициента  в законе проскальзывания (1.5), что и было про-
иллюстрировано на рис. 4, но не степени .

Влияние степени  в (1.5) на решение (1.11) исследуется в рамках его численного решения. На
рис. 6 продемонстрировано поведение решения  при фиксированных  и  ( ) для раз-
личных  – при ,  для , 7/8, 1, 1.5. При  выполнено условие (2.9)
существования автомодельного решения (2.1), (2.5). Для фиксированных свойств лавы, ее расхо-
да (2.8) и , разным значениям  отвечают разные значения размерного параметра 
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Рис. 5. Графики функции  для : (а, б) –  и ; решения исходного уравнения и автомодель-
ные – сплошные и штриховые кривые 1–4 в последовательные моменты времени , , , .
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(1.5):  –  м · с–0.5,  – Bd = 20 м ⋅ с—1/8,  –  м,  –
 м · с0.5 (1.11).

Для сравнения на рис. 6 для  приведено решение с условием прилипания на стенке
(при ). Так же для сравнения на рис. 6г приведены графики функции  для случая, когда
лава моделируется ньютоновской жидкостью ( ) при условии проскальзывания на подсти-
лающей поверхности при том же  для  – как для рис. 6а (что в этом случае соот-
ветствует  м · с0.5) и при условии прилипания (B = 0). Соответствующие радиусы рас-
текания лавы  (1.11) приведены на рис. 7.

При обезразмеривании (1.10) масштабы длины и времени зависят от значения степени  в за-
коне, определяющем реологию лавы (1.1). При  – см. (2.12), для ньютоновской жидкости

= .0 5n = .0 923dB = 7/8n = 1n = 55.750dB = .1 5n
= .3365 752dB

= .0 5N
= 0B ,( )h r t

= 1N
= .1 650B = .1 5n

=259.451dB
�( )r t

N
= .0 5N

Рис. 6. Графики функции  при , : (а и г, б, в) – , , ; пунктир – ; а–в, штри-
ховые кривые – ; г, штриховые и штрихпунктирные кривые – при N = 1 для  и . Группы кри-
вых 1–3 соответствуют моментам времени ,  и .
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( ) –  м и  с. Вследствие чего на рис. 7 при сравнении положений
фронта лавового потка  в случаях, когда лава моделируется степенной жидкостью и ньюто-
новской (см. кривые 1–5 и 6–7), взаимные расположения соответствующих кривых в раз-
мерном (а) и безразмерном (б) видах различаются.

Как видно из рис. 6 и 7, при уменьшении параметра  при фиксированном  скорость лаво-
вого потока увеличивается: так, для  радиус растекания лавы за счет проскальзывания при

 увеличивается в полтора раза по сравнению со случаем, когда на подстилающей по-
верхности выполнено условие прилипания  (1.5) (рис. 6в, рис. 7, кривые 4 и 5), тогда как для

 эта разница не превосходит 10% (рис. 6а, рис. 7, кривые 1 и 5). Таким образом, существен-
ного увеличения скорости течения можно достичь подбором степени  при фиксированном .

При дальнейшем увеличении  различия между случаями условия проскальзывания по под-
стилающей поверхности и прилипания исчезают. Отметим, что такой же характер поведения на-
блюдается и для лавы, рассматриваемой как ньютоновская жидкость (рис. 6г, рис. 7, кривые 6, 7).

Лава, рассматриваемая как псевдопластичная жидкость (  на рис. 6 и 7), распространя-
ется существенно медленнее, чем лава – ньютоновская жидкость при фиксированных  и .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В приближении тонкого слоя рассмотрена задача о растекании лавы, моделируемой ненью-

тоновской жидкостью, подчиняющейся степенному закону с условием проскальзывания на под-
стилающей поверхности. При ограничении на параметры задачи найдено ее автомодельное ре-
шение, которое может непосредственно использоваться для оценки скоростей распространения
лавовых потоков и их толщин. Это решение также полезно для тестирования численных схем,
предназначенных для решения задач о растекании неньютоновских жидкостей с условием ча-
стичного проскальзывания на подстилающей поверхности.

Рассмотрено неавтомодельное решение этой задачи. Исследовано влияние параметров в за-
коне проскальзывания на решение. Показано, что для характерных для течения лавы значений
параметров при учете проскальзывания за счет выбора коэффициентов в обобщенном законе
Навье скорость распространения лавовых потоков может быть в полтора раза больше, чем при
условии прилипания на подстилающей поверхности.

Автор выражает благодарность О.Э. Мельнику за внимание к работе и ее обсуждение.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (РНФ 19-17-

00027).
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