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Выполнено численное моделирование установившегося ламинарного течения несжимаемой
степенной жидкости в трубе с препятствием заданной формы. Для математического описа-
ния процесса используются уравнение переноса вихря и уравнение Пуассона для функции
тока, при этом реологические свойства среды описываются степенным законом Оствальда-
де Ваале. Получение стационарного решения сформулированной задачи осуществляется ме-
тодом установления на основе конечно-разностной аппроксимации основных уравнений.
Распределение давления находится численным решением уравнения Пуассона. Выполнены
параметрические исследования кинематических и динамических характеристик течения в
зависимости от основных параметров задачи для неньютоновских сред. Продемонстрирова-
но влияние числа Рейнольдса, показателя нелинейности реологической модели и геометри-
ческих характеристик препятствия на значение коэффициента местного гидравлического со-
противления.
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Традиционно трубы с препятствиями в виде локальных участков сужения / расширения при-
меняются в качестве конструктивных элементов современного теплообменного оборудования.
Кроме того, исследование течений жидкости в таких каналах проводится в связи с изучением со-
судистых патологий в кровеносных системах.

Для оценки влияния препятствия на распределения кинематических и динамических харак-
теристик течения проведены многочисленные экспериментальные и численные исследования
потоков в каналах и трубах с различной формой препятствия. Геометрия препятствия, рассмат-
риваемая в данной работе, часто применяется при моделировании течений крови в стенозиро-
ванных сосудах. Исследованию течений крови в сосудах с использованием ньютоновской моде-
ли реологического поведения посвящено большое количество работ [1–15]. Авторы экспери-
ментальной работы [1] изучили течение жидкости в трубе для широкого диапазона чисел
Рейнольдса и геометрических параметров препятствия. По результатам этих экспериментов уда-
лось установить критические значения числа Рейнольдса для заданных геометрий, при которых
происходит переход режима течения от ламинарного к турбулентному, описать структуру потока
и определить потери давления, связанные с наличием препятствия в трубе. Известны исследова-
ния, например [4–7], где численно моделируется стационарный поток крови через стенозиро-
ванную артерию. В [4] форма стеноза задается косинусоидальной функцией, а в [5, 6] – гауссо-
вой функцией. Работа [8] посвящена изучению влияния формы стеноза на структуру течения.
Авторы рассматривают четыре формы стеноза: прямоугольную, трапецеидальную и стеноз, зада-
ваемый функцией косинуса и Гаусса. В [9] исследуются течения в каналах с несимметричными
конфигурациями препятствия. В работах [10, 11] моделируются течения жидкости через два по-
следовательно расположенных сужения, изучено влияние наличия второго сужения на распре-
деления характеристик потока. В [12–14] рассматривается нестационарное течение ньютонов-
ской жидкости в канале с препятствием заданной формы.
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Экспериментальные исследования показали, что кровь при низких скоростях сдвига прояв-
ляет неньютоновские свойства. Имеется значительно меньше работ по моделированию течений
в каналах с препятствием, где в качестве исследуемой жидкости рассматривается реологически
сложная среда [16–21]. В [16] численно исследуется течение в крупной артерии, а в качестве рас-
сматриваемой среды используется вязкоупругая жидкость. В [17] для описания реологических
свойств течения жидкости в плоском канале авторы используют степенную модель. В [18–20] ис-
следуются пульсирующие течения неньютоновской среды, для описания которой применяются
различные реологические модели, в частности, в [18] используется модель Балкли–Гершеля.
В отмеченных работах по численному моделированию течений используется двумерная поста-
новка задачи. Развитие средств численного моделирования позволило авторам [22] рассмотреть
трехмерное течение в круглой трубе с препятствием, используя пакет прикладных программ
ANSYS.

Цель настоящей работы заключается в изучении характеристик потока степенной жидкости
в трубе с препятствием заданной формы и в расчете коэффициента местного гидравлического
сопротивления для умеренных чисел Рейнольдса при различных значениях показателя нелиней-
ности и геометрических характеристик препятствия.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается установившееся течение несжимаемой неньютоновской жидкости в осе-

симметричном канале с препятствием заданной формы. Область течения представлена на рис. 1.
Для математического описания течения используется постановка в переменных функция то-

ка – вихрь, которая в безразмерной форме в цилиндрической системе координат записывается в
виде [23]

(1.1)

(1.2)

где безразмерные компоненты скорости и вихрь определяются формулами

Реологические свойства среды описываются уравнением Освальда-де Ваале [24], в котором
безразмерная эффективная вязкость вычисляется по формуле
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Рис. 1. Область течения.
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Здесь u,  − аксиальная и радиальная компоненты скорости соответственно, Re =  –
число Рейнольдса, ρ – плотность, U – среднерасходная скорость, , eij – компоненты
тензора скоростей деформаций, k – консистенция жидкой среды, m – степень нелинейности
жидкости. За масштабы обезразмеривания взяты следующие величины: длины – радиус трубы r0;
скорости – среднерасходная скорость U.

В сечении Г1 профиль скорости соответствует установившемуся течению степенной жидко-
сти в круглой трубе с постоянным расходом. На границе Г2 выполняются условия прилипания,
на оси симметрии Г4 используются условия симметрии, в выходном сечении Г3 реализуются мяг-
кие граничные условия. Таким образом, условия на границах в переменных функция тока –
вихрь запишутся в виде

где n – нормаль к границе Г2,  при z = 0.

Граница Г2 описывается функцией

Значения L1 и L2 задаются такими, чтобы исключить влияние препятствия на характер тече-
ния в окрестности Г1, Г3.

2. МЕТОД РАСЧЕТА

Решение дифференциальных уравнений для вихря и функции тока осуществляется численно
с использованием метода установления, сущность которого заключается в преобразовании ста-
ционарной задачи в нестационарную. Для его реализации в уравнения (1.1) и (1.2) вводятся фик-
тивные производные по времени искомых функций ψ, ω и расчет по времени продолжается до
обнуления введенных производных [25]. Для целей последующей разностной аппроксимации
область течения с границей f(z) при преобразовании координат ,  трансформиру-
ется в прямоугольную.

Уравнения (1.1), (1.2) с введенными производными по времени в системе координат (ξ, η)
имеют вид
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(2.2)
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Область решения покрывается квадратной сеткой с шагом h. Для разностного представления
уравнений в преобразованной системе координат (2.1) и (2.2) применяется явная разностная схе-
ма, конвективные слагаемые в основных уравнениях аппроксимируются разностями против по-
тока. Условия сходимости итерационного процесса записываются в виде

где ε – заданный итерационный параметр, l – номер шага по фиктивному времени. Значение па-
раметра ε принималось равным 10–5. Для расчета граничных значений вихря на твердой стенке
используется условие Тома [23].

Для подтверждения аппроксимационной сходимости выполнены расчеты на последователь-
ности вложенных сеток. Рисунок 2 демонстрирует профили аксиальной скорости на последова-
тельности сеток в сечении 2 (рис. 1). В табл. 1 приведены значения аксиальной скорости на оси
симметрии в сечении Г3 для разных значений h. Результаты расчетов, представленные на рис. 2
и в табл. 1, демонстрируют аппроксимационную сходимость предложенного алгоритма. Все
дальнейшие расчеты проводились на сетке с шагом h = 0.025.
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Рис. 2. Профиль аксиальной скорости Re = 1, m = 0.6, α = 0.5, Z0 = 1; 1–4 – h = 0.1,0.05, 0.025, 0.0125.
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Таблица 1. Зависимость umax от шага сетки h: Re = 1, m = 0.6, α = 0.5, Z0 = 1

h umax

0.1 1.7489

0.05 1.7518

0.025 1.7516

0.0125 1.7516

Аналитическое значение 1.75
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3. ВОССТАНОВЛЕНИЕ ДАВЛЕНИЯ

Для определения поля давления используется уравнение Пуассона, которое получается в ре-
зультате математических преобразований из уравнений Навье–Стокса с учетом уравнения не-
разрывности [23], и в физических переменных (u, , p) в безразмерной форме принимает вид

(3.1)

В качестве масштаба давления используется величина ρU2. Уравнение (3.1) в системе коорди-
нат (ξ, η) принимает вид

(3.2)

где

Для записи граничного условия на границе Г2 используются уравнения движения [23], которые с
учетом условий прилипания на твердой стенке при η = 1 в системе координат (ξ, η) принимают вид
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Из уравнений (3.3) и (3.4) получаем уравнение для расчета давления вдоль границы Г2
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Граничное условие в сечении Г1 для уравнения Пуассона при ξ = 0 определяется из урав-
нения (3.3), в выходном сечении давление задается равным 0, на оси симметрии используются
условия симметрии .

Уравнение Пуассона для давления решается методом установления. Все пространственные
производные аппроксимируются со вторым порядком точности. Для определения сходимости
процесса используется неравенство
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4. РАСЧЕТ МЕСТНОГО ГИДРАВЛИЧЕСКОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ
Перепад давления между входным и выходным сечениями трубы с препятствием можно пред-

ставить в виде суммы [26]

где p1, p2 – значения давления на границах Г1 и Г2 соответственно, ∆pтр – потери на трение, ∆pм –
местные потери, возникающие в окрестности препятствия. Отношение потерянного на участке
полного давления к динамическому напору определяет коэффициент гидравлического сопро-
тивления [26]

Таким образом, коэффициент местного гидравлического сопротивления рассчитывается по
формуле

Значение ∆pм вычисляется экстраполяцией давления с участков одномерного течения перед и за
препятствием в сечение 1 (рис. 1). Давление на этих участках изменяется по линейному закону.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Согласно результатам [21], картины стационарного течения степенной жидкости в трубе с

участком сужения/расширения характеризуются зонами одномерного течения перед и за пре-
пятствием и зоной двумерного течения в окрестности препятствия с образованием циркуляци-
онной зоны. На рис. 3 показаны типичные распределения линий тока для псевдопластичной
жидкости (m < 1), демонстрирующие появление циркуляционной зоны за препятствием с увели-
чением числа Рейнольдса.

На рис. 4а представлены зависимости перепада давления от числа Рейнольдса для ньютонов-
ской жидкости. Такая область решения использовалась в работах [10, 27], где представлены ре-
зультаты численного моделирования. Экспериментальное исследование течения в трубе данной
геометрии описано в [1], где установлено, что значение числа Рейнольдса выше 250 при задан-
ных геометрических параметрах приводит к потере устойчивости ламинарного режима. Наблю-
дается хорошее согласование результатов расчетов с данными, представленными в [1, 10, 27].

На рис. 4б показаны изменения давления вдоль оси симметрии трубы для трех значений по-
казателя нелинейности. Полученное распределение давления при m = 1 практически совпадает
с данными из [11]. Максимальное значение перепада давления реализуется в случае дилатантной
жидкости (m = 1.2). Анализ графиков, представленных на рис. 4б, позволяет сделать вывод, что
для псевдопластичной жидкости (m = 0.8) перепад давления между входным и выходным сече-
ниями трубы уменьшается по сравнению с течением ньютоновской жидкости. Такое поведение
распределения давления согласуется с изменениями распределений эффективной вязкости в за-
висимости от параметра нелинейности, представленными в [21].

На рис. 5 показаны распределения давления для псевдопластичной жидкости при трех значе-
ниях параметра α. Перепад давления в областях одномерного течения постоянный и соответ-
ствует течению Пуазейля в круглой трубе. Увеличение глубины перекрытия способствует росту

− = Δ = Δ + Δ1 2 тр мp p p p p

Δ= = +тр м20.5ρ
pС C C
U

Δ= м
м 20.5ρ

pC
U

Рис. 3. Распределения линий тока при m = 0.8, α = 0.5, Z0 = 1: (a), (б) – Re = 1, 25.
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Рис. 4. (а) Зависимость перепада давления от Re при m = 1, α = 0.333, Z0 = 4, L = 32, L1 = 12: 1 – настоящая ра-
бота; 2–4 – исследования [1, 10, 27]; (б) распределение давления вдоль оси z при Re = 12.5, α = 0.5, Z0 = 2:
5–8 – m = 0.8, 1, 1 ([11]), 1.2.

8 (a) (б)
�p

1
2
3
4

1
2
3
4

6

4

40
p

35
30
25
20
15
10
5

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
L

2
50 100 200 250

Re
150

Рис. 5. Поле давления Re = 10, m = 0.8, Z0 = 1: (а–в) – α = 0.15, 0.333, 0.5.
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зоны двумерного течения за препятствием. Формирование циркуляционной зоны за препят-
ствием [21] приводит к возникновению области с минимальным давлением, локализованной в
окрестности максимального сужения трубы.

Влияние параметра нелинейности для двух значений Re на коэффициент местного гидравли-
ческого сопротивления представлено на рис. 6. С уменьшением m коэффициент местного гид-
равлического сопротивления падает, что обусловлено ростом среднего уровня вязкости в обла-
сти двумерного течения, влияние показателя нелинейности усиливается с уменьшением числа
Рейнольдса.

Зависимости См от числа Рейнольдса для разных значений m и геометрических параметров α,
Z0 представлены на рис. 7. Графические зависимости показывают, что с ростом числа Рейнольд-
са коэффициент местного гидравлического сопротивления монотонно уменьшается. Уменьше-
ние глубины перекрытия канала α также приводит к уменьшению значений коэффициента
местного гидравлического сопротивления. Влияние параметра Z0 становится существенным при
малых значениях α.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Выполнено математическое моделирование течения степенной жидкости в трубе с препят-

ствием. Разработан и реализован численный алгоритм решения поставленной задачи. Проведе-
ны параметрические исследования динамических характеристик потока для показателя нели-
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Рис. 6. Зависимости коэффициента местного гидравлического сопротивления от показателя нелинейности
α = 0.5, Z0 = 1: 1, 2 – Re = 1, 10.
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Рис. 7. Зависимость См от Re: (а–в) – m = 0.8, 1, 1.2; 1–6 – (α, Z0) = (0.5, 2), (0.5, 1), (0.333, 2), (0.333, 1), (0.15, 2),
(0.15, 1).
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нейности  и числа Рейнольдса в диапазоне от 1 до 100. Вычислены значения коэф-
фициента местного гидравлического сопротивления и выявлены тенденции его изменения при
исследовании основных параметров задачи. Установлено, что с увеличением числа Рейнольдса

≤ ≤0.6 1.4m
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коэффициент сопротивления уменьшается. Рост показателя нелинейности способствует увели-
чению коэффициента cопротивления. Уменьшение глубины перекрытия канала приводит к
уменьшению значения коэффициента.

Исследование выполнено за счет гранта РНФ (проект № 18-19-00021).
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