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Определены течения вязкой жидкости, вызванные вращательными колебаниями погружен-
ной в нее пористой сферической оболочки. В приближении Стокса получены аналитические
решения нестационарного уравнения Бринкмана в области внутри пористой оболочки и
уравнения Навье–Стокса – вне оболочки. Определен момент сил трения, действующих на
контрольную сферическую поверхность вокруг пористого тела. Приведен анализ получен-
ных решений. Рассмотрены различные частные случаи, в том числе случай равномерного
вращения оболочки.
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В рамках модели фильтрации Бринкмана рассматриваются течения вязкой жидкости, вы-
званные вращательно-колебательным движением погруженной в нее пористой сферической
оболочки. Подобные задачи могут представлять интерес для изучения некоторых технологиче-
ских процессов, в которых используются пористые среды [1].

Задачи об обтекании пористых сферических оболочек стационарным потоком вязкой жидко-
сти рассматривались ранее для закона фильтрации Дарси в работах [2, 3]. Поперечное обтекание
стационарным потоком вязкой жидкости пористой цилиндрической оболочки и коаксиального
с ней сплошного (непроницаемого) цилиндрического ядра исследовано в [4] с использованием
уравнения Бринкмана и граничных условий, являющихся частным случаем граничных усло-
вий [5].

Целью настоящей работы является определение полей скоростей жидкости в областях внутри
и вне пористой сферической оболочки в рамках модели фильтрации Бринкмана в приближении
Стокса, а также оценка момента сил трения, действующих на контрольную сферическую по-
верхность, охватывающую пористую сферическую оболочку, совершающую вращательно-коле-
бательное движение в вязкой жидкости вокруг фиксированной оси.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматриваются течения вязкой жидкости, вызванные вращательно-колебательным движе-

нием погруженной в нее пористой сферической оболочки. Внутренний и внешний радиусы по-
ристой сферической оболочки равны соответственно а и b (a < b). Предполагается, что пористая
среда является однородной, изотропной, недеформируемой, имеет высокий коэффициент про-
ницаемости K и достаточно большую пористость . При таких свойствах пористой среды в ней
могут возникать колебательные движения жидкости со скоростью, заметно отличающейся от
скорости пористой среды.

Угловую скорость вращения пористой сферической оболочки с центром О вокруг фиксирован-
ной оси, проходящей через точку О, запишем как функцию от времени t* в виде Ω* = ,
где Ω0 – постоянный вещественный вектор, ω – частота колебаний. Скорость любой точки

Γ

Ω − ω0exp( *)i t
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вращающегося твердого тела с радиусом-вектором r*, выходящим из точки О, имеет вид:
. Знаком “*” здесь и далее обозначены размерные переменные (но не размерные па-

раметры), чтобы отличать их от безразмерных, обозначаемых теми же символами. В окончатель-
ных результатах везде подразумеваются действительные части комплексных выражений.

Течение вязкой жидкости внутри и вне пористой сферической оболочки, совершающей вра-
щательно-колебательные движения, рассматривается в неподвижной декартовой системе коор-
динат Ох*у*z*, начало которой совпадает с центром О сферической оболочки. Ось Оz* этой си-
стемы координат направлена вдоль единичного вектора .

Для решения задачи введем сферическую систему координат r*, θ, ϕ c ортонормированным
базисом er, eθ, eϕ, полярная ось которой совмещена с осью Оz*. Полярный угол θ отсчитывается
от положительной полуоси Оz*.

Величины, относящиеся к областям, занятым свободной жидкостью внутри полости (0 < r* < a),
в пористой оболочке (а < r* < b) и вне пористой среды (r* > b), обозначаются индексами 1, 2 и 3
соответственно.

Нестационарные уравнения движения свободной жидкости в областях 1, 3 запишем в при-
ближении Стокса

(1.1)

Здесь  – скорость свободной жидкости,  – давление, ρ – плотность жидкости, η – вяз-
кость свободной (вне пористой среды) жидкости,  – набла оператор.

Уравнения нестационарного движения вязкой жидкости в пористой среде (область 2) в рам-
ках модели Бринкмана запишем в виде [5–9, 13]

(1.2)

Здесь  – пористость,  – скорость фильтрации,  – среднее по объему пор давле-
ние, η' – величина с размерностью вязкости, .

Вследствие осевой симметрии относительно оси вращения давление выпадает из уравне-
ний (1.1), (1.2). Предполагаем, что , ,  (j = 1, 2, 3), и что от азимутального
угла ϕ все величины не зависят вследствие осевой симметрии.

Уравнения (1.1), (1.2) в сферической системе координат примут вид

(1.3)

Здесь , .
Граничные условия к уравнениям (1.3) имеют следующий вид.
На внутренней поверхности пористой оболочки при r* = a

(1.4)

На внешней поверхности пористой оболочки при r* = b

= ×* * *v Ω r

= Ω0 0/e Ω

∂
= − + η∇ = =

∂ ρ
2* 1 * * *grad* * , div* 0 (  1,3)
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Здесь Λ – параметр с размерностью длины. Параметр Λ определяется равенством ,
где τ – безразмерный параметр, характеризующий свойства пористой среды [5–7]. Отметим, что
граничные условия (1.4) являются обобщением граничных условий, приведенных в [5–7, 10, 11]
для неподвижной плоской поверхности раздела пористой среды и жидкости, на случай движу-
щейся сферической поверхности.

К граничным условиям (1.4) следует добавить также условие конечности решений всюду в об-
ластях их определения, в том числе при  и .

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
Введем безразмерные переменные, принимая за единицу длины b, за единицу времени

1/ω, за единицу скорости : , , , , ,
u = exp(–it).

Уравнения (1.3) движения жидкости в безразмерном виде в областях 1 ( ), 2 (  < 1),
3 (r > 1) примут вид

(2.1)

Здесь  (α < 1), , ,

Безразмерные граничные условия

(2.2)

Здесь .
Скорость жидкости в областях 1, 2, 3 будем искать в виде [12, §24]

Подставляя в (2.1) выражения для ,  и , получим уравнения для определения функций
F1(r), F2(r) и F3(r). Граничные условия к этим уравнениям имеют вид

(2.3)

Сюда добавляется также условие конечности решений в областях их определения.

Λ = τ/K
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Уравнение для F1(r) имеет вид

(2.4)

где , .
Конечное при  решение уравнения (2.4) имеет вид

(2.5)

Здесь А1 – неопределенный коэффициент.
Уравнение для F2(r)

(2.6)

Здесь , , 

Решение уравнения (2.6) имеет вид

(2.7)

Здесь A2, B2 – неопределенные коэффициенты, .
Уравнение для F3(r)

(2.8)
Решение уравнения (2.8), конечное при 

(2.9)

Здесь A3 – неопределенный коэффициент.
Подставляя выражения (2.5), (2.7) и (2.9) в граничные условия (2.3), получим систему четы-

рех алгебраических уравнений для определения коэффициентов A1, A2, B2, А3, решая которую,
находим
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На рис. 1, 2 показаны профили скоростей фильтрации и свободной жидкости. При построе-
нии профилей скоростей жидкости принято  [5, 6]. В связи с нестационарностью движе-
ния скорость фильтрации и скорость свободной жидкости на графиках приведены для момента
времени t = 0. На всех графиках приведены зависимости действительной части , u3ϕ)
от r, т.е.  ( ),  ( ) и  ( ).

На рис. 1 приведены графики зависимостей ,  и  для случая, когда ве-
личина b/δ1 = 5 зафиксирована, а b/δ2 принимает значения 1, 2, 3, 4, 5 при α = 0.3, λ = 1, θ = π/2,

.

= λ + γ − λ = λ + γ − λ2 2 2 2
9 7 1 1 10 8 1 1(3 ) sin , (3 ) cosD D m m D D m m

= − λγ2
11 1 4 2 6D D D D D

= + Γ + + λ + − − − Γ2
12 2 2 2( )( ) (3 3 )(1 )D C i m i m im C

= λ + + Γ α − λ13 6 1 6( )( )D D C D D

= + − λγ + −2 2
14 2 9 2 2 7( ) (3 3 )D i m D i m im D

= − λγ2
15 1 5 3 6D D D D D

= + − λγ + −2 2
16 2 10 2 2 8( ) (3 3 )D i m D i m im D

γ = Γ2

ϕ ϕ1 2Re( ,u u

ϕ1Re ( )u r < < α0 r ϕ2Re ( )u r α < < 1r ϕ3Re ( )u r < < ∞1 r

ϕ1Re ( )u r ϕ2Re ( )u r ϕ3Re ( )u r

Γ = 0.95

Рис. 1. Зависимость Re(u1ϕ, u2ϕ, u3ϕ) от r при t = 0, α = 0.3, λ = 1, θ = π/2, Г = 0.95, b/δ1 = 5: 1–5 – b/δ2 = 1, 2, 3, 4, 5.
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Рис. 2. Зависимость Re(u1ϕ, u2ϕ, u3ϕ) от r при t = 0; α = 0.3, λ = 1, θ = π/2, Г = 0.95, b/δ2 = 0.5: 1–5 – b/δ1 = 1, 2,
3, 4, 5.
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Из рис. 1 следует, что в области 3 имеются слои жидкости с противоположными направлени-
ями скоростей. С увеличением значений b/δ2 (а значит, с увеличением частоты ω) скорости

,  и  уменьшаются при каждом заданном значении r. Наличие разрывов
графиков на границе пористой среды и свободной жидкости связано с тем, что скорость филь-
трации не является скоростью частиц жидкости. При  эти разрывы исчезают.

Профили скоростей на рис. 2 построены при фиксированных значениях b/δ2 = 0.5, α = 0.3,
λ = 1, θ = π/2,  для разных значений b/δ1 = 1, 2, 3, 4, 5.

Из рис. 2 следует, что скорости жидкости внутри и вне пористой среды увеличиваются с воз-
растанием величины b/δ1 при каждом значении r.

3. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ
При переходе в полученном выше решении (2.5), (2.7), (2.9) к пределу ω → 0 (b/δ2 → 0) нахо-

дим поля скоростей жидкости внутри и вне пористой сферической оболочки при ее равномер-
ном вращении вокруг оси Оz

где

В пористой среде с высокой пористостью, близкой к единице, можно принять  [8]. При
этом в частном случае при  из полученных результатов следует решение задачи о течении
вязкой жидкости, вызванном вращательно-колебательным движением пористого шара [13]. Из
этого решения, в свою очередь, следует (при , ) решение задачи о течении вязкой
жидкости, вызванном вращательно-колебательным движением погруженного непроницаемого
шара [12, §24].

4. МОМЕНТ СИЛ ТРЕНИЯ, ДЕЙСТВУЮЩИХ НА КОНТРОЛЬНУЮ ПОВЕРХНОСТЬ, 
ОХВАТЫВАЮЩУЮ ПОРИСТУЮ ОБОЛОЧКУ

Безразмерный момент относительно оси z сил трения, действующих со стороны свободной
(внешней) жидкости на контрольную сферическую поверхность, охватывающую внешнюю по-
верхность насыщенной жидкостью пористой оболочки, совершающей вращательно-колеба-
тельное движение в вязкой жидкости, определяется равенством [12]
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Здесь  – элемент площади, интегрирование проводится по всей поверхности
сферы r = 1,  – безразмерный тензор вязких напряжений в области 3.

В результате находим

(4.1)

Размерный момент сил трения равен .
Момент сил трения (4.1) действует со стороны внешней жидкости на единую систему, состо-

ящую из пористого тела и содержащейся в нем и в полости жидкости, которая в рассматривае-
мом здесь случае при движении не выходит из объема пористого тела. При этом моменты сил
взаимодействия на поверхности контакта между жидкостью в полости и средой в пористом теле
по третьему закону Ньютона при суммировании сокращаются. Вопрос об определении момента
сил трения, действующих на одно только пористое тело, остается открытым.

= π θ θ2 sindS d
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В табл. 1 приведены действительные части выражения  при r = 1 для следующих значений
параметров: α = 0.3, λ = 1, , b/δ1 = 5, b/δ2 = 1, 2, 3, 4, 5.

Таким образом, между безразмерной силой трения, отнесенной к единице площади кон-
трольной поверхности (r = 1), и безразмерной скоростью поверхности пористой оболочки

= costsinθ при r = 1 имеется сдвиг фаз.
При α → 0 и  выражение (4.1) принимает вид момента сил трения, действующих на кон-

трольную поверхность, окружающую пористый шар, совершающий вращательно-колебатель-
ное движение в вязкой жидкости [14]

(4.2)

При λ → 0, ( ) (  – произвольное) выражение (4.2) принимает вид безразмерного мо-
мента сил трения, действующих на твердый непроницаемый шар, совершающий вращательно-
колебательное движение в вязкой жидкости

.

В размерном виде  этот момент сил совпадает с [12, §24].

При m2 = 0 (ω = 0) формула (4.2) (без множителя ) дает выражение для момента сил трения,
действующих на контрольной поверхности вокруг пористого шара, вращающегося с постоянной
угловой скоростью в вязкой жидкости [14]
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Таблица 1

b/δ2

1 1.98cos(t – 3.044)sinθ
2 2.28cos(t – 3.055)sinθ
3 2.46cos(t – 3.159)sinθ
4 2.47cos(t – 3.295)sinθ
5 2.34cos(t – 3.427)sinθ

ϕσ3Re  ' r
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследовано влияние вращательно-колебательного движения пористой сферической обо-
лочки, погруженной в вязкую жидкость, на движение этой жидкости внутри и вне пористого те-
ла. В сферической системе координат найдены в приближении Стокса аналитические решения
нестационарного уравнения Бринкмана, описывающего движение жидкости в пористой среде,
и уравнения Навье–Стокса, описывающего движение жидкости вне пористой среды.

Определены поля скорости фильтрации и скорости свободной жидкости внутри и вне пори-
стого тела. Построены графики профилей скорости фильтрации и свободной жидкости при раз-
ных значениях параметров задачи.

Определен момент сил трения, действующих на контрольную сферическую поверхность,
охватывающую внешнюю поверхность пористой сферической оболочки, совершающей враща-
тельно-колебательное движение. Показано, что в частном случае из полученных результатов
следуют известные ранее результаты для пористого шара, совершающего колебательные движе-
ния в вязкой жидкости, а также для сплошного (непроницаемого) шара.
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