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Получено решение задачи о колебаниях кругового цилиндра в жидкости конечной глубины
под ледяным покровом вблизи вертикальной стенки. Ледяной покров моделируется тонкой
упругой полубесконечной пластиной постоянной толщины. Рассмотрены различные гра-
ничные условия на кромке пластины: свободный край и защемленный. Исследованы коэф-
фициенты присоединенных масс и демпфирования, амплитуды прогиба и деформаций ледя-
ного покрова, сил, действующих на стенку, в зависимости от частоты колебаний и входных
параметров задачи.
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Исследованию взаимодействия волн в жидкости с плавающими телами и конструкциями по-
священо большое количество работ. Широкий круг математических методов решения таких за-
дач содержится в [1]. В последнее время в связи с освоением полярных районов интерес вызыва-
ют задачи о взаимодействии волн с погруженными телами при наличии ледяного покрова.
Методы, изложенные в [1], применимы и к этим задачам. Достаточно хорошо изучены задачи о
колебаниях тел цилиндрической или сферической формы под бесконечным ледяным покровом.
Обзор полученных результатов можно найти в работе [2]. Позднее появились работы [3–10].
В [3–6] для построения решения использован метод разложения потенциала по мультиполям –
потенциалам, удовлетворяющим уравнению Лапласа и всем граничным условиям, кроме усло-
вий на теле. Ранее аналогичные мультиполи были введены для случая жидкости со свободной
поверхностью [7]. В работах [8, 9] изучено движение диполя в жидкости под ледяным покровом,
моделирующего движение тела. Движение подводной лодки в жидкости под ледяным покровом
моделировалось с помощью системы источников и стоков в [10].

Однако в действительности ледяной покров может быть неоднородным. Он может покрывать
не всю поверхность жидкости, могут быть трещины, полыньи. Влияние таких неоднородных
условий на верхней границе изучалось в работах [11–19] для цилиндрического тела. В [11–14] ис-
пользовался метод граничных интегральных уравнений, при этом в [11–13] функция Грина стро-
илась методом сращивания разложений по собственным функциям, а в [14] методом Винера–
Хопфа. Метод сращивания разложений по собственным функциям использован в [15] для по-
строения решения о колебаниях цилиндрического прямоугольного тела в полынье между двумя
полубесконечными ледяными пластинами. Решение задачи о колебаниях в полынье цилиндри-
ческого тела произвольной формы сечения приведено в [16] с помощью гибридного метода сра-
щивания разложений и граничных элементов. В работе [17] в приближении широкой полыньи
получено решение той же задачи на основе решений для полыньи без тела и плавающего тела без
льда. Для кругового цилиндра под ледяным покровом с трещиной решение найдено в [18] с по-
мощью мультипольных разложений. В этой работе построена функция Грина, удовлетворяющая
краевым условиям на верхней и нижней границах жидкости в виде интеграла, и мультиполи по-
лучены дифференцированием функции Грина. В работе [19] приведено решение задачи о коле-
баниях тела в жидкости под ледяным покровом с многими трещинами, произвольно располо-
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женными. Получена функция Грина, удовлетворяющая всем краевым условиям на верхней и
нижней границах, условие на теле выполняется с помощью метода граничных интегральных
уравнений. Нелинейный эффект движения тела в полынье изучался в [20] с помощью мульти-
польных разложений.

Взаимодействие изгибно-гравитационных волн в ледяном покрове с вертикальной стенкой
(без погруженного тела) при различных краевых условиях на кромке, для неподвижной и колеб-
лющейся стенки, изучалось в работах [21–23] с помощью преобразования Фурье. В [21] решение
получено двумя методами, во втором методе используется интегральное уравнение первого рода.

В настоящей работе приведено решение задачи о колебаниях кругового цилиндра в жидкости
под ледяным покровом при наличии неподвижной вертикальной стенки. Используются метод
мультипольных разложений, метод отражения. Для выполнения условий в кромке ледяного по-
крова используется преобразование Фурье, однако способ получения решения отличается от
предложенных в [21–23].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Ледяной покров моделируется упругой полубесконечной пластиной постоянной толщины .
Жидкость полагается идеальной несжимаемой, имеющей глубину H. Рассматриваются колеба-
ния жидкости и пластины при заданных колебаниях погруженного цилиндра с заданной часто-
той . Задача решается в линейном приближении и двумерной постановке. Введем декартову си-
стему координат  с центром  на верхней границе жидкости, осью , перпендикулярной
стенке, осью , направленной вдоль стенки вертикально вниз. Пластина занимает область x > 0.
Цилиндр радиуса  с центром в точке ,  совершает поступательные колебания
с амплитудами ,  вдоль декартовых осей. Введем также цилиндрические координаты 

Потенциал течения жидкости  удовлетворяет уравнению Лапласа

(1.1)

Колебания пластины описываются уравнениями изгиба тонких упругих пластин Кирхгофа–
Лява

(1.2)

(1.3)

где  – нормальный прогиб пластины, ,  – плотности льда и жидкости,  – гидродинами-
ческое давление,  – ускорение свободного падения,  – цилиндрическая жесткость пластины,

 – модуль Юнга,  – коэффициент Пуассона,  – время.
Осадка пластины в воду не учитывается. Граничные условия на верхней границе жидкости

сносятся на плоскость . Предполагается, что вся нижняя поверхность пластины находится
в контакте с жидкостью, отрыва не происходит. Тогда выполнено кинематическое соотношение

(1.4)

Потенциал течения жидкости можно представить в виде суммы по степеням свободы

где каждый потенциал  удовлетворяет уравнению Лапласа (1.1). Введем также безразмерные
переменные и параметры
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Штрихи далее будем опускать. Из (1.2)–(1.4) получаем для каждого потенциала  условие на
верхней границе в виде

(1.5)

На дне, на стенке и цилиндре ставятся условия непротекания

(1.6)

(1.7)

где . Граничные условия на кромке пластины в случае свободного
края имеют вид

(1.8)

в случае защемленного края

(1.9)

На бесконечности ставится условие излучения (условие отсутствия приходящих волн).

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ
Для построения решения будем использовать метод отражения. Вводим еще один цилиндр с

центром в точке , который колеблется таким образом, что его центр находится на одина-
ковом расстоянии от стенки, что и исходный цилиндр. Таким образом, отраженный цилиндр ко-
леблется с амплитудами ,  по осям x, y. Вводим цилиндрические координаты , связан-
ные с этим цилиндром,

Используя результаты работ [1, 7, 24], каждый из потенциалов  можно записать в виде раз-
ложения по мультиполям – функциям, которые удовлетворяют уравнению Лапласа и всем гра-
ничным условиям, кроме условия (1.7) на поверхности цилиндра. Для кругового цилиндра с цен-
тром в точке  в жидкости под бесконечным ледяным покровом в отсутствие стенки муль-
типоли имеют вид

Функции ,  удовлетворяют уравнению (1.1), условию (1.5) и первому из условий (1.6). Вто-
рое из условий (1.6) будет удовлетворяться с помощью метода отражения. Для удовлетворения
условий на кромке пластины нужно к этим потенциалам добавить дополнительные потенци-
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алы , . Используя симметрию относительно оси , представим каждый из потенциалов 
в виде

Здесь ,  – коэффициенты разложения, которые необходимо найти из условия (1.7).

Потенциалы ,  должны удовлетворять уравнению (1.1), условиям (1.5), (1.6) и вместе с
функциями ,  условиям в кромке пластины (1.8) или (1.9). Приведем далее построение до-
полнительных потенциалов, опуская для краткости индексы. Применяем преобразование Фурье

Из уравнения (1.1) и первого условия (1.6) следует

Для функции
(2.1)

справедливо уравнение

(2.2)

Общее решение этого уравнения имеет вид

(2.3)

Здесь первые два члена представляют решение однородного уравнения,  и  являются кор-
нями уравнения

лежащими в верхней полуплоскости, ,  – частное решение уравнения (2.2). Для об-
раза Фурье  функции  из уравнения (2.2) получаем

(2.4)

Из уравнений (2.1), (2.3), (2.4) находим
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 – дисперсионная функция изгибно-гравитационных волн в жидкости под пластиной

Известно, что она имеет два действительных корня , четыре комплексных корня , ,
 и счетное множество мнимых корней ,  . Применяя обратное преобразова-

ние Фурье, находим с помощью метода вычетов

(2.5)

Подставляем выражение (2.5) в условия на кромке и получаем систему уравнений для опреде-
ления коэффициентов C1, C2

(2.6)

В случае закрепленного края коэффициенты матрицы системы и правой части имеют вид

Для пластины со свободным краем

Коэффициенты A21 и A22 можно вычислить точно, применяя прием, который использовал-
ся ранее в работе [25]. Используя теорию вычетов, запишем ряд в виде интеграла. Затем за-
мыкая его сначала в верхней, затем в нижней полуплоскости, преобразуем ряд через вычеты
в точках, соответствующих корням полинома, стоящего в знаменателе. В случае закреплен-
ной пластины
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Таким образом, система (2.6) решается явно. После преобразований находим

В случае пластины со свободным краем находим

Из первого уравнения системы получаем

В силу симметрии на стенке при ,  имеем

Чтобы удовлетворить условию (1.7), необходимо все функции выразить в цилиндрических ко-
ординатах исходного цилиндра. Имеем

Аналогично тому, как изложено в [1], преобразуем выражения и раскладываем в ряд Тейлора

Введем комплексную переменную 

Рассмотрим аналитическую функцию

∞

=−
κ λ β − δ = , =

β + − δ2
1 1 1 4

2

14 (1 )
'( )( 1 )j j j

C i Q B Q
K k k

∞ ∞

=−−∞

−∂ϕ−ψ , = = ,
π ∂ λ  2

2

exp( )ch ( )exp( ) ( )ch( ( ))1 1( ) (0 0)
2 ch( ) '( )ch( )

j j

j j j

ik x k H yikx C k k H y dkx y
kH y K k k HQ

∞

=−

κ= , = κ , = κ , κ + κ =
− κ λ

3 2
3 3 3 31

21 1 22 2 1 1 2 22 2 2
2 1

0
'( )( ) 2

j

j j j

k
A A C C

K k k

∞
/ /

=−
− β − δ λ π = , =

β + − δ
4

3 4 1 4 2
1 1 1 1 4

2
4 (1 ) exp( /4)

'( )( 1 )
j

j j j

k
C i Q B Q

K k k
∞ ∞

=−−∞

ϕ , −−ψ , = = −
π λ  2

21

(0 0) exp( )ch ( )exp( ) ( )ch( ( ))1( )
2 ch( ) '( )ch( )

xxy j j

j j j

ik x k H yikx C k k H y dkx y
kH K k k HQ

= 0x = 0y

= = = + , θ = θ = π + , θ = π − θ2 2
1 0 0 0 0 1arctg( / ) 2* * *r r r x y x y

∞

+

+ θ∂ϕ , = − + −
∂ − ! 01

0

cos( 1) 2*(0 0) 2 [ ( ) ( )sh( )] cos( )
( 1)*

c
nn

cn

n
n A k B k kH k kx dk

y nr
∞

+

+ θ∂ϕ , = − − −
∂ − ! 01

0

sin( 1) 2*(0 0) 2 [ ( ) ( )sh( )] sin( )
( 1)*

s
nn

sn

n
n A k B k kH k kx dk

y nr
∞

+
+

+ θ∂ ϕ , = + + − −
− !∂ ∂ 

3
2

02 3
0

cos( 3) 2*(0 0) 2 ( 1)( 2) [ ( ) ( )sh( )] cos( )
( 1)*

c
nn

cn

n
n n n A k B k kH k kx dk

nx y r
∞

+
+

+ θ∂ ϕ , = + + + −
− !∂ ∂ 

3
2

02 3
0

sin( 3) 2*(0 0) 2 ( 1)( 2) [ ( ) ( )sh( )] sin( )
( 1)*

s
nn

sn

n
n n n A k B k kH k kx dk

nx y r

+ = − − −0 0 0 0 0cos ( ) cos ( )cos 2 sin ( )sin 2k x x k x x kx k x x kx

+ = − + −0 0 0 0 0sin ( ) sin ( )cos 2 cos ( )sin 2k x x k x x kx k x x kx

∞

=

± θ± − − = ± ± θ =
!0 0

0

( ) cosexp( ( ))cos ( ) Re exp( exp( ))
m

m

kr mk y y k x x kr i
m

∞ ∞

= =

± ± θ ± θ± − − = ± ± θ = = ±
! ! 0 0

0 0

( ) exp( ) ( ) sinexp( ( ))sin ( ) Im exp( exp( )) Im
m m

m m

kr im kr mk y y k x x kr i
m m

= +z x iy

= + π − θ = + π − θ0 1 1 1exp( ( /2 )) exp( ( /2 ))z z r i z r i

θ= =
−

1

1 1

exp( )( )
( )

n

n n n
inif z

z z r



18

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 3  2020

ТКАЧЕВА

Представим ее в виде разложения в ряд Тейлора в окрестности точки z0

Отсюда находим

Таким образом, для каждого из потенциалов  получаем выражение

(2.7)

В случае закрепленной пластины (опуская верхние индексы)

(2.8)

В случае пластины со свободным краем
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Подставляем выражения (2.7)–(2.9) в уравнение (1.7), умножая на функции ,  и
интегрируя по , получим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений для опре-
деления коэффициентов an, bn. Для случаев вертикальных и горизонтальных колебаний цилин-
дра матрица системы одна и та же, отличается только правая часть. Система решалась методом
редукции.

После решения системы находим гидродинамические силы, действующие на колеблющийся
цилиндр

(2.10)

где S – поверхность цилиндра, ,  – коэффициенты присоединенных масс и демпфирования.
Учитывая уравнения системы при l = 1, получаем

Для коэффициентов демпфирования справедливы соотношения эквивалентности, связыва-
ющие их с амплитудами генерируемых волн в дальнем поле. Имеем в силу условий (1.7)

(2.11)

где S – поверхность цилиндра. С помощью тождества Грина интеграл по поверхности тела мож-
но преобразовать в интеграл по всей остальной поверхности, ограничивающей жидкость. При
этом интегралы по дну и по стенке обращаются в нуль в силу условий непротекания, на верхней
границе из условий (1.5), (1.8), (1.9). При  потенциалы можно представить в виде

(2.12)

(2.13)

В случае закрепленной пластины

(2.14)

в случае пластины со свободным краем

(2.15)

В формулах (2.13)–(2.15) коэффициенты  и  получены при правой части, соответствующей
моде колебаний с номером j. Интегралы (2.11) по вертикальным линиям  обращаются в
нуль при  в силу формул (2.12). Отсюда следует, что

Для коэффициентов демпфирования из (2.10) получаем
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где черта означает комплексное сопряжение. Преобразуя интегрирование в силу тождества Гри-
на на оставшуюся часть границы жидкости, находим

(2.16)

Первый интеграл в (2.16) вычисляем по частям, с учетом формулы (2.12) находим

(2.17)

Эта формула может служить проверкой правильности проведенных вычислений.
Прогиб ледяной пластины определяется формулой (1.4). Деформации пластины имеют вид

В линейной теории упругости напряжения и деформации связаны линейной зависимостью.
Необходимо, чтобы деформации и напряжения не превышали предельных значений, при кото-
рых начинаются пластические деформации и разрушение. Экспериментально полученные в ра-
боте [26] критические значения максимальных деформаций для льда составляют  ×
× 10–5. В работе [22] использовалось критическое значение максимальных деформаций  ×
× 10–5. В данной работе также использyетcя это значение.

На стенку действует горизонтальная сила со стороны жидкости

Первый член в последней формуле представляет гидростатическую силу, а второй член – ди-
намическую составляющую. В случае закрепленной пластины на стенку действует также верти-
кальная сила, равная перерезывающей силе в кромке, которая определяется формулой

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ
Проводились численные расчеты для ледяного покрова и цилиндра при следующих входных

параметрах: E = 5 ГПа,  кг/м3,  кг/м3, ,  м, H = 100 м. Толщина пла-
стины менялась в диапазоне  м, глубина погружения цилиндра  м, менялись
также частота колебаний  и расстояние  от центра цилиндра до стенки.

На рис. 1 представлены графики зависимости безразмерных коэффициентов присоединен-
ных масс  и демпфирования  от безразмерной частоты  для случаев закрепленной пластины
и со свободным краем при h = 1 м,  м,  м вблизи вертикальной стенки, а также для
цилиндра под бесконечным ледяным покровом в отсутствие стенки. Видно, что наличие стенки
приводит к тому, что коэффициенты присоединенных масс и демпфирования осциллируют от-
носительно кривых, которые соответствуют колебаниям цилиндра под бесконечным ледяным
покровом в отсутствие стенки. При этом коэффициенты демпфирования обращаются в нуль при
некоторых значениях частоты. Из формулы (2.17) следует, что при этих значениях частоты соот-
ветствующие амплитуды потенциала на бесконечности  равны нулю, т.е. нет излучения волн
на бесконечность. Коэффициенты  и  для случаев закрепленной пластины и со свободным
краем сдвинуты по фазе: если в случае закрепленной пластины достигается максимум при неко-
торой частоте, то в случае пластины со свободным краем этот коэффициент близок к минимуму
и наоборот. Аналогичный эффект наблюдается для вертикальных и горизонтальных колебаний:
если коэффициенты  или  достигают максимума, то коэффициенты  или  близки к
минимуму.
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В работе [5] показано, что в случае цилиндра под бесконечным ледяным покровом в отсут-
ствие стенки при увеличении толщины ледяного покрова при малых частотах коэффициенты
присоединенных масс и демпфирования уменьшаются, а при высоких частотах увеличиваются.
Аналогичный эффект влияния толщины ледяного покрова наблюдается и при наличии стенки.
На рис. 2 приведены для сравнения зависимости коэффициентов  и  от безразмерной часто-
ты  для случаев толщины пластины , 1 и 2 м,  м,  м. Такое же влияние тол-
щины ледяного покрова проявляется на остальные коэффициенты присоединенных масс и
демпфирования.

При уменьшении расстояния цилиндра от стенки период осцилляции коэффициентов  и 
увеличивается. Это можно увидеть из сравнения графиков на рис. 1 и 2. Из формулы (2.13) сле-
дует, что амплитуда потенциала  складывается из членов, периодических по параметру , и
членов, убывающих при . На рис. 3 изображены зависимости коэффициентов присоеди-

μ11 σ11

λ = .0 5h =0 100x =0 6y

μij σij

jR 0x
→ ∞0x

Рис. 1. Зависимость коэффициентов присоединенных масс и демпфирования от частоты при  50 м,  6 м,
h = 1 м: 1 – закрепленная пластина, 2 – пластина со свободным краем, 3 – под бесконечным ледяным покровом
в отсутствие стенки.
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ненных масс и демпфирования ,  от произведения  в случаях закрепленной пластины
толщиной h = 1 м и со свободным краем при ,  м. Видно, что в случае свободного
края достаточно быстро при  достигается периодическая зависимость, а в случае закреп-
ленной пластины гораздо позже, при . Остальные коэффициенты присоединенных масс
и демпфирования зависят от расстояния от стенки аналогичным образом, а также при других
значениях частоты колебаний.

На рис. 4 представлены распределения по координате  амплитуд безразмерного прогиба
пластины , отнесенных к амплитуде колебаний цилиндра A, и деформаций, вычисленных
при значении A = 0.05 м и отнесенных к критическому значению , при вертикальных колеба-

μ22 σ22 0 0k x

λ = .2 0 5 =0 6y
>0 0 4k x

>0 0 11k x

x
| |/w A

ε∗

Рис. 3. Зависимость коэффициентов присоединенных масс и демпфирования ,  от расстояния до

стенки  в случае закрепленной пластины (а) и со свободным краем (б) при h = 1 м, .
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ниях цилиндра в случаях закрепленной пластины и со свободным краем при значениях 
и 1,  м,  м,  м. Видно, что при  в случае закрепленной пластины при

 амплитуды прогиба пластины и деформаций стремятся к нулю, а при λ2 = 1 близки к мак-
симальным. В случае пластины со свободным краем, наоборот, при λ2 = 0.5 амплитуды прогиба
и деформаций максимальны при , а при λ2 = 1 значительно меньше. В случае закреплен-
ной пластины максимальные деформации достигаются в кромке и при λ2 = 1 превышают крити-
ческое значение, ожидается разрушение пластины вблизи кромки. Однако если амплитуда коле-
баний цилиндра меньше, например  м, то максимальные деформации не превышают
критическое значение, разрушение пластины не ожидается.

На рис. 5 показана зависимость амплитуды максимальных деформаций в кромке от частоты
для закрепленных пластин толщиной h = 1 и 2 м при вертикальных и горизонтальных колебани-
ях при  м и  м. Видно, что деформации тонкой пластины значительно больше,
однако изгибающий момент для толстой пластины больше, чем для тонкой. В силу линейности
задачи по этому графику можно оценить применимость данной модели, найти параметры, при
которых разрушение ледяного покрова не ожидается.

На рис. 6 приведены зависимости от частоты амплитуды вертикальной силы, действующей на
стенку, при горизонтальных и вертикальных колебаниях цилиндра для закрепленной пластины
толщиной h = 1 и 2 м,  м,  м,  м. Кривые для горизонтальных и вертикаль-
ных колебаний цилиндра практически сливаются, только при больших частотах в случае пласти-
ны толщиной h = 2 м заметно различие.
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Рис. 5. Зависимость амплитуды максимальных деформаций в кромке закрепленной пластины с толщиной
h = 1 м (1) и 2 м (2) от безразмерной частоты λ при вертикальных (сплошные кривые) и горизонтальных коле-
баниях (штриховые кривые), x0 = 100 м, A = 0.01 м.
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Рис. 6. Сравнение амплитуды вертикальной силы, действующей на стенку, при вертикальных (сплошные кри-
вые) и горизонтальных (штриховые кривые) колебаниях цилиндра и различных толщинах закрепленной пла-
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На рис. 7 показаны зависимости от частоты амплитуды динамической составляющей гори-
зонтальной силы, действующей на стенку, при горизонтальных и вертикальных колебаниях ци-
линдра для закрепленной пластины и со свободным краем с толщиной h = 1 и 2 м,  м,

 м. Видно, что в случае закрепленной пластины значение силы значительно выше, чем в
случае свободного края. В случае закрепленной пластины увеличение толщины приводит к уве-
личению силы при больших частотах.

При увеличении глубины погружения цилиндра все исследованные характеристики: коэф-
фициенты присоединенных масс и демпфирования, прогиб и деформации ледяного покрова,
действующие на стенку силы уменьшаются.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Построено решение задачи о колебаниях цилиндра в жидкости под ледяным покровом вбли-

зи вертикальной стенки. Исследованы зависимости присоединенных масс и коэффициентов
демпфирования, прогиба и деформаций пластины, вертикальных и горизонтальных сил, дей-
ствующих на стенку, от частоты и входных параметров задачи: толщины ледяного покрова, рас-
стояния цилиндра от стенки и глубины его погружения.

Наличие стенки приводит к тому, что кривые зависимости коэффициентов присоединенных
масс и демпфирования от частоты осциллируют относительно кривых, которые соответствуют
колебаниям цилиндра под бесконечным ледяным покровом в отсутствие стенки. При уменьше-
нии расстояния цилиндра от стенки период их осцилляции увеличивается. Коэффициенты
демпфирования обращаются в нуль при некоторых значениях частоты, что означает отсутствие
излучения волн на бесконечность. При увеличении толщины ледяного покрова при малых ча-
стотах коэффициенты присоединенных масс и демпфирования уменьшаются, а при больших ча-
стотах увеличиваются. Амплитуда вертикальной силы, действующей на стенку в случае примо-
роженного края ледяного покрова, увеличивается при увеличении толщины льда. Амплитуда ди-
намической составляющей горизонтальной силы при больших частотах значительно больше в
случае закрепленной пластины, чем в случае свободного края.

Автор выражает благодарность И.В. Стуровой за внимание к работе и полезное обсуждение
результатов.
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