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Представлено точное решение уравнений Навье-Стокса в приближении Буссинеска, описы-
вающее плоскопараллельное адвективное течение в плоском слое несжимающейся жидкости
с горизонтальными границами, на которых задано условие проскальзывания Навье и линей-
ное распределение температуры. Исследуется поведение скорости и температуры с ростом
значения параметра проскальзывания. В рамках линейной теории исследуется устойчивость
адвективного течения на плоские и спиральные возмущения. В рамках нелинейной поста-
новки задачи изучаются конечно-амплитудные возмущения в надкритической области вбли-
зи минимумов нейтральных кривых.

Ключевые слова: горизонтальная конвекция, адвективные течения, условие проскальзывания
Навье, точное решение, устойчивость
DOI: 10.31857/S0568528120010119

В горизонтальном слое жидкости при наличии на его границах продольного градиента темпе-
ратуры под действием горизонтальной конвекции возникают адвективные течения [1]. Их спе-
цифика состоит в том, что скорость течения перпендикулярна силе плавучести, которая является
основной причиной движения. Когда температура на границах слоя является линейной функци-
ей ( , где x – продольная координата, A – постоянный горизонтальный температурный
градиент на границах слоя), течение описывается аналитически, являясь точным решением
уравнений Навье-Стокса [2, 3]. В случае твердых границ, на которых задано условие прилипа-
ния, возникает течение Остроумова-Бириха [4], адвективное термокапиллярное течение, возни-
кающее при наличии свободных границ, описано в [5]. Найдены точные решения, описываю-
щие адвективные течения с усложняющими факторами. В [6] представлено такое течение в виб-
рационном поле, в [7] описано адвективное течение, возникающее в условиях невесомости под
действием линейных высокочастотных колебаний. В [8, 9] описаны адвективные течения, воз-
никающие в магнитном поле. Недавно получено точное решение, описывающее плоскопарал-
лельное адвективное течение в плоском слое несжимающейся жидкости с твердыми границами,
на которых задано линейное распределение температуры разных знаков, либо линейный гори-
зонтальный температурный градиент [10] и представлено плоскопараллельное адвективное те-
чение, возникающее при наличии внутреннего линейного относительно горизонтальной коор-
динаты источника тепла [11]. Задача о конвекции в плоском горизонтальном слое несжимаемой
жидкости с твердыми границами, на нижней из которых температура постоянная, а верхняя гра-
ница нагрета параболически, сводится к решению нелинейной системы нестационарных одно-
мерных уравнений [12]. В [13] представлен новый класс адвективных течений, возникающий в
горизонтальном слое жидкости. Устойчивость адвективного течения в горизонтальном слое с
твердыми границами исследована в [1, 14].

С середины прошлого века сложилось так, что при решении задач с твердыми границами ис-
пользуется условие прилипания на границах соприкосновения жидкостей с твердыми поверхно-
стями [15], на которых скорость равна нулю. В большинстве случаев это справедливо. Однако в
работе [16] отмечена особая важность учета эффекта проскальзывания жидкости вдоль границы.
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При учете скольжения касательная составляющая скорости отлична от нуля и связана с компо-
нентами тензора напряжений. За последние годы проведено много новых исследований, посвя-
щенных явлению прилипания/скольжения ньютоновских жидкостей (см. обзоры [17–19]), сде-
ланы аналитические исследования [20, 21], произведено численное исследование устойчивости
конвективных течений в наклонном слое при наличии проскальзывания [22].

В данной работе представлена процедура получения нового точного решения уравнений На-
вье-Стокса в приближении Буссинеска, описывающего плоскопараллельное адвективное тече-
ние в горизонтальном слое жидкости с твердыми границами, на которых заданы условия сколь-
жения Навье с целью учета гидродинамики жидкости, протекающей мимо газовых секторов од-
нонаправленных супергидрофобных поверхностей [23]. Изучена устойчивость течения при
значении числа Прандтля . Исследовано влияние величины параметра проскальзыва-
ния  на характер адвективного течения и его устойчивость.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Рассмотрим бесконечный горизонтальный слой несжимаемой жидкости с твердыми грани-

цами шириной , помещенный в однородное поле тяжести. Движение жидкости описывается
уравнениями конвекции в приближении Буссинеска [1] в декартовой системе координат 
( – вертикальная координата, x, y – горизонтальные координаты), обезразмерив которые по-
добно [10, 24], получим

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

На горизонтальных границах слоя задано условие проскальзывания в простейшей формули-
ровке [23] и линейное распределение температуры

(1.6)

Здесь  – безразмерная длина скольжения. При этом случай  соответствует усло-
вию прилипания, а  – граничному условию при отсутствии трения.

2. АДВЕКТИВНОЕ ТЕЧЕНИЕ
Учитывая граничное условие (1.6) и условие несжимаемости жидкости (1.4), точное решение

системы (1.1)–(1.5) будем искать в следующем виде

(2.1)

Подставив (2.1) в (1.1)–(1.5), получим систему уравнений для скорости, температуры и дав-
ления

(2.2)
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(2.3)

(2.4)

Граничные условия для скорости и температуры имеют вид

(2.5)

Отметим, что  – это температура жидкости при x = 0. Продифференцируем (2.2) по x,
а (2.3) по z. Избавившись от давления, получим уравнение для скорости

К граничным условиям (2.5) добавим условие замкнутости течения

Сначала находим скорость, а затем, с помощью уравнения (2.4), температуру

(2.6)

Скорость адвективного течения (2.6) – это линейная комбинация течения Остроумова-Бири-
ха и течения Куэтта. Причем вторая производная скорости течения Остроумова-Бириха по 
равна скорости течения Куэтта. Профиль скорости и температуры симметричен, рис. 1, a, б.
Максимальное и минимальное значение скорости  достигается при 

и равно  (рис. 1, в, г), с ростом коэффициента  убывают значения 

от  до –1, а максимум скорости растет от  до 1/3. Аналогичным образои меняется
максимум температуры. В предельных случаях при  получаем течение [4], а при  – те-
чение, подобное [5] при отсутствии вращения.

3. ЛИНЕЙНАЯ ТЕОРИЯ
Для исследования устойчивости адвективного течения (2.6) применим метод малых возмуще-

ний [14]

(3.1)

Здесь , ,  – малые возмущения. Подставив возмущенные поля скорости, температуры и
давления (3.1) в исходную систему (1.1)–(1.5) и граничные условия (1.6), получим следующую за-
дачу

(3.2)

(3.3)

(3.4)

В рамках линейной теории устойчивости в уравнениях (3.2)–(3.4) пренебрегаем малыми
квадратичными по возмущениям  и  слагаемыми. Полученная система линейных уравнений
имеет решения в виде нормальных возмущений, пропорциональных , где

, – декремент, определяющий временной ход возмущений. Вещественные коэффи-
циенты  и  – компоненты волнового вектора вдоль осей  и .
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Будем рассматривать два предельных случая: плоские периодические возмущения в виде ва-
лов с осью, параллельной оси X, и пространственные спиральные периодические по y возмуще-
ния в виде валов с осью, перпендикулярной к оси X.

Случай плоских возмущений

Уравнения возмущений выводятся из линеаризованной системы (3.2)–(3.4) в предположе-
нии, что производная по y от всех функций равна нулю ( ). Учитывая дивергентность воз-
мущений скорости, введем функцию тока возмущений  и вихря возмущения скорости

Рассмотрим нормальные возмущения вида

= 0yk
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Рис.  1. Профили (a) скорости  и (б) температуры  при , 1 и  (1 – 3); (в. г) зависимости коорди-
наты  – точки минимального значения и максимального значения скорости (1) и температуры (2) адвек-
тивного течения жидкости.
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В результате задача сведется к решению системы линейных уравнений в частных производ-
ных по времени  и переменной 

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

с граничными условиями

(3.10)

В качестве начальных возмущений для неизвестных берем функции, удовлетворяющие гра-
ничным условиям (3.10).

Система (3.5)–(3.10) решается по численной методике [24, 25], аналогичной схемам двухпо-
левого метода [26], который используется для решения двухмерных задач в переменных функ-
ции тока и вихря скорости. В данном случае функции тока и вихря возмущения скорости зависят
от одной пространственной координаты поперек слоя – вторая переменная исчезла в предполо-
жении периодичности решения по этой координате. Уравнения для возмущения вихря скорости
и функции тока решаются с помощью классической неявной схемы [27], погрешность аппрок-
симации , где  – шаг по времени,  – шаг по z. Остальные уравнения системы реша-
ются с помощью схемы Кранка–Николсона [27], погрешность аппроксимации . Учи-
тывая граничные условия (3.10) для функции тока и вихря скорости возмущения для аппрокси-
мации вихря на границах на -ом временном слое вместо формулы Тома [26] используются
формулы

(3.11)

При построении нейтральной кривой, описывающей зависимость критического числа
Грасгофа от волнового числа, для каждого выбранного значения  требуется найти такое число
Грасгофа, при котором действительная часть декремента возмущений  равна нулю.
Иными словами, решается задача о поиске корня  для неявной функции . Эта
функция строится дискретно по точкам с помощью многократного решения эволюционной за-
дачи (3.5)–(3.10) методом сеток. Для нахождения действительной части декремента возмущений
λ1 прослеживалась эволюция во времени максимумов по модулю неизвестных. В качестве ап-
проксимации зависимости амплитуд по времени использовалась экспоненциальная формула

. Неизвестные λ1 и C определяются методом наименьших квадратов [28] по ходу вы-
числений уравнений системы. Нулевое значение декремента возмущений уточняется методом
половинного деления [28]. Характер поведения возмущений от времени существенно зависит от
всех параметров задачи; в области неустойчивости все возмущения нарастают, а в области устой-
чивости затухают.

Расчеты показали (рис. 2, а), что при  сохраняется колебательный характер неустой-
чивости, с ростом параметра  критическое число Грасгофа и соответствующее ему волновое
число kx убывают
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,

Таким образом, учет проскальзывания Навье делает течение менее устойчивым по сравнению
со случаем прилипания на твердых границах.

Случай спиральных возмущений
Уравнения спиральных возмущений выводятся из системы (3.2)–(3.4) в предположении, что

производные в ней по  от всех функций равны 0 ( ). Имеются три компоненты вектора
возмущения скорости и возмущения температуры, которые являются функциями времени  и
двух пространственных переменных y, z.

Учитывая дивергентность возмущений скорости, введем функцию тока возмущений 
и вихря возмущения скорости 

Рассмотрим нормальные возмущения вида

В результате задача сведется к решению системы линейных уравнений в частных производ-
ных по времени  и переменной 
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Рис.  2. Нейтральные кривые адвективного течения для случая плоских (a) и спиральных (б) возмущений: 1 –
3 – .
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(3.16)

(3.17)

(3.18)

с граничными условиями

(3.19)

Система (3.11)–(3.18) решается по вычислительной схеме аналогично случаю плоских возму-
щений. В качестве начальных возмущений для неизвестных возьмем функции, удовлетворяю-
щие граничным условиям (3.19).

Также как и для плоских возмущений, с ростом параметра  критическое число Грасгофа и
соответствующее ему волновое число ky убывают (рис. 2, б), монотонный характер неустойчиво-
сти сохраняется

При  более опасными являются спиральные возмущения (рис. 3), а при 
наиболее опасными являются плоские возмущения.

4. КОНЕЧНО-АМПЛИТУДНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ

Поведение возмущений конечной амплитуды в надкритической области исследуются на ос-
нове нелинейной системы уравнений (3.1)–(3.4).
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Рис.  3. Зависимость критического числа Грасгофа от  для случая плоских (1) и спиральных (2) возмущений.

1

2

160

140

120

80

60

40

100

Gr

b/h
0.2 0.4 0.6 0.8 1.00

b



40

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 1  2020

К. Г. ШВАРЦ, Ю. А. ШВАРЦ

Случай плоских возмущений
Для плоских периодических по  возмущений система имеет вид

(4.1)
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Рис.  4. Изолинии конечно-амплитудных возмущений (a) температуры  и (б) функции тока  при
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где  – длина волны возмущений, оператор Лапласа , , ,
 – конечно-амплитудные возмущения функции тока, вихря скорости и температуры.

Нелинейная двумерная задача (4.1)–(4.5) решалась численно методом сеток. В рамках двух-
полевого метода [26] использовалась явная конечно-разностная схема. Уравнение Пуассона
(4.2) для функции тока решалось методом последовательной верхней релаксации. Вихрь на го-
ризонтальных границах аппроксимировался по формуле, аналогичной (3.11). Основные расчеты
проводились на сетке  при .

Вычисления, сделанные при , совпали с результатами [1, 14] для случая твердых границ.
Вблизи минимумов нейтральных кривых конечно-амплитудные возмущения температуры 
представляют собой систему чередующихся теплых и холодных пятен, а функция тока возмущений

 описывает систему вихрей, локализированных и движущихся вдоль горизонтальных границ
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Рис.  6. Изолинии конечно-амплитудных возмущений (a) температуры , (б) функции тока  и
(в) первой компоненты скорости  при , , .
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слоя. С ростом значения параметра  характер конечно-амплитудных возмущений качественно не
меняетcя (рис. 4), максимум возмущений температуры и скорости возрастает (рис. 5)

Случай спиральных возмущений

Для пространственных периодических по y возмущений система имеет вид

(4.6)

где оператор Лапласа . Имеются все три компоненты возмущений скорости,
которые зависят от времени t и двух пространственных координат  и z.  – конечно-ам-
плитудные возмущения функции тока, описывающие проекцию возмущений скорости на плос-
кость ,  – конечно-амплитудные возмущения первой компоненты скорости, описы-
вающие проекцию возмущений скорости на плоскость  или , ,  – конеч-
но-амплитудные возмущения вихря скорости и температуры.

Нелинейная двумерная задача (4.6) решалась численно методом сеток, аналогично задаче
(4.1)–(4.5). Основные расчеты проводились на сетке 101 × 150 при .
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Вычисления, сделанные при , совпали с результатами [1, 14] для случая твердых границ.
Вблизи границ слоя формируются цепочка теплых и холодных пятен (рис. 6, а). Возмущения
функции тока представляют собой структуру, состоящую в плоскости  из четырех вихрей.
Вихри расположены вблизи горизонтальных границ слоя. Одновременно возмущения первой
компоненты скорости описывают в плоскости xOy вихревые движения в центре слоя. С ростом
значения параметра  характер конечно-амплитудных возмущений качественно не меняется,
максимум возмущений температуры и скорости возрастает (рис. 7)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлено точное решений уравнений Навье-Стокса, записанное в приближении Обербе-

ка-Буссинеска. Описано адвективное течение несжимаемой жидкости в бесконечном горизон-
тальном слое с условием проскальзывания Навье на границах, при наличии на них линейного
распределения температуры. Профили скорости и температуры антисимметричны, показано,
что с ростом длины скольжения точки их экстремума сдвигаются к границам горизонтального
слоя, максимум и минимум скорости и температуры адвективного течения растут. Линейный
анализ устойчивости свидетельствует, что с ростом  устойчивость течения падает: уменьшается
критическое число Грасгофа. При  более опасными являются спиральные возмущения,
а при  наиболее опасными являются плоские возмущения. Численное исследование
конечно-амплитудных возмущений показало, что с ростом значения параметра проскальзыва-
ния  характер конечно-амплитудных возмущений качественно не меняетя, максимумы возму-
щений температуры и скорости возрастают.
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