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В линейном приближении исследуется задача об устойчивости стационарного течения тон-
кого вихревого кольца в идеальной жидкости. Рассмотрен случай изохронного вихревого
кольца, в котором периоды обращения жидких частиц одинаковы. В этом течении отсутству-
ют возмущения непрерывного спектра, что существенно облегчает решение этой сложной за-
дачи. Обнаружена неустойчивость длинноволновых колебаний, связанная с взаимодействи-
ем возмущений, имеющих энергию разного знака – колебания с положительной и отрица-
тельной энергией.
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Рассмотрение динамики вихревого кольца представляет большой интерес, поскольку эта за-
дача позволяет исследовать сложные эффекты динамики и взаимодействия возмущений в ядрах
трехмерных вихрей. Вихревое кольцо представляет собой трехмерное течение, которое может
быть создано в лабораторных условиях и в котором проявляются важные эффекты, связанные с
кривизной вихревых линий. В частности, в вихревом кольце происходит взаимодействие возму-
щений, не связанных в близком по структуре течения вихре Ранкина (цилиндрическом вихре).
Взаимодействие колебаний приводит к новым явлениям в динамике и акустике вихрей, включая
процессы зарождения возмущений, переход к турбулентности в окрестности ядра, связь колеба-
ний ядра со звуковым полем.

Поскольку задача аналитического описания является исключительно сложной, рассматрива-
ются сначала малые возмущения системы, что ставит вопрос о наличии стационарных решений.
Стационарное течение с завихренностью в тороидальной области рассмотрено в работах Френ-
келя [1, 2], где доказано существование стационарных решений для тонкого вихревого кольца с
заданным распределением завихренности, и разработана процедура получения семейства стаци-
онарных решений, различающихся профилями завихренности в вихревом ядре. Следующая
проблема связана с выбором стационарного решения, для которого задача о колебаниях была бы
наиболее простой. Введено понятие изохронного кольца, в ядре которого периоды обращения
жидких частиц одинаковы. Стационарное течение для изохронного вихревого кольца было по-
лучено в [3], где процедура, разработанная в [1, 2], существенно модифицирована.

Существование точного стационарного течения позволяет поставить задачу его устойчиво-
сти. Вследствие чрезвычайной сложности проблемы все теоретические решения в задаче о соб-
ственных колебаниях вихревого кольца ограничены случаем тонкого вихревого кольца. В случае
коротковолновых трехмерных колебаний [4, 5] длина волны является дополнительным малым
параметром, позволяющим получить решение, пренебрегая взаимным влиянием возмущений в
удаленных друг от друга областях вихревого кольца. В этом случае можно ограничиться главным
членом в разложении стационарного поля по параметру тонкости кольца, представляющим со-
бой отношение характерного радиуса сечения ядра вихревого кольца к радиусу вихревого коль-
ца, поэтому вопрос о существовании и структуре стационарного течения в [4, 5] не рассматри-
вался.
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В [6, 7] впервые рассмотрена задача о длинноволновых (длина волны порядка размера всего
кольца) колебаниях вихревого кольца. В этом случае взаимодействие возмущений является не-
локальным, поэтому вопрос о существовании и структуре стационарного течения является клю-
чевым. Были получены колебания тонкого изохронного кольца, в котором отсутствуют возму-
щения непрерывного спектра, что существенно облегчает получение аналитического решения.
Аналогом длинноволновых колебаний вихревого кольца являются колебания вихря цилиндри-
ческого – кельвиновские моды вихря Ранкина [8]. Кривизна вихревых линий в вихревом кольце
может приводить к слабому (в случае тонкого кольца) взаимодействию возмущений, структура
которых аналогична структуре кельвиновских мод цилиндрического вихря. В работе [7] отмече-
но, что для длинноволновых колебаний возможна неустойчивость, связанная с этим взаимодей-
ствием, если связанными оказываются возмущения, имеющие энергию разного знака – колеба-
ния с положительной и отрицательной энергией. Однако из-за чрезвычайной сложности задачи
данный вопрос не был изучен до конца.

В настоящей работе задача о длинноволновых колебаниях тонкого вихревого кольца получи-
ла полное решение. Проведено исследование устойчивости в области частот вблизи точки слия-
ния собственных частот бесселевских и изолированных колебаний.

1. СТАЦИОНАРНОЕ ВИХРЕВОЕ КОЛЬЦО
На основе метода Френкеля в [1, 2] была разработана процедура получения течения в тонком

вихревом кольце с изохронным профилем завихренности, причем периоды обращения жидких
частиц в ядре вихря одинаковы. Изохронное кольцо является простейшим объектом для рас-
смотрения задачи о трехмерных возмущениях, поскольку это течение имеет колебания только
дискретного спектра. Отметим, что в двумерном случае вихрь с однородным распределением
(вихрь Ранкина) одновременно является и изохронным течением, а для вихревого кольца одно-
родный и изохронный профили завихренности различаются.

Решение для стационарного изохронного вихревого кольца получено в виде разложения по
малому параметру тонкости вихревого кольца , где a – характерный размер вихрево-
го ядра, через который определяется площадь сечения ядра вихревого кольца ; R – радиус
вихревого кольца [3, 6]. Оказывается удобным перейти к криволинейным координатам σ, ψ [3],
в которых все решаемые в дальнейшем уравнения имели бы наиболее простой вид. Координаты
σ, ψ задаются в плоскости сечения кольца и в главном приближении совпадают с полярными ко-
ординатами  (рис. 1), а координата .

2. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ЗАДАЧЕ О ВОЗМУЩЕНИЯХ
Стандартным подходом к описанию малых возмущений течений невязкой несжимаемой

жидкости является использование линеаризованного уравнения Гельмгольца [6]

μ = / 1a R !

Π = π 2a

ρ ϕ, = θs R

Рис. 1. Вихревое кольцо.
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В данной работе используется другой подход, который основывается на использовании поля
смещения  в качестве основной функции. Поле смещений  как эйлерову переменную
можно формально определить через уравнение, связывающее ее с возмущениями скорости [6, 9]

(2.1)

где  – поле скорости стационарного течения,  – возмущение скорости.
Из условия вмороженности (или изозавихренности, в смысле [10]), для возмущений завих-

ренности, возникающих при малом смещении  жидких частиц, следует

(2.2)

где  – завихренность стационарного течения.
Таким образом, будем решать уравнение для поля смещений (2.1), при этом возмущение ско-

рости, с учетом (2.2) [7]

(2.3)

где .

Рассмотрим возмущения стационарного течения с завихренностью, отличной от нуля в торо-
идальной области. Как известно [11], векторное поле в ограниченной области M может быть
определено по нормальной компоненте поля на границе G(M), ротору и дивергенции этого поля
во всей области M. В случае неодносвязной области для однозначного определения векторного
поля необходимо также задать циркуляцию этого поля по замкнутому контору , не стягиваемо-

му к нулевому. Будем понимать под векторным полем все выражение , а под

областью M – область, в которой сосредоточена завихренность. Тогда уравнения для поля сме-
щения записываются в следующем виде

(2.4а)

(2.4б)

(2.4в)

(2.4г)

где  – вектор нормали к поверхности G(M).
Важным преимуществом системы (2.4) является то, что возмущение скорости , для опреде-

ления которого необходимо вычислять интеграл (2.3), должно быть найдено только на границе
вихревого кольца, а во внутренней области решаются только дифференциальные уравнения.

Уравнения (2.4) будут использоваться для нахождения длинноволновых собственных колеба-
ний тонкого вихревого кольца. С учетом осесимметричности течения с осью z (рис. 1), ищем ре-
шение для поля смещения в виде

где εk – контравариантная компонента вектора поля смещения, ω – заданная частота колебаний.
Будет использоваться метод последовательных приближений по малому параметру μ. Аналогич-
ный подход применялся в [6], где были получены собственные колебания нескольких типов. В
работе [7] показана возможность слияния собственных частот изолированных и бесселевских
колебаний в области частот

(2.5)

Если эти колебания имеют энергию разного знака, появляется возможность неустойчивости
системы. Для того чтобы выяснить, реализуется ли эта возможность, а также для определения ха-
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рактеристик неустойчивости необходимо получить решение задачи в приближении, снимаю-
щем вырождение частот.

Ниже исследуется задача об устойчивости тонкого вихревого кольца в области частот (2.5).
Рассматривается случай l = 1, который представляет наибольший интерес с точки зрения излу-
чения звука. Уравнения (2.4а, б) для внутренней области вихревого ядра  решались в
[12]. В данной работе для получения дисперсионного уравнения необходимо решить еще урав-
нение (2.4в) на границе ядра вихревого кольца

(2.6)

которое получено с учетом того, что на поверхности вихря ковариантные компоненты  нор-

мального вектора равны нулю [6]; оператор , собственные частоты  ищутся в

виде , , где  – константа.

3. БАЗИСНЫЕ ДЕФОРМАЦИИ

В [6, 7] было введено понятие базисных деформаций как системы векторных полей ,
 в области внутри вихря , каждое из которых является решением систе-

мы (2.4а, б) с заданной частотой ω, где ω – параметр. Базисные деформации представляют собой
полную, линейно независимую систему, поскольку в главном приближении компоненты  ба-
зисной деформации представляют собой гармонику . В соответствии с этим любое поле
смещения, являющееся решением (2.4а, б), можно представить в виде линейной комбинации ба-
зисных деформаций 

Будем искать базисные деформации в виде разложения в ряд Фурье

В главном приближении этот ряд содержит единственную гармонику p = m, а в следующих
приближениях появляются другие Фурье компоненты, поскольку метрический тензор также
представляется в виде ряда Фурье [12]

Амплитуды гармоник  находятся последовательными приближениями по малому парамет-
ру  [12]. Аналогично описанной в [12] процедуре, получим базисные деформации для случая l = 1.
Выражения для базисных деформаций приведены в Приложении А.

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ СКОРОСТИ НА ГРАНИЦЕ ЯДРА ВИХРЕВОГО КОЛЬЦА

В уравнение (4.1) входит контравариантная компонента скорости να, которая оценивается на
границе ядра вихревого кольца  при заданном поле смещения . Для этого преобразуем
(2.3) к виду, более удобному для вычислений. Используя интегрирование по частям, получим це-
почку равенств

(4.1)

где . Отсюда следует, что в области вне вихря возмущение скорости  может быть
представлено как поле, создаваемое источниками с плотностью . Действитель-
но, в этой области B = 0, и поэтому
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(4.2)

Поскольку на границе вихря нормальная компонента скорости непрерывна, то для вычисле-
ния величины  в уравнении (2.6) может использоваться как внешний, так и внутренний предел
выражения (4.1). Будем пользоваться внешним пределом, исходя из выражения (4.2).

Заметим также, что при вычислении поля  плотность Q в (4.2) может быть задана не един-
ственным образом. Действительно, поле вне области M не изменится при замене , где

 – произвольная функция, тождественно равная нулю вне области M. Таким образом,
вне вихря возмущение скорости может быть найдено из соотношений (4.2) с плотностью более
общего вида

(4.3)

где  – произвольная функция, отличная от нуля только в области, занятой вихрем.
Для каждой базисной деформации  необходимо вычислить скорость на границе, в соответ-

ствии с (4.2) получим

(4.4)

где  находится подстановкой  в (4.3). Для решения задачи наиболее эффективным будет
добавление такой функции , которая сведет объемную плотность к поверхностной

где δ(x) – дельта-функция Дирака. Функция  находится из решения уравнения

Для каждой базисной деформации функция  находится в виде разложения по малому пара-
метру μ. Тогда получим

Несмотря на появление промежуточного шага, связанного с вычислением G, сведение объем-
ной плотности к поверхностной позволяет значительно упростить вычисление интеграла (4.4).
Вычисление необходимых G,  проводилось с помощью символьной математики. Интегриро-
вание по углу  для вычисления  проводится с помощью формул, представленных в Прило-
жении Б.

5. ДИСПЕРСИОННОЕ УРАВНЕНИЕ И СОБСТВЕННЫЕ ЧАСТОТЫ
Для определения собственных частот используется уравнение (2.6). Для удобства определим

. Примем соотношение

где  определяется из (4.4). Представим  в виде ряда Фурье

(5.1)

где  – коэффициенты Фурье функции . Подставляя (5.1) в (2.6) и учитывая вид поля

смещения , получим

( )= ∇Φ Φ = −
π −

'1, '
4 'M

Q
d

r
v r

r r

σ
v

v
→ + 'Q Q Q

= ∇2'Q G

( )[ ]= −∇ × + ∇Q Gε Ω

G

( )ε m

( ) ( ) ( )
( ) ( )σ

σ= = −∇
π −v

'1, '
4 'bound

m
m m m

Q
V d

r
v r

r r

( )mQ ( )mε

G

( ) ( ) ( )σ ψ = ψ δ σ − σ,m m boundQ q

G

( )∇ = −∇ ⋅ × σ < σ2 ( ),m boundG ε Ω

= σ = σ0, boundG

G

( ) ( )
σ

σ=σ= × + ∇   boundm mq Gε Ω

( )mq
ψ ( )mV

σ
σ=ση ψ = ε( ) ( )( )

boundm m

( ) ( ) ( ) ( )ψ = η −m m mF L V

( )mV ( ) ( )ψmF

( ) ( ) ( )

∞
ψ

=−∞
ψ =  eip

m m p
p

F F

( )m pF ( ) ( )ψmF

( )

∞

=−∞
=  m m

m

Cε ε



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 1  2020

НОВАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ ТОНКОГО ВИХРЕВОГО КОЛЬЦА 81

Откуда следует бесконечная система линейных алгебраических уравнений

(5.2)

Система (5.2) определяет коэффициенты  и собственные частоты .

Поскольку для тонкого вихревого кольца коэффициенты  имеют различный порядок по
малому параметру , то для определения коэффициентов  в каждом приближении беско-
нечная матрица  будет сводиться к конечной. Детальный анализ системы (5.2) показывает,
что коэффициенты  всякий раз будут выражаться через коэффициенты C(1) и C(2), так
что система (5.2) переходит в систему для определения C(1) и C(2)

(5.3а)

(5.3б)

где

Равенство нулю детерминанта системы (5.3) дает дисперсионное уравнение
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где

Дисперсионное уравнение (5.4) представляет собой трансцендентное уравнение, корни кото-
рого определяют собственные частоты системы. Поскольку правая часть мала, эти корни распо-
лагаются вблизи тех значений, при которых один из множителей в левой части уравнения обра-
щается в нуль.

Второй множитель в (5.4) обращается в нуль в бесконечном числе точек, соответ-
ствующих нулям функции Бесселя . Эти нули соответствуют бесконечному семейству соб-
ственных колебаний с частотами

(5.5)

где , . Собственные частоты имеют точку сгущения и лежат по обе сто-
роны от нее в зависимости от знака cj. В соответствии с [6, 7] колебания этого семейства называ-
ются бесселевскими колебаниями. Моды, лежащие справа от точки сгущения , называ-
ются опережающими, поскольку их фазовая скорость больше скорости жидких частиц в ядре
вихря. Моды же, лежащие слева , – отстающие (рис. 2).

Как видно из дисперсионного уравнения (5.4), существует еще одно собственное колебание,
которое называется изолированным и соответствует обращению в нуль первого множителя в
этом уравнении. Это колебание имеет частоту

(5.6)

При  собственная частота изолированного колебания лежит справа от точки сгущения
, а при  – слева (рис. 2)

Рассмотрим случай, когда частота изолированного колебания оказывается в окрестности ча-
стоты одного из бесселевских колебаний , так что , а .
Найдем решение дисперсионного уравнения в окрестности этих двух близких частот, т.е. будем
предполагать

Для удобства примем соотношения:
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Рис. 2. Собственные частоты вихревого кольца, локализованные вблизи 1/2. Бесселевские моды (●); изолиро-
ванная мода (○).
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В этом случае функция Бесселя может быть представлена в виде разложения

Подставляя это разложение в (5.4), с учетом того, что в главном приближении  =
= (23 – 16n2)/192 + O(μ2), после несложных преобразований получим

где . Учитывая (5.7), найдем

(5.8)

Если , то

(5.9)

Из этого выражения видно, что при n = 1 возникает неустойчивость с инкрементом
, а при n > 1 течение оказывается устойчивым. Форма возмущений границы вих-

ря в случае неустойчивых колебаний представлена на рис. 3.
В общем виде решение (5.8)

Отсюда следует, что граница неустойчивой области  определяется уравнением

(5.10)
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Рис. 3. Неустойчивые длинноволновые колебания.
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Принимая во внимание выражение для  с учетом (5.7), (5.9), из (5.10) получим область не-
устойчивости

Представляет интерес сравнить полученный результат с энергетическим анализом возмуще-
ний вихревого кольца. Поскольку неустойчивые колебания должны иметь нулевую энергию, то
неустойчивость может возникать при слиянии собственных частот колебаний, имеющих энер-
гию разного знака. В [7] показано, что энергия бесселевских колебаний, лежащих справа от точ-
ки сгущения , положительна, а слева отрицательна (рис. 4). Энергия же изолированного ко-
лебания всегда отрицательная, а само колебание может находиться как среди бесселевских мод
с положительной энергией, так и среди бесселевских мод с отрицательной энергией. При l = 1
первый случай реализуется только при n = 1, а второй случай при n > 1. Отсюда следует, что не-
устойчивость возможна лишь в случае n = 1. Таким образом, полученный результат находится в
полном соответствии с энергетическим анализом.

Отметим, что в работе рассмотрена задача устойчивости только для звукообразующих мод l = 1;
в соответствии с [6, 7] моды с l > 1 неэффективно излучают звук. Однако энергетический анализ
указывает на возможность неустойчивости и для других значений . Для этого частота изолиро-
ванного колебания должна лежать правее точки сгущения так, чтобы было возможно слияние
частот колебаний с разными энергиями. В частности, из выражений [7] для частот собственных
колебаний вихревого кольца следует, что неустойчивость возможна только при следующих ком-
бинациях чисел 

Для того, чтобы установить, реализуется ли неустойчивость, возможная с точки зрения энер-
гий колебаний, необходимо найти решение дисперсионного уравнения с точностью, достаточ-
ной для снятия вырождения частот. Чем больше , тем больший порядок разложения по малому
параметру  требуется для решения задачи. Поскольку это чрезвычайно сложная задача, то в на-
стоящей работе рассмотрение ограничено наиболее простым, но и наиболее важным с точки зре-
ния излучения звука случаем l = 1.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрена задача об устойчивости тонкого изохронного вихревого кольца в идеальной

жидкости по отношению к длинноволновым возмущениям. Для построения полного решения
задачи найдены члены разложения по параметру тонкости кольца до пятого порядка включи-
тельно. Это позволило получить дисперсионное уравнение для собственных частот с точностью,
позволяющей снять вырождение частот. Показано, что в зависимости от параметров задачи сня-
тие вырождения может дать действительные или мнимые поправки к собственным частотам.
Это означает, что в некотором диапазоне параметров тонкое вихревое кольцо оказывается не-
устойчивым по отношению к длинноволновым возмущениям. Получен инкремент неустойчи-
вости и границы параметров, при которых возникает неустойчивость.

Проведен энергетический анализ полученного решения. Показано, что механизм неустойчи-
вости основан на взаимодействии колебаний с энергией разного знака, которое возникает вслед-
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Рис. 4. Энергетический анализ возмущений вихревого кольца.  – энергия бесселевских колебаний.
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ствие кривизны вихревых линий в кольце. В тонком кольце это взаимодействие является сла-
бым, а в предельном переходе к цилиндрическому вихрю взаимодействие исчезает, и рассмот-
ренный механизм неустойчивости не реализуется. Таким образом, вихревое кольцо оказывается
простейшим локализованным течением, в котором реализуется неустойчивость, связанная с
взаимодействием колебаний с энергией разного знака. В процессе неустойчивых колебаний вих-
ревого кольца происходит передача энергии от крупномасштабных изолированных колебаний к
бесселевским колебаниям, представляющим собой мелкомасштабные возмущения в сечении
вихревого кольца. Таким образом, полученное решение дает пример механизма передачи энер-
гии от больших к меньшим масштабам, который, возможно, реализуется в ядрах вихревых нитей
в турбулентных течениях.

Автор выражает глубокую благодарность В.Ф. Копьеву и С.А. Чернышеву за постановку зада-
чи и постоянное внимание к результатам исследования.
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Форма базисной деформации 
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Форма базисной деформации 

ПРИЛОЖЕНИЕ Б
Найдем поле скоростей  для источника с плотностью

Поле скоростей в области  выражается через  по формуле

(Б.1)
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Далее множитель  не выписывается ради краткости. Проводя интегрирование в (Б.2) с уче-
том (Б.3), из (Б.1) получим
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Здесь  – выражение для -компоненты поля скорости  на границе . Скорости ,
 получаются комплексным сопряжением.
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