
84

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА, 2019, № 6, с. 84–98

АНАЛИЗ ГЛОБАЛЬНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ, 
РАЗВИВАЮЩЕГОСЯ В ПРОСТРАНСТВЕ.

ВЛИЯНИЕ ПРОДОЛЬНОГО ГРАДИЕНТА ДАВЛЕНИЯ
© 2019 г.   Р. Бхораньяa,*, Н. Винодb

a Department of Mechanical Engineering, Marwadi Education Foundation Group of Institutions, Rajkot, India
b Department of Mechanical Engineering, Indian Institute of Technology Palaj, Gandhinagar, India

* E-mail: rameshbhoraniya@gmail.com
Поступила в редакцию 15.01.2019 г.

После доработки 15.02.2019 г.
Принята к публикации 20.03.2019 г.

Выполнен анализ глобальной устойчивости двумерного несжимаемого пограничного слоя
при наличии продольного градиента давления. Рассмотрено обтекание симметричного клина
при различных значениях безразмерного параметра βH, характеризующего градиент давле-
ния. Градиент давления  в направлении течения равен нулю при , сопутствую-
щий (отрицательный) при  и встречный (положительный) при . Базовое тече-
ние определяется численным решением уравнения Фолкнера—Скэна. Число Рейнольдса
определяется по толщине вытеснения  на входной границе течения. Уравнения, описыва-
ющие возмущения течения, выведены в системе координат, связанной с телом. Эти уравне-
ния дискретизированы при помощи метода спектральной коллокации Чебышева. Дискрети-
зированные уравнения, совместно с граничными условиями, образуют задачу о собственных
значениях, которая решается посредством алгоритма Арнольди. Глобальные временные мо-
ды возмущений рассчитаны при , 0.044 и 0.066 для сопутствующих и встречных
градиентов давления. Для всех глобальных мод инкремент возмущений во времени ωi оказы-
вается отрицательным. При одном и том же числе Рейнольдса  значения ωi меньше
в случае сопутствующего градиента давления (СГД), чем в случае встречного градиента дав-
ления (ВГД). Таким образом, СГД оказывает стабилизирующее влияние на пограничный
слой. Сравнение пространственных собственных мод и характеристик усиления возмущений
в пространстве для случаев СГД и ВГД показывает, что СГД оказывает стабилизирующее, а
ВГД дестабилизирующее влияние на возмущения пограничного слоя.
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Пограничные слои, развивающиеся на твердых поверхностях, обычно являются ламинарны-
ми вблизи передней кромки тела. С увеличением расстояния от передней кромки растет и число
Рейнольдса. Число Рейнольдса, при котором происходит переход к турбулентности, принято на-
зывать критическим числом Рейнольдса. Область, в которой имеет место переход, называют зо-
ной перехода или длиной перехода. При весьма малом уровне турбулентности в набегающем по-
токе переход определяется механизмом волн Толлмиена–Шлихтинга (ТШ). Процесс перехода
начинается со случайного усиления малых возмущений. Стандартная процедура определения
начала перехода состоит в расчете инкремента малых возмущений в ламинарной области. Не-
устойчивость, или рост малых возмущений, представляет собой самый первый шаг в процессе
перехода. На этот процесс могут влиять многие факторы, как например, турбулентность набега-
ющего потока, продольный градиент давления (ГД), кривизна тела, шероховатость поверхности,
и т.д. Информация о переходном процессе полезна как в тех случаях, когда турбулентности же-
лательно избежать, так и в случаях, когда ее следует развивать, например, для улучшения смеше-
ния. Существует сильная взаимосвязь между явлениями перехода и отрыва потока; последнее
явление нежелательно в большинстве технических приложений. Таким образом, понимание ме-
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ханизма перехода может обеспечить лучшее управление отрывом потока. Исследование влияния
ГД на устойчивость течения представляет особый интерес как одно из возможных средств пас-
сивного управления потоком. Предыдущие исследования показали, что СГД увеличивает крити-
ческое число Рейнольдса в несжимаемом пограничном слое, тогда как ВГД оказывает противо-
положное влияние. Продольный градиент давления существует в таких технических приложени-
ях, как течения в турбомашинах и обтекание крыльев самолетов. Линейный анализ
устойчивости параллельных течений показывает, что возмущения растут быстрее в пограничных
слоях с встречным градиентом давления (ВГД). Иногда переход случается и в зонах течения с со-
путствующим градиентом давления (СГД), например, при обтекании лопаток турбин и компрес-
соров при низком давлении и высоком уровне турбулентности в набегающем потоке.

В работе [1] показано, что СГД стабилизирует несжимаемый пограничный слой, а ВГД ока-
зывает противоположное влияние. Данные летных испытаний, представленные в [2], показыва-
ют, что увеличение СГД приводит к росту критического числа Рейнольдса. Течение с очень силь-
ным ВГД имеет точку перегиба в своем профиле и является неустойчивым даже в невязком слу-
чае. Неустойчивость невязкого течения с точкой перегиба в профиле скорости следует из
критерия Рэлея. Продольный ГД коренным образом влияет на рост малых возмущений. СГД
приводит к образованию более наполненного профиля скорости с относительно малым коэф-
фициентом формы, что оказывает стабилизирующее влияние, тогда как ВГД способствует зна-
чительному усилению степени роста волн возмущения. В работе [3] показано, что СГД стабили-
зирует, а ВГД дестабилизирует течение.

Интенсивный ВГД способствует отрыву пограничного слоя и ускоряет переход к турбулент-
ности. Такие пограничные слои значительно более неустойчивы, чем пограничные слои на пла-
стине. В работе [4] экспериментально исследован резонансный рост тройки волн неустойчиво-
сти, состоящей из плоской ТШ волны и двух наклонных волн с равными по величине и проти-
воположно направленными углами. Показано, что имеет место субгармонический переход
пограничного слоя Фолкнера–Скэна при изменении параметра ВГД в диапазоне  = –0.09.
Хотя в этих экспериментах не наблюдалось особенно большой неустойчивости, процесс перехо-
да существенно и во многих отношениях отличался от случая Блазиуса. Например, участок ам-
плитуды насыщения в продольном направлении был значительно короче, чем в слое Блазиуса, а
максимальные амплитуды, достигаемые субгармоническими модами, вдвое превосходили соот-
ветствующие амплитуды в слое Блазиуса при одинаковых начальных условиях. Моделирование,
проведенное в [5], показало, что субгармонические трехмерные волны особенно опасны при на-
личии ВГД. В этом случае опять-таки степень усиления возмущений значительно больше, чем в
течении Блазиуса. Соответственно, переход в пограничном слое с замедлением потока осу-
ществляется при гораздо меньших числах Рейнольдса, зона перехода существенно короче, а сам
переход начинается выше по течению. В работах [6, 7] экспериментально обнаружены более ин-
тенсивное образование турбулентных пятен и расширение потока в замедляющихся течениях. В
[8, 9] показано, что в пограничных слоях со значительным ВГД существует прямая связь между
характером распада турбулентных пятен и характеристиками ламинарной устойчивости. В экс-
периментах [10, 11] обнаружено, что рост турбулентных пятен в направлении по потоку является
автомодельным и не зависит от типа ГД. При виде сверху картина имеет форму наконечника
стрелы. В работе [12] изучено поведение собственных решений непрерывного спектра в погра-
ничном слое под действием градиента давления в направлении потока. При наличии ВГД обна-
ружен более быстрый рост амплитуд возмущений по сравнению с течением Блазиуса. Возмож-
ное образование вторичных неустойчивостей более вероятно у границы пограничного слоя из-
за наличия интенсивной скорости сдвига. Степень роста возмущений в пространстве  также
меньше, чем в течении Блазиуса. Величины собственных функций не могут превосходить соот-
ветствующие значения в течении Блазиуса, даже если градиент давления сопутствующий. Одна-
ко число Рейнольдса перехода оказывается выше и, следовательно,  тоже велико. В работе [13]
исследован случай сжимаемого пограничного слоя и показано, что СГД оказывает стабилизиру-
ющее, а ВГД дестабилизирующее влияние на двумерные волны. Эффективность СГД ослабевает
при гиперзвуковых числах Маха. Очевидно, что сопутствующие градиенты давления стабилизи-
руют, а встречные дестабилизируют пограничные слои. Таким образом, пограничные слои, на-
ходящиеся под действием СГД и ВГД, устойчивы и неустойчивы соответственно. Спектр частот,
приводящих к усилению возмущений в несжимаемом пограничном слое, расширяется при на-
личии ВГД. В работе [14] обнаружены совершенно отличные формы перехода в высокоскорост-
ных пограничных слоях при наличии ВГД. В этой работе ВГД имеет место в набегающем потоке
и оказывается не в состоянии существенно изменить характер перехода. Однако он ускоряет пе-
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реход и обеспечивает максимальную степень роста первой и второй мод неустойчивости. Сам
переход в случае небольших ВГД аналогичен случаю перехода при нулевом градиенте давления
(НГД). В работе [15] проведены расчеты глобальной устойчивости двумерного обтекания на-
клонного треугольного цилиндра. Показано, что пространственные структуры возмущений по-
чти одинаковы при , а временнóй инкремент чувствителен к течению в ближнем следе,
тогда как при  имеет место чрезвычайно сильное нарастание возмущений в поперечном
направлении и удлинение возмущенной области в продольном направлении, а инкремент чув-
ствителен к течению в дальнем следе.

В экспериментах [16] обнаружено, что в гиперзвуковых пограничных слоях зона перехода в
случае СГД в 1.7–2 раза короче, чем в случае НГД. Наличие ВГД приводит к более раннему пе-
реходу, а число Рейнольдса в конце этой зоны больше, чем в случае НГД. В случае дозвуковых
течений закономерности, касающиеся длины перехода, противоположны. В [17] исследовано
влияние градиентов давления в двух направлениях, а также угла стреловидности крыла на устой-
чивость трехмерных пограничных слоев. Обнаружено, что в области продольного СГД подходя-
щий выбор ГД в поперечном течении может удержать поперечное течение на весьма слабом
уровне, обеспечив, таким образом, устойчивый пограничный слой с высоким критическим чис-
лом Рейнольдса. В работе [18] численно исследовано влияние НГД, СГД и ВГД на чувствитель-
ность трехмерных пограничных слоев. Обнаружено, что такой пограничный слой чувствителен
лишь к узкой полосе длин волн возмущений, в диапазоне от одной до четырех локальных тол-
щин пограничного слоя. Слой с ВГД более чем в два раза чувствителен, чем слой с СГД. Эффект
волн ТШ оказался существенным лишь в случае ВГД; однако, он обнаружен и в случае НГД. В
работе [19] исследовано влияние ГД на первую моду неустойчивости в сжимаемых до- и сверх-
звуковых пограничных слоях при числах Маха от 0 до 7. Рассчитаны максимальные инкременты
возмущений при различных уровнях СГД и ВГД и различных числах Маха на границе погранич-
ного слоя. СГД оказывает стабилизирующее влияние на первую моду. Однако этот эффект
ослабляется с увеличением числа Маха на границе пограничного слоя. Частота и поперечные и
продольные волновые числа, соответствующие максимальным инкрементам, убывают с увели-
чением СГД. В работе [20] обнаружено, что СГД уменьшает немодальный рост возмущений, а
ВГД усиливает его. В [21] разработано устройство измерения перемежаемости, позволяющее
проводить наблюдение в режиме реального времени в течение примерно 100 с. Результаты, по-
лученные для четырех различных уровней турбулентности в режиме НГД, находятся в соответ-
ствии с результатами предыдущих исследований. Переходная область при отсутствии градиента
давления была длинной, а наличие ВГД приводило к ее резкому сокращению. Увеличивалась
также степень образования турбулентных пятен. В экспериментах [22] обнаружено, что при угле
полураствора 3.6° процесс перехода отличался от случая с НГД. Рост возмущений при θ = 3.6°
был почти на порядок сильнее, чем при . Это показывает, что переход пограничного слоя в
турбулентное состояние является следствием неустойчивости ламинарного пограничного слоя.
Обнаружено, что частотный спектр перехода был белым при θ = 0 и небелым при больших ВГД.
В [23] представлена новая постановка задачи об устойчивости пограничного слоя при наличии
ГД. Предполагалось, что длина волны и собственная функция возмущений меняются не быст-
рее, чем толщина пограничного слоя. Сильный ВГД оказывает существенное дестабилизирую-
щее влияние на пограничный слой. На высоких частотах эффект непараллельности течения мо-
жет быть значителен при малых числах Рейнольдса. В работе [24] дан обзор всех существующих
моделей перехода и недостатков в предсказании длины перехода при наличии ВГД. Предложена
новая, экспериментально обоснованная модель перехода с учетом влияния числа Рейнольдса и
ВГД. Показано, что при увеличении ВГД от нуля до значений, соответствующих отрыву, поведе-
ние волн ТШ эволюционирует от случайного до периодического, что приводит к постоянному
уменьшению длины перехода. В работе [25] выполнено прямое численное моделирование про-
странственной неустойчивости нормальной моды для профиля скорости Фолкнера–Скэна (при
наличии ВГД). Обнаружено, что максимальные амплитуды возмущений продольной скорости в
конце области на 10–20% выше, чем в экспериментальных измерениях работы [4]. При малых ВГД
(  = –0.06) возмущения не обнаруживали взрывной неустойчивости, однако, при  = –0.15 они
резко нарастали. Причина этого состояла в том, что с увеличением ВГД критический слой нахо-
дится дальше от стенки. В работе [26] прямым сопряженным методом исследован механизм ал-
гебраического роста в пограничном слое Фолкнера–Скэна. Наличие ВГД увеличивает рост воз-
мущений, а эффект СГД противоположен. Обнаружено, что возмущения, имеющие тенденцию
к максимальному усилению в кратчайший период времени, как правило, являются наклонными
и могут испытывать существенный рост во времени. Основная цель настоящей работы состоит в

α <= °30
α <= °40

θ = 0

βH βH
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изучении влияния продольного градиента давления на глобальную неустойчивость погранич-
ных слоев. В прошлом оно исследовалось на основе подхода локальной устойчивости, пренебре-
гающим продольными изменениями в базовом течении и предполагающим, что амплитуды воз-
мущений зависят лишь от расстояния по нормали от стенки. Глобальные моды рассчитывались
для пограничных слоев с НГД в нескольких работах [27–29]. В работах [30–32] авторы показали
для случая осесимметричного пограничного слоя, что поперечная кривизна и СГД оказывают
стабилизирующее влияние. Таким образом, данная работа представляет собой первую попытку
рассчитать глобальные моды двумерных пограничных слоев при наличии продольных градиен-
тов давления.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается обтекание потоком несжимаемой жидкости симметричного клина с различ-

ными параметрами βH, соответствующими СГД и ВГД. Таким образом, набегающий поток со-
ставляет некоторый угол с линией симметрии клина. Базовое течение двумерное и непараллель-
ное. Уравнения Навье–Стокса для возмущений выводятся с использованием стандартной про-
цедуры. Уравнения приводятся к безразмерному виду при масштабах скорости и длины  и .
Число Рейнольдса определяется по величине  на входе в область , как показано на рис. 1. Для
анализа устойчивости двумерного пограничного слоя решается двумерная задача на собствен-
ные значения. Рассматриваются двумерные возмущения.

Число Рейнольдса

(1.1)

Параметры течения разлагаются на параметры основного потока и возмущения

(1.2)

где ,  и  – мгновенные значения параметров, Ub,  и  – параметры базового течения и ,
 и  – возмущения.
Нормальные моды возмущений с амплитудами, меняющимися по нормали к стенке  и в

продольном направлении, имеют вид:

(1.3)

Линеаризованные уравнения Навье–Стокса, используемые при анализе устойчивости, име-
ют вид

(1.4)
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Рис. 1. Растущий в пространстве несжимаемый пограничный слой на наклонной плоской пластине. Наличие
угла наклона  порождает градиент давления в продольном направлении. Положительное значение угла ,
отсчитываемого в направлении против часовой стрелки, приводит к образованию СГД, а отрицательное зна-
чение к образованию ВГД
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(1.5)

(1.6)

где

(1.7)

1.1. Граничные условия

На твердой поверхности вследствие вязкости возмущения  и  равны нулю (прилипание и
непроницаемость)

(1.8)

Амплитуды возмущений экспоненциально убывают с удалением от стенки и обращаются в
нуль в дальнем поле. Итак, все возмущения компонент скорости и давления полагаются в даль-
нем поле равными нулю

(1.9)

Исследуем рост или затухание малых возмущений в рассматриваемой области течения под
действием градиента давления. Все возмущения компонент скорости равны нулю на входной
границе области. Это соответствует предположению, сделанному в работе [33].

(1.10)

На выходной границе можно поставить условия, основанные на информации, передаваемой
волнами [34]. Эти условия весьма ограничительны, поскольку они постулируют волновой харак-
тер возмущений. Физически эти условия не слишком хороши для анализа устойчивости. В гло-
бальном анализе устойчивости продольное волновое число α заранее не известно. Альтернатив-
ный способ задания граничных условий состоит в экстраполяции данных из внутренних точек
вычислительной области. В ряде работ условия на выходной границе задаются посредством ли-
нейной экстраполяции. Обзор литературы по анализу глобальной устойчивости показывает, что
именно такие условия наиболее подходят для постановки на выходной границе [27, 33, 35]. Та-
ким образом, на выходной границе ставятся условия, полученные путем линейной экстраполя-
ции

(1.11)

где xn, ,  – самые внешние узлы вычислительной сетки, а up – возмущение продольной
компоненты скорости. Аналогично могут быть записаны экстраполированные граничные усло-
вия для нормальной компоненты скорости . Для давления на твердой стенке ставятся условия
совместимости, выведенные из самих уравнений устойчивого течения [33]

(1.12)

(1.13)

При выводе уравнений устойчивости применен метод, основанный на использовании при-
митивных переменных. Преимущество этого подхода над численным подходом высокого поряд-
ка состоит в том, что он использует лишь первые производные параметров базового течения и
вторые производные возмущенных величин. Производные невысокого порядка приводят к
меньшим ошибкам дискретизации. Уравнения (1.4) и (1.5) дискретизируются с использованием
полиномов Чебышева в обоих пространственных направлениях. Полиномы Чебышева порожда-
ют неравномерную сетку со сгущением точек коллокации к обеим концам области
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(1.14)

(1.15)

В пристеночной области тонкого пограничного слоя градиенты амплитудных функций воз-
мущений весьма велики. Это требует введения большого количества узлов сетки для улучшения
пространственного разрешения. Сгущение сетки проводится на основе следующего алгебраиче-
ского уравнения [36]

(1.16)

В вышеописанном методе растяжения сетки половина узлов коллокации сосредоточена внут-
ри области, находящейся на расстоянии yi от нижней границы. Неравномерность распределения
узлов коллокации в продольном направлении нежелательна. Максимальные и минимальные
расстояния между узлами сетки приходятся на центральную и граничную части области соответ-
ственно. Недостаточное разрешение в центре области и малость расстояний между узлами у гра-
ницы приводят к возникновению феномена Гиббса. Для улучшения разрешения и минимизации
осцилляций Гиббса совершается преобразование сетки в продольном направлении по следую-
щей алгебраической формуле [37].

(1.17)

Значение  выбирается тщательным образом, чтобы улучшить пространственное разреше-
ние в продольном направлении. При очень малом значении  распределение узлов сетки близ-
ко к чебышевскому, а при , близких к единице, сетка получается почти равномерной. Деталь-
ное описание преобразования сетки содержится в работе [37]. Влияние физических размеров об-
ласти [Lx, Ly], совместно с растяжением и преобразованием сетки, определяется умножением
матриц дифференцирования Чебышева на соответствующую матрицу Якоби. Линейный опера-
тор дискретизированной системы линеаризованных уравнений Навье–Стокса образует матри-
цы K и M. Эти квадратные, действительные, разреженные матрицы формулируют общую задачу
на собственные значения

(1.18)

где K и M – квадратные матрицы размера 3 nm  3 нм,  – собственное значение и  – вектор
неизвестных амплитуд возмущений параметров течения ,  и . Все вышеупомянутые гра-
ничные условия должным образом содержатся в этих матрицах. Численное решение уравнения
(1.18) осуществляется при помощи итерационного алгоритма Арнольди. Подробное описание
решения задач на собственные значения можно найти в работах [31, 32].

2. РЕШЕНИЕ ДЛЯ БАЗОВОГО ТЕЧЕНИЯ
В качестве базового профиля скорости выбран профиль скорости Фолкнера–Скэна. Значе-

ние параметра βH определяет, является ли течение ускоренным ( ) или замедленным
( ).

(2.1)

Базовая скорость определяется решением уравнения (2.1) при граничных условиях

(2.2)

Продольная и нормальная скорости вычисляются следующим образом:
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(2.3)

Численное решение уравнения (2.1) находится методом Рунге–Кутта четвертого порядка точ-
ности.

При значении угла  имеет место пограничный слой на плоской пластине с нулевым гра-
диентом давления; при  и  развиваются, соответственно, течения с ВГД и СГД в
продольном направлении. На рис. 2а, 2б и 2в сравниваются величины Ub,  и  для
СГД, НГД и ВГД при одном и том же значении продольной координаты x = 0.5 м. Величина пер-
вой производной  больше в случае СГД, ускоряющего поток. Величина второй производ-
ной  отрицательна для СГД и положительна для ВГД. Можно отметить, что отрицатель-
ное значение  имеет стабилизирующее, а положительное значение  дестабили-
зирующее влияние.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Данный анализ устойчивости включает рассмотрение пограничного слоя на плоской пласти-

не при наличии продольного градиента давления. Рассмотрены углы полураствора клина βH,

∞
∞
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Рис. 2. Изменение  (а),  (б) и  (в) в нормальном направлении в случае СГД, ВГД и НГД при  м.

Положительные значения угла  приводят к образованию СГД, а отрицательные значение к образованию ВГД
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равные 0.022, 0.0444 и 0.0667, создающие градиент давления в направлении потока. Рассмотрены
как положительные (СГД), так и отрицательные (ВГД) значения угла βH. Рассмотрены три зна-

чения числа Рейнольдса (340, 416 и 480), вычисленные по величине  на входной границе. Ли-

нейные размеры в обоих направлениях отнесены к . Высота области в направлении, нормаль-

ном к стенке, взята равной . Это достаточно большое значение, не оказывающее влияния на
результаты расчетов [27]. Количество узлов коллокации в продольном и нормальном направле-
ниях равно 251 и 61 соответственно. Исследованы временные и пространственные характеристи-
ки наименее устойчивых собственных мод. Сходимость решения дополнительно проверялась
при меньшем пространственном разрешении.

3.1. Валидация программы

Для валидации программы численного анализа глобальной устойчивости двумерная задача

устойчивости решалась в области размером в одну длину волны ( ) при одном и том же

профиле скорости в каждой точке в продольном направлении. Это означает, что  и V = 0.

Валидация подхода, развитого в [38], осуществлялась сравнением с пограничным слоем в случае

НГД ( ) при критическом числе Рейнольдса, вычисленном по толщине вытеснения,  = 580

и продольном волновом числе . Для того чтобы реализовать волнообразное поведение
возмущений, ставились граничные условия Робина (3.1) и периодические граничные условия
(3.2). Одни и те же граничные условия в направлении, нормальном к стенке, ставились при ис-
следовании локальной и глобальной устойчивости [30].

(3.1)

(3.2)

На рис. 3а, 3б и 3в проведено сравнение собственных спектров и собственных функций, по-

лученных при анализе локальной и глобальной устойчивости для Re = 580 и . Соб-
ственные спектры и функции, рассчитанные методом глобального анализа, отлично совпадают
с результатами локального анализа устойчивости [38]. Дополнительные сравнения были выпол-

нены для случая СГД с  и ВГД с . Сравнение собственных спектров на
рис. 4а, 4б показывает хорошее согласование между результатами глобального и локального ана-
лиза. Собственные функции для обоих случаев также хорошо совпадают (не приведены в данной
работе). Таким образом, результаты глобального анализа устойчивости при использовании гра-
ничных условий Робина и периодических условий находятся в хорошем соответствии с резуль-
татами локального анализа устойчивости.

3.2. Сходимость по сетке

Для проверки независимости решения от размеров сетки и его точности был выполнен следу-
ющий тест. В табл. 1 представлены численные значения двух наименее устойчивых собственных
мод, вычисленных при Re = 340, и осесимметричной моды, полученные при трех существенно
различных размерах сетки. Вычислены относительные ошибки для действительной и мнимой
частей собственных значений. Приводится наибольшая из всех вычисленных ошибок. При уве-
личении пространственного разрешения имеет место монотонная сходимость вычисленных
собственных значений. Относительная ошибка для сетки 1 находится в разумных пределах и
дальнейшие результаты излагаются для этой сетки. Высота области Ly = 25 в направлении, нор-

мальном к стенке, достаточна для того, чтобы можно было поставить граничные условия, соот-
ветствующие набегающему потоку [27].

3.3. Влияние конечной длины области

Анализ устойчивости открытого сдвигового течения, подобного пограничному слою на пла-
стине, в области конечной длины (укороченной численной области) требует постановки соот-
ветствующих граничных условий на выходной границе области. Искусственные граничные
условия не должны влиять на динамику и устойчивость течения в такой области. Глобальные
спектры в укороченной области, данные по которым можно найти в литературе, такие как погра-
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ничные слои [28, 29], следы за цилиндром [39, 40] и струи [41, 42], весьма сильно зависят от типа
граничных условий и места, где они поставлены. Для понимания влияния длины расчетной об-
ласти в продольном направлении были проведены расчеты для областей с тремя различными
длинами.

На рис. 5 проведено сравнение участка собственного спектра, рассчитанного при трех длинах

расчетной области: 438, 657 и 876. Длина обезразмерена по величине  на входной границе об-
ласти. Очевидно, что длина области оказывает влияние на рассчитанный спектр. При фиксиро-

δ*

Рис. 3. Сравнение собственного спектра (а), продольной собственной функции u (б) и нормальной к стенке

собственной функции v (в) при глобальном и локальном анализе устойчивости двумерного пограничного слоя

на пластине при Re = 580 и  в случае НГД. Значение Re = 580 соответствует критическому числу Рей-

нольдса при локальном анализе устойчивости
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Таблица 1. Наименее устойчивые собственные значения  и , рассчитанные при различном количестве

узлов сетки при  и . Продольный и нормальный к стенке размеры расчетной области

 и . В последовательных сериях расчетов количество узлов сетки изменялось с коэффици-

ентом 1.1412

Сетка n  m Ошибка, %

1 251 × 61 0.07049 – 0.01998i 0.07707 – 0.02009i 3.450

2 193 × 53 0.07045 – 0.01937i 0.07706 – 0.01942i 6.353

3 171 × 47 0.07043 – 0.01822i 0.07703 – 0.01826i –

ω1 ω2

= 340eR β = .0 044H

= 420xL = 20yL

× ω1 ω2

Рис. 4. Сравнение собственных спектров двумерного пограничного слоя на пластине при Re = 580 и 

при глобальном и локальном анализе устойчивости в случае СГД (  (а) и ВГД (  (б)
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ванном числе Рейнольдса инкремент возмущений во времени растет с увеличением длины обла-
сти. Иными словами, увеличение длины области приводит к росту числа Рейнольдса на выходе

из нее, что влияет на степень роста возмущений во времени . Распределение частоты  также

зависит от длины области Lx. Расстояние между двумя последовательными частотами  умень-

шается при увеличении длины области. В идеальном случае это расстояние уменьшается до ну-
ля, когда длина расчетной области неограниченно растет. Таким образом, представленные в ра-
боте собственные спектры зависят от длины расчетной области. На рис. 5а, 5б и 5в представлены

двумерные пространственные структуры амплитуд возмущений  при , Re = 340 и

нулевом градиенте давления для областей с длинами , 657 и 876. При движении вниз по

течению возмущения периодически осциллируют, причем их пространственные размеры и ам-
плитуды растут.

3.4. Влияние сопутствующего градиента давления

Спектры, полученные при решении двумерной задачи на собственные значения при Re = 340
и наличии СГД, представлены на рис. 6а. Отдельные участки спектров показаны для различных
значений угла наклона βH. Наименее устойчивые моды для каждого из этих углов отмечены пря-

моугольниками. Глобальные моды являются устойчивыми, так как мнимые части наименее

устойчивых мод отрицательны. На рис. 6а сравниваются отдельные участки собственных спек-
тров, соответствующие волнам Толлмиена–Шлихтинга (ТШ) при наличии НГД и СГД. Увели-

чение СГД приводит к росту степени затухания или уменьшению роста во времени  собствен-

ной моды, имеющей наибольшее значение , что делает глобальную моду более устойчивой во

времени. Это поведение сходственно с результатами анализа для параллельного течения. Однако
градиент давления не оказывает влияния на распределение частот ТШ волн. Отсюда следует, что

СГД в продольном направлении имеет глобальный стабилизирующий эффект. Для изучения
пространственной структуры двумерных собственных мод выбраны наименее устойчивые во

времени собственные моды .

На рис. 6г и 6д представлена зависимость амплитуд возмущений от продольной координаты

при , Re = 340 и различных значениях параметра βH (в случае СГД) для наименее устой-

чивых мод, отмеченных прямоугольниками на рис. 6а. Поведение собственных мод, осциллиру-

ющее в силу того, что . Как показывают рис. 6г и 6д, изменения амплитуд возмущений 

и  в направлении потока имеют одинаковый характер; при этом величины амплитуд уменьша-

ются с увеличением СГД (положительные значения βH). Структура амплитуд возмущений  и 

волновая. При движении вниз по потоку возмущения растут. Это означает, что течение конвек-

тивно неустойчиво. Пространственная структура возмущений одинакова для пограничных сло-
ев с НГД и СГД. При перемещении вниз по течению растут размеры возмущенных структур и ве-
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Рис. 5. Сравнение собственных спектров для трех длин расчетной области в случае СГД при Re = 340 и
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личины возмущений. Последние уменьшаются с ростом βH от 0.0222 до 0.0666. Таким образом,

увеличение СГД оказывает стабилизирующее влияние на пространственный рост возмущений.

На рис. 6б и 6в построена зависимость амплитуд возмущений скорости  и  в направлении y

при значении продольной координаты . Характер изменений в случаях НГД и СГД почти
одинаков. На самой стенке, благодаря вязкости, амплитуды возмущений равны нулю; затем они
постепенно возрастают в направлении y и убывают до нуля в дальнем поле. Можно видеть, что с

увеличением градиента давления величины возмущений скорости  и  убывают в продольном

направлении. Таким образом, СГД помогает стабилизации течения.

Рост или затухание пространственных собственных мод имеет место в продольном направле-
нии. Для определения общего роста/затухания всех возмущений в направлении потока рассчи-

тывается пространственный инкремент  по формуле

(3.3)

где звездочкой обозначено комплексно-сопряженное значение.

На рис. 7a и 7б представлена зависимость пространственного инкремента Ax возмущений ско-

рости от продольной координаты при различных значениях βH и числах Рейнольдса. Как видно

из рис. 7, инкремент Ax растет в направлении течения; при этом увеличение параметра βH от

0.0222 (НГД) до 0.0666 (СГД) приводит к уменьшению Ax. Это указывает на тот факт, что увели-

чение СГД в продольном направлении уменьшает пространственный рост возмущений и, следо-
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Рис. 6. Сравнение собственных спектров (а), зависимостей  (б) и  (в) в направлении y и зависимостей  (г)
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вательно, оказывает стабилизирующее влияние на их рост, приводя к их затуханию. Обнаружено
также, что увеличение числа Рейнольдса от 340 до 480 при одном и том же значении ГД приводит
к уменьшению пространственного инкремента.

3.5. Влияние встречного градиента давления

Анализ глобальной устойчивости выполнен для пограничных слоев при различных значениях
встречного градиента давления. Собственный спектр для различных значений βH при Re = 340

представлен на рис. 8. На рис. 8а приведен участок спектра при различных βH. Наименее устой-

чивые моды отмечены прямоугольниками для каждого значения βH; все они отрицательны. Это

Рис. 7. Изменение пространственного инкремента Ax в направлении течения в случае СГД при различных зна-

чениях  для Re = 340 (а) и Re = 480 (б). Значение Ax рассчитано для наименее устойчивой глобальной моды
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означает, что все глобальные собственные моды устойчивы во времени. Этот результат находит-
ся в соответствии с результатами, полученными в [27], где мнимые части глобальных мод также
отрицательны. На рис. 8 сравниваются участки собственного спектра, соответствующие волнам

Толлмиена–Шлихтинга при наличии ВГД ( ). Рост возмущений во времени наиболее не-
устойчивой моды усиливается с увеличением βH. Это значит, что ВГД в направлении потока ока-

зывает общее дестабилизирующее влияние на пограничный слой. Однако градиент давления не
оказывает влияния на распределение частот. Для изучения пространственной эволюции ампли-
туд двумерных возмущений выбраны наименее устойчивые собственные моды.

На рис. 8б и 8в представлена зависимость действительных частей амплитуд возмущений  и

 от продольной координаты при Re = 340,  и различных значениях βH (ВГД). Для ис-

следования пространственного роста амплитуд возмущений выбраны наименее устойчивые мо-

ды с . Обнаружено, что наименее устойчивые глобальные моды глобально устойчивы,

поскольку , тогда как безразмерная частота имеет почти одно и то же значение для всех
наименее устойчивых глобальных мод при различных βH. Амплитуды возмущений растут, ос-

циллируя, при перемещении вниз по течению. Амплитуды возмущений увеличиваются при изме-
нении угла наклона пластины βH от 0 до –0.06676. Таким образом, увеличение ВГД усиливает про-

странственный рост возмущений и оказывает дестабилизирующее влияние на пограничный слой.

На рис. 9 представлена зависимость пространственного инкремента возмущений скорости Ax

от продольной координаты для различных значений угла наклона пластины βH и чисел Рей-

нольдса. Можно видеть, что инкремент Ax растет в направлении потока и увеличивается с ростом

ВГД. Таким образом, ВГД оказывает общее дестабилизирующее влияние на пограничный слой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведен анализ глобальной устойчивости несжимаемого пограничного слоя на наклонной

плоской пластине при наличии продольного градиента давления. Рассмотрены углы наклона ,
равные 0.0222, 0.0444 и 0.0667. Двумерная задача на собственные значения решена численно при
помощи алгоритма Арнольди. Рассчитанные глобальные моды оказались устойчивыми, так как

наибольшие мнимые части собственных значений  отрицательны. Пространственная структу-
ра возмущений показывает, что при перемещении вниз по течению они растут в размерах с уве-
личением их амплитуд. Распределение частот остается практически одинаковым при отрица-
тельных и положительных градиентах давления. При увеличении положительного угла наклона

βH от 0 до 0.0667 инкременты возмущений во времени  и пространстве уменьшаются, что дела-

ет глобальные моды более устойчивыми. Таким образом, СГД приводит к временнóй и про-
странственной стабилизации течения. При увеличении отрицательного угла наклона βH от 0 до

–0.0667 инкремент возмущений во времени  растет и глобальные моды становятся менее
устойчивыми. Инкремент возмущений в пространстве Ax также растет в направлении потока.

Таким образом, увеличение ВГД делает глобальные моды менее устойчивыми. В целом СГД
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приводит к затуханию, а ВГД к усилению возмущений. Изучено также влияние длины расчетной
области и показано, что глобальная устойчивость существенно зависит от выбранного размера
области в продольном направлении.
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Global Stability Analysis of Spatially Developing Boundary Layer:
Effect of Streamwise Pressure Gradients

R. Bhoraniya1 and N. Vinod2

1Department of Mechanical Engineering, Marwadi Education Foundation Group of Institutions,  Rajkot, India
2Department of Mechanical Engineering, Indian Institute of Technology Palaj, Gandhinagar, India

This paper presents global stability analysis of the two-dimensional incompressible boundary layer
with the effect of streamwise pressure gradients. A symmetric wedge f low with different non-dimen-
sional pressure gradient parameter (βH) has been considered. The pressure gradient (dp/dx) in the f low
direction is zero for βH = 0, favorable (negative) for βH > 0, and adverse (positive) for βH < 0. The base
flow is computed by numerical solution of Falkner–Skan equation. The displacement thickness (δ*)
at the inflow boundary is considered to compute the Reynolds number. The governing stability equa-
tions for perturbed flow quantities are derived in the body fitted coordinates. The stability equations
are discretized using Chebyshev spectral collocation method. The discretized equations together with
boundary conditions form a general eigenvalues problem and it is solved using Arnoldi’s algorithm.
The temporal global modes have been computed for βH = 0.022, 0.044 and 0.066 for favorable and ad-
verse pressure gradients. The temporal growth rate (ωi) is found negative for all the global modes. The
ωi has been found smaller for the favorable pressure gradient (FPG) than that of adverse pressure gra-
dient (APG) at the same Reynolds number (Re = 340). Thus, FPG has stabilization effect on the
boundary layer. The comparison of the spatial eigenmodes and spatial amplification rate for FPG and
APG show that FPG has stabilization effect while APG has destabilization effect on the disturbances.
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