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Рассмотрена двумерная задача высокоскоростного неравновесного обтекания поверхности
однородным многоатомным газом, сформулированная на базе макрокинетических 13-мо-
ментных уравнений с использованием приближения двуслойного тонкого вязкого ударного
слоя (ТВУС) около нетонких тел. Предложен класс переменных подобия, которые позволяют
исследуемую сложную кинетическую проблему свести к хорошо изученной навье-стоксов-
ской задаче ТВУС.
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Изучение высокоскоростных неравновесных течений разреженного газа является важной для
практики проблемой аэротермодинамики высоких скоростей и больших высот. Связано это,
прежде всего, с потребностью тепловой защиты гиперзвуковых и воздушно-космических лета-
тельных аппаратов (проблема входа в атмосферу, суборбитальный полет и др.).

В [1–3] была показана возможность адекватно описывать неравновесное течение в гиперзву-
ковом тонком ударном слое (узкой области, расположенной между набегающим высокоскорост-
ным невозмущенным потоком и обтекаемой поверхностью) при посредстве макроскопических
моментных уравнений кинетической теории газов в их тонкослойной интерпретации ТВУС (мо-
дель гиперзвукового кинетического тонкого вязкого ударного слоя). При этом в статьях [1, 3]
рассматривался многоатомный однокомпонентный газ (неравновесность по внутренним и по-
ступательным степеням свободы), а в [2] – одноатомный газ (поступательная неравновесность),
для которого там же получена и корреляция решения кинетической задачи ТВУС с решением
для навье-стоксовского ТВУС. В [4] для случая многоатомного однородного газа и условий (как
в [1]) легкого обмена энергией между внутренними и поступательными степенями свободы его
частиц был сформулирован принцип подобия течений в кинетическом и навье-стоксовском
ТВУС с использованием переменных Мизеса.

1. КИНЕТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ТВУС
Макрокинетические 13-моментные уравнения, используемые при изучении высокоскорост-

ного обтекания тел, позволяют описывать течение многоатомного газа с сильным отклонением
его состояния от равновесного по внутренним и поступательным степеням свободы. Тонкослой-
ная версия этих уравнений в рамках двуслойного приближения тонкого вязкого ударного слоя и
предположения о быстром обмене энергией между внутренними и поступательными степенями
свободы частиц, будучи записана (для двумерного течения) в физических переменных ( ),
имеет следующий вид ([1–3]):
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(1.1)

Условия на внешней границе ударного слоя при 

(1.2)

Условия на поверхности тела при y = 0 (стенка заданной температуры)

(1.3)

Изначально неизвестная величина отхода скачка  должна определяться в процессе ре-
шения задачи.

Здесь приняты обозначения: ,  – расстояния, отсчитываемые в плоскости рассмотре-
ния от передней критической точки затупленного тела вдоль его поверхности и от поверхности
вдоль нормали к ней;  – компоненты скорости в направлениях x и y;  – радиус про-
дольной кривизны поверхности;  – расстояние от оси (плоскости) симметрии осесимметрич-
ного (плоского) тела до его поверхности;  – давление, плотность и темпера-

тура;  – удельные статическая и полная энтальпии;  – коэффициент вязкости;
, где  – компонента девиаторной части тензора напряжений  (i, j = 1,

2) при индексах 1 и 2, ассоциируемых с направлениями  и ;  – компонента вектора теп-
лового потока в поперечном ( ) направлении; , где  – отношение удельных
теплоемкостей,  и  – удельные теплоемкости газа при постоянных давлении и объеме; Re =

 – число Рейнольдса;  – число Прандтля;  – значение коэффициента
вязкости  при температуре торможения  набегающего потока;  – коэффициент теплопро-
водности;  – характерный линейный размер (например, радиус кривизны носка, т.е.

);  – скорость набегающего невозмущенного потока;  – плотность в набегаю-
щем невозмущенном потоке;  – отношение времен релаксации при упругих и неупру-
гих столкновениях молекул;  – безразмерный параметр,  и 1 в плоской и осесимметричной
задачах. Звездочкой отмечены размерные величины. Индексы  относятся к величинам на
поверхности тела, на внешней границе ударного слоя и в невозмущенном набегающем потоке.
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Введены новые переменные согласно соотношениям

(1.4)

(1.5)

Здесь ,  – новые продольная и поперечная координаты; величина J в (1.5) предполагается
некоторой функцией от величин  (где ), т.е. функцией вида

(1.6)

В новых переменных ( ,) ((1.4)–(1.6)) исследуемая кинетическая задача ТВУС (1.1)–(1.3)
принимает вид

(1.7)

(1.8)

Условия на внешней границе ТВУС при 

;

(1.9)

Условия на стенке при 

(1.10)

2. НАВЬЕ-СТОКСОВСКАЯ ЗАДАЧА ТВУС
Соотношения навье-стоксовской версии ТВУС (уравнения, краевые условия) в физических

переменных могут быть получены формально опусканием последнего уравнения в кинетиче-
ской системе (1.1) и заменой в остальных соотношениях кинетической задачи (1.1)–(1.3) величи-
ны  на .

В новых переменных ( ) навье-стоксовская версия ТВУС приобретает вид.
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(2.1)

Условия на внешней границе при 

;

(2.2)

Условия на стенке задачи при 

; (2.3)

В новых переменных ( ), введенных формулами (1.4)–(1.6), задача может быть переписана
еще и удобным для анализа, эквивалентным образом, а именно повторяющим трактовку (1.7)–
(1.10), где (1.8) заменено на соотношение .

3. ПОДОБИЕ

Представление кинетического ТВУС в переменных ( ,) (см. п. 1) дает возможность сформу-
лировать для вычисления существенной части его неизвестных величин, а именно кинетических
величин U, u, H и P22, замкнутую краевую задачу (уравнения и краевые условия), составленную
из соотношений (1.7)–(1.10) с отброшенным уравнением (1.8).

Задача навье-стоксовского ТВУС, формализованная под кинетическую ТВУС-задачу, отли-
чается от задачи кинетического ТВУС, как таковой, только лишь уравнением, задающим в пол-
ной системе уравнений ТВУС величину .

Аналогично случаю кинетического варианта ТВУС, навье-стоксовский ТВУС позволяет вы-
делить структурно замкнутую задачу для определения своих (т.е. здесь уже навье-стоксовских)
величин (U, u, H)n и , и эта последняя задача полностью идентична кинетической задаче
ТВУС для вычисления кинетических величин (U, u, H)k и  (индексы k и n характеризуют
принадлежность величин соответственно к кинетической и навье-стоксовской задачам ТВУС).

Отсюда

а поскольку для навье-стоксовского ТВУС имеет место , т.е.  = , то соответ-
ственно

(3.1)

Неучтенные же в (3.1) такие искомые величины кинетической и навье-стоксовской задач
ТВУС, как давление  и плотность , соответственно оказываются связанными между собой сле-
дующим образом:
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(3.2)

Соотношения эти получаются из уравнения (1.8), задающего величину  в полной кине-
тической задаче ТВУС, при использовании уравнений состояния для обеих задач.

В равенствах (3.1) и (3.2) представлены соответствия подобия для компонентов решений ки-
нетической и навье-стоксовской задач ТВУС, имеющих коэффициент подобия, равный 1 (еди-
нице) в (3.1), и функциональный коэффициент подобия, равный

в формуле (3.2). Последний коэффициент подобия (тот, что в (3.2)) построен на основе функ-
ций, переходящих из одной задачи в другую с единичным коэффициентом подобия (3.1).

Соотношения подобия (3.1), (3.2) позволяют полностью выстроить решение кинетической
задачи ТВУС (1.7)–(1.10), используя решение для навье-стоксовского ТВУС (2.1)–(2.3) (т.е. от-
правляясь от решения задачи ТВУС, базирующейся на приближении Навье–Стокса).

Соотнесение же кинетического решения ТВУС физическим координатам (до настоящего мо-
мента, начиная от формул (1.7), речь шла о представлении задачи ТВУС в переменных подобия
( )) происходит c привлечением обращенного уравнения (1.5), задающего преобразование по-
добия задачи

(3.3)

где величина .
Помимо (3.1) и (3.2), в переменных подобия имеют место еще и такие соответствия

(3.4)

Равенства в (3.4) следуют непосредственно из соотношений, попарно связывающих эти вели-
чины в физических переменных, вида

Соотношения (3.4), рассматриваемые в переменных подобия для координатной линии η = 0,
соответствующей поверхности (здесь p12 – трение на стенке, q2 – тепловой поток на стенке), сви-
детельствуют о совпадении на поверхности обтекаемого тела величин трения и теплового потока
соответственно для обеих задач кинетического и навье-стоксовского ТВУС. Ранее на такой факт
для ТВУС в одноатомном газе (поступательная неравновесность) указывалось Ченгом ([2]).

Кинетический ТВУС по формальным признакам математически более сложен, чем навье-
стоксовский: в нем появляется новая (дополнительная) неизвестная, существенно увеличивает-
ся нелинейность коэффициента перед старшей производной в основных уравнениях, усилива-
ется взаимосвязь уравнений системы. Потому представляется более естественным и простым за-
менять решение сложной задачи (кинетического ТВУС) анализом проблемы более простой (на-
вье-стоксовского ТВУС) и через нее выходить на решение сложной.

Установленный принцип подобия дает возможность заменить решение усложненно нели-
нейной (по сравнению с навье-стоксовским ТВУС) исходной кинетической задачи анализом хо-
рошо апробированной, существенно более простой задачи навье-стоксовского ТВУС. Инстру-
мент подобия в значительной степени упрощает изучение кинетической проблемы ТВУС, пред-
ставляя собой эффективный способ исследования неравновесных высокоскоростных течений
многоатомного газа. Отметим, что предлагаемые переменные подобия задачи, удобные для ана-
лиза кинетического ТВУС, включают, как частные случаи, известные переменные Лиза–Дород-
ницына и переменные Мизеса.
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Итак, в статье констатируется факт существования широкого класса переменных подобия для
рассматриваемой задачи кинетического ТВУС в многоатомном газе, указаны характерные при-
знаки переменных подобия, прописан механизм реализации свойств подобия при переходе от
решения навье-стоксовского ТВУС к решению задачи для кинетического ТВУС.

Принцип подобия позволяет в полном объеме выстроить решение задачи кинетического
ТВУС на основе навье-стоксовского решения ТВУС ((3.1)–(3.4)).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Для описания высокоскоростного неравновесного двумерного течения многоатомного одно-

компонентного газа в рамках модели кинетического тонкого вязкого ударного слоя, сформули-
рованной на базе кинетического 13-моментного приближения кинетической теории газов, пред-
ложены новые переменные, выявляющие связь кинетической интерпретации двуслойной
ТВУС-проблемы с навье-стоксовским ее представлением.

В новых переменных реализуется подобие решения задачи кинетического ТВУС для молеку-
лярного газа решению задачи навье-стоксовского ТВУС. Введенные переменные дают возмож-
ность существенно упростить анализ новой сложной кинетической задачи ТВУС для много-
атомного газа, заменив его (анализ) исследованием вычислительно хорошо освоенной и значи-
тельно менее трудной традиционной навье-стоксовской задачи ТВУС.

Сформулировано преобразование подобия для переменных задачи ТВУС в многоатомном га-
зе, важное при практическом конструировании проблемно-ориентированных (т.е. учитываю-
щей специфику конкретной исследуемой проблемы) переменных в различных прикладных зада-
чах приближения ТВУС. Описан механизм реализации подобия при построении решения зада-
чи кинетического ТВУС.

Подтвержден новыми средствами ранее сделанный вывод: учет кинетики неравновесного те-
чения многоатомного газа в ТВУС не сказывается на трении и теплообмене на поверхности об-
текаемого тела (имеет место совпадение этих характеристик течения молекулярного газа в кине-
тическом ТВУС с соответствующими величинами на стенке для навье-стоксовского ТВУС).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Кузнецов М.М., Никольский В.С. Кинетический анализ гиперзвуковых вязких течений многоатомного

газа в тонком трехмерном ударном слое // Ученые записки ЦАГИ. 1985. Т. 16, № 3. С. 38–49.
2. Cheng H.K. The viscous shock layer problem revisited // Int. Conf. of Research in Hypersonic Flows and Hy-

personic Technologies. Sept. 19–21, 1994, Zhukovsky.
3. Кузнецов М.М., Липатов И.И., Никольский В.С. Реология течения разреженного газа в гиперзвуковом

ударном и пограничном слоях // Изв. РАН. МЖГ. 2007. № 5. С. 189–196.
4. Анкудинов А.Л. Тонкий вязкий ударный слой с учетом эффектов разреженности газа // Ученые записки

ЦАГИ. 2007. Т. 38. № 3–4. С. 88–93.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


