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Сформулирована задача образования льда в ненасыщенном грунте при наличии градиента
давления и капиллярных сил. Выведена полная система условий на поверхности кристалли-
зации. Проведено исследование одномерной задачи в автомодельной постановке. Исследо-
вана зависимость количества образующегося льда от параметров задачи. Получено, что при
снижении давления на охлаждающей стенке, вызывающем подток воды к фронту, а также
при более интенсивном режиме охлаждения, насыщенность образующегося льда увеличива-
ется. Увеличение давления приводит к оттоку воды от фронта и уменьшению льдонасыщен-
ности.
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Натурные и лабораторные исследования показывают, что основными физическими механиз-
мами, действующими при фазовых переходах в грунтах, являются перенос тепла, фильтрация
компонент, наличие растворенной примеси и поверхностные силы [1, 2]. Первые три механизма
достаточно хорошо изучены, математические модели сформулированы и широко используются
при расчетах практических задач. Общепринятой теории, описывающей влияние поверхност-
ных сил, в настоящее время не существует, хотя во многих случаях поверхностные силы играют
важную роль при движении компонент и фазовых переходах в грунтах.

Экспериментально обнаружено, что при образовании льда в грунте наблюдается течение во-
ды к фронту кристаллизации. Для описания этого явления разрабатывались различные теории
миграции влаги (теория пленочной миграции, теория сил кристаллизации, сил всасывания и
т.д.), использующие функцию весовой влажности и основанные на формально введенных эф-
фективных уравнениях переноса [1–3]. Параметры, используемые в этих теориях, определяются
экспериментально и, зачастую, напрямую не связывались с физико-химическими параметрами
грунтов и компонентов, их насыщающих. Такие полуэмпирические теории получили широкое
применение при решении практических задач [4, 5].

Однако использование полуэмпирических теорий зачастую приводило к неопределенностям
при математической постановке задач. Так, в [2] обсуждались трудности, возникающие при вы-
воде граничных условий на фронте фазового перехода, поскольку подход на основе эффектив-
ных уравнений не использует законы сохранения. Итоги развития этого направления исследо-
ваний были подведены в монографии Н.А. Цытовича [1], где автор пришел к выводу, что даль-
нейшее развитие теории механики мерзлых грунтов будет происходить на базе новейших
достижений общей механики сплошных и многофазных сред.

Включение основных положений перечисленных выше теорий миграции влаги в теорию
многофазной фильтрации представляется затруднительным. Развитие получила концепция ка-
пиллярного давления, предложенная Левереттом в работе [6], где представлены результаты экс-
периментов по изучению влияния капиллярного давления на двухфазное течение в песке. Фор-
мула Лапласа была обобщена на случай пористых сред и введена функция, зависящая от насы-
щенности, которая широко используется в теории фильтрации [7].
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Влияние капиллярных сил на течения с фазовыми переходами в геотермальных резервуарах
исследовались в [8–11] как аналитически, так и численно. В [12] впервые представлена фронто-
вая модель кристаллизации воды в ненасыщенной пористой среде. Приведена система законов
сохранения, учитывающая движение твердых, жидких и газообразных компонент, которая, од-
нако, не является замкнутой. Рассмотренная модель оказалась слишком сложной для исследо-
вания, и ни одного решения какой-либо задачи не было построено. В [13, 14] рассматривалась
задача о плавлении льда в грунте, изначально насыщенном льдом и воздухом, при наличии ка-
пиллярного давления. В нелинейном случае проведено численное исследование зависимости
водонасыщенности от вида функции Леверетта, величины капиллярного давления и внешних
градиентов давления и температуры.

В настоящей работе рассматривается задача замораживания ненасыщенного грунта. Иссле-
дуется влияние капиллярных сил, а также градиентов давления и температуры. Показано, что
функция водонасыщенности удовлетворяет диффузионному уравнению с правой частью, зави-
сящей от температуры и давления. Выведены балансовые соотношения на поверхности кристал-
лизации. Для замыкания системы граничных условий предложено дополнительное условие,
предполагающее полное смачивание образующего льда жидкой фазой. Для одномерного случая
дан анализ найденного автомодельного решения. Исследовано влияние градиентов давления и
температуры на движение воды в окрестности фронта кристаллизации и количество образующе-
гося льда.

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Рассмотрим задачу о кристаллизации воды в ненасыщенном грунте, считая его недеформиру-

емым и несжимаемым. Предположим, что формируется узкая поверхность фазового перехода,
разделяющая области, насыщенные водой и воздухом перед фронтом, и льдом и воздухом за
фронтом. Считаем, что выполняется условие локального термодинамического равновесия. То-
гда, в рамках теории двухфазной фильтрации, система основных уравнений в области перед
фронтом имеет вид

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

Здесь P – давление, T – температура,  – газовая постоянная,  – вектор скорости фильтра-
ции,  – плотность,  – насыщенность, k – проницаемость,  – пористость,  – вязкость, f – от-
носительная фазовая проницаемость. Индексы: g – газ (воздух), w – вода.

В области лед–воздух система основных уравнений формально следует из системы (1.1)–(1.4), ес-
ли заменить индекс w на индекс i, соответствующий льду и считать лед неподвижным  = 0.

Учитывая наличие капиллярного давления  в области смеси газ–вода, полагаем

(1.5)

Капиллярное давление отрицательно в смачиваемой среде и положительно в несмачиваемой.
Закон сохранения энергии с учетом капиллярных сил для смеси газ–вода, насыщающей по-

ристую среду, имеет вид [10]

(1.6)

Исключая плотность газа и скорости фильтрации воды и газа, в области воздух–вода получа-
ем систему четырех уравнений для неизвестных , ,  и 
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(1.7)

Исключая из первого уравнения системы (1.7) давление воды , получаем

(1.8)

В пористой среде, насыщенной гетерогенной смесью воды и газа, капиллярное давление за-
висит от водонасыщенности и определяется соотношением Леверетта

(1.9)

Здесь  – коэффициент поверхностного натяжения,  – контактный угол,  – функция
Леверетта. Для смачиваемой среды χ < 0.

Уравнение (1.8) можно записать в виде

(1.10)

Диффузионное уравнение (1.10) для водонасыщенности, полученное из закона сохранения
массы, закона Дарси и выражения для функции капиллярного давления, аналогично эффектив-
ному уравнению диффузии влаги [3].

Граничные условия на подвижной поверхности образования льда состоят из условий баланса
энергии, масс газа и H2O и соотношения для капиллярного давления

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

Здесь q – теплота фазового перехода вода–лед,  – скорость фронта кристаллизации.
Индексы плюс и минус – значения величин соответственно перед и за фронтом,  – нормаль.

Будем считать, что температура кристаллизации известна  K, предполагая ее неза-
висимость от капиллярных сил.
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2. ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ

Пусть в начальном состоянии грунт содержит гетерогенную смесь воды и воздуха с темпера-
турой , давлением воздуха  и водонасыщенностью . Если температура  на некоторой
неподвижной границе опускается ниже температуры фазового перехода вода–лед, то возникает
фронт образования льда. В общем случае можно полагать, что образующийся лед сосуществует с
воздухом и не заполняет поровое пространство целиком.

Рассмотрим процесс кристаллизации в естественных условиях, соответствующих изменени-
ям температуры на десятки градусов и изменениям давления на порядок меньше атмосферного.
Тем самым исключаются из рассмотрения случаи искусственного замораживания, например,
жидким азотом или при нагнетании холодного воздуха в скважину. Небольшие по сравнению с
абсолютными значениями, изменения температуры и давления позволяют применить процеду-
ру линеаризации и системы уравнений в обеих областях существенно упрощаются. Также оцен-
ки показывают, что работой капиллярных сил и влиянием сжимаемости газа на баланс энергии
можно пренебречь, поскольку основную роль играет теплоперенос по матрице пористой среды.
В обеих областях справедливо обычное уравнение теплопроводности

(2.1)

В талой области перед фронтом кристаллизации перераспределение воды описывается урав-
нением диффузии влаги (1.10). Рассмотрим задачу в линейном приближении, когда отклонение
функции водонасыщенности от невозмущенного состояния невелико. Невозмущенным являет-
ся состояние, когда вода неподвижна и начальная водонасыщенность равна , а для невозму-
щенного состояния за фронтом насыщенность льда определяется выражением .

Для простоты аппроксимируем функцию относительной фазовой проницаемости линейной
функцией . Тогда в области смеси вода–воздух уравнение для функции водонасыщенно-
сти (1.10) в линейном приближении принимает вид

(2.2)

В линейном приближении производная функции Леверетта является постоянной величиной,
которая может принимать различные значения, в зависимости от выбора начальной водонасы-
щенности .

Второе уравнение системы (1.7), представляющее собой уравнение для давления воздуха, со-
держит временную производную функции водонасыщенности. Поскольку случаи, близкие к
предельным, когда  или  не рассматриваются, то вклад этой производной мал, и
уравнение приводится к виду

(2.3)

В области за фронтом кристаллизации лед считается неподвижным, а невозмущенное состо-
яние характеризуется граничными значениями температуры T0 и давления . Тогда, в линей-
ном приближении уравнение движения воздуха принимает вид

(2.4)

Аналогичным образом преобразуется условие баланса массы (1.11) на поверхности кристал-
лизации. Используя соотношение для капиллярного давления и условие равенства насыщенно-
сти льда и воды, получаем

(2.5)
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Сформулированная задача содержит четыре неизвестных параметра: скорость подвижной
границы фазового перехода V, давление газа на поверхности кристаллизации , насыщенность
льда  и значение водонасыщености  на поверхности раздела. Для их определения имеется
три соотношения на границе кристаллизации (1.12), (1.13), (2.5) и задача является недоопреде-
ленной. Для замыкания системы соотношений на подвижной границе требуется выставить до-
полнительное условие, связывающее искомые параметры.

Одним из центральных положений теории двухфазной фильтрации, подтвержденном экспе-
риментально, является гипотеза о том, что вода и газ движутся по разным поровым каналам [15].
В смачиваемой среде каналы меньшего диаметра заняты жидкостью (водой), а в несмачиваемой –
газом. При переходе воды в кристаллическое состояние объем увеличивается, что вызывает уве-
личение давления воды перед фронтом. Это приводит к ее оттоку от фронта по каналам, уже за-
нятым водой. Кроме того, вода, преодолевая сопротивление капиллярных сил, проникает в ка-
налы большего диаметра. Соответственно, водонасыщенность перед фронтом кристаллизации
возрастает. Естественно предположить, что лед может образовываться только в тех порах и кана-
лах, которые содержат воду. В той части, где кристалл контактирует не с водой, а с воздухом, лед
формироваться не будет. Следовательно, весь растущий кристалл льда в пористой среде должен
омываться водой. Из этих соображений следует дополнительное условие равенства насыщенно-
стей воды и льда , которое замыкает систему соотношений на поверхности кристаллиза-
ции.

Соотношение  существенно упрощает закон сохранения массы газа (2.6), который
сводится к равенству потоков газа на подвижной границе

(2.6)

3. АВТОМОДЕЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ

Рассмотрим задачу в одномерном приближении. Пусть в начальном состоянии талый грунт
занимает полупространство , с начальной водонасыщенностью . Если температура на
неподвижной стенке  опускается ниже температуры фазового перехода вода–лед, то вправо
распространяется фронт кристаллизации, двигающийся по закону . Если начальная тем-
пература, давление и водонасыщенность, а также температура, давление на охлаждающей стенке
являются постоянными величинами, то сформулированная задача имеет автомодельное реше-
ние вида

В области перед фронтом ( ) распределения температуры, давления и водонасыщенности
в безразмерной форме ( , ) имеют вид

(3.1)

(3.2)

(3.3)

В области за фронтом ( ) распределение температуры и давления определяется выра-
жениями

(3.4)
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(3.5)

Подставляя решения (3.1)–(3.5) в балансовые соотношения на границе кристаллизации
(1.13), (2.5), (2.6), записанные для одномерного случая, получаем систему трансцендентных
уравнений для определения параметров ,  и 

(3.6)

(3.7)

(3.8)

Система (3.6)–(3.7) решалась численно при следующих значениях параметров: , ρs =

=  кг/м3,  кг/м3,  кг/м3,  Вт/(м ⋅ К),  Вт/(м ⋅ К),  =
= 0.58 Вт/(м ⋅ К),  Дж/(кг ⋅ К),  Дж/(кг ⋅ К),  Дж/(кг ⋅ К),

 Дж/кг,  Па ⋅ с,  Па ⋅ c.

Поскольку при кристаллизации объем H2O возрастает, то при постоянном давлении значение
водонащенности на фронте будет больше начального значения. Поскольку функция водонасы-
щенности удовлетворяет диффузионному уравнению (2.2), жидкая фаза оттекает от фронта и
наибольшее значение водонасыщенности не превосходит невозмущенное значение насыщен-
ности льда Si0, которое определяется из условия неподвижности воды.

Численные эксперименты при  показывают, что увеличение проницаемости приво-
дит к более интенсивной диффузии жидкости перед фронтом и уменьшению количества образу-
ющегося льда. На рис. 1 представлены распределения насыщенностей воды и льда при двух зна-
чениях проницаемости, которые отличаются на два порядка. Соответственно, коэффициент
диффузии  отличается на порядок. При низкой проницаемости (кривая 1) диффузия мала и
объем образующегося льда больше, чем в случае высокой проницаемости (кривая 2). При этом
давление газа снижается из-за охлаждения. При проницаемости  м2 давление Pg имеет
минимум на фронте и отличается от начального на 4.4 КПа. При высокой проницаемости, соот-
ветствующей кривой снижение давления на два порядка меньше. Аналогичным образом влияет
изменение угла смачивания, который также входит сомножителем в коэффициент диффузии
(рис. 2). Только в этом случае снижение давления из-за охлаждения одинаково. Отметим, что
при равенстве начального и граничного давления в рассматриваемом линейном приближении
возникает движение воздуха и воды, но скорость фильтрации очень мала, а значение насыщен-
ности льда больше начальной водонасыщенности и меньше невозмущенного значения .
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Ситуация радикально изменяется, если давление  на замораживающей стенке отличается
от начального . Отклонение давления воздуха на стенке от начального давления приводит к
возникновению градиента давления в воде, и соответственно либо к подтоку жидкости к фронту,

либо к оттоку от него. Увеличение  вызывает течение жидкой фазы от фронта кристаллизации,
что приводит к существенному снижению количество образующегося льда (кривая 1, рис. 3). Если

давление  достаточно велико, то насыщенность льда  может быть меньше начальной водона-
сыщенности  (кривая 2). С увеличением проницаемости эта зависимость усиливается.

Снижение давления на стенке приводит к возникновению течения воды к поверхности кри-
сталлизации и увеличению объема образующегося льда (рис. 4). Распределение водонасыщенно-

сти (кривая 1), соответствующее случаю , характеризуется монотонным поведением.

При  имеются два конкурирующих процесса. Диффузия воды преобладает в окрестности
фронта фазового перехода, а на удалении от фронта основную роль играет внешний градиент
давления воздуха. В точке, где эти процессы уравновешивают друг друга, распределение водона-
сыщенности имеет минимум. Вид функции водонасыщенности в окрестности точки минимума
представлен на рис. 5.

В рассматриваемом линейном приближении скорость фронта кристаллизации существенно
зависит только от начальной и граничной температуры. Влияние остальных параметров на ско-
рость незначительно и может привести к изменениям на несколько процентов. С другой сторо-
ны, количество образующегося льда существенно зависит от скорости фронта. При слабом охла-
ждении и медленной кристаллизации характерное время процесса велико и роль диффузии воды
и влияние внешнего градиента давления возрастают (рис. 6).

Следует отметить, что капиллярное давление оказывает существенное влияние на течения в
грунтах и породах, характерное давление в которых близко к атмосферному [13, 14, 16, 17]. В этом
случае капиллярное давление и характерное давление являются величинами одного порядка. Ес-
ли давление в физической системе, такой, например, как геотермальный резервуар [8–11], зна-
чительно превышает капиллярное, то его учет вносит только поправку при расчете течения. Ко-
гда капиллярное давление совпадает с высоким характерным давлением, то возникает вопрос о
правомерности применения закона фильтрации Дарси.
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Рис. 1. Характерное распределение насыщен-
ностей воды и льда при различных проницае-
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Сформулирована математическая модель образования льда в ненасыщенном грунте при на-
личии капиллярных сил, действующих на границе вода–воздух. На неизвестной подвижной гра-
нице кристаллизации предложено условие, замыкающее систему законов сохранения. Это усло-
вие состоит в равенстве насыщенностей воды и льда на границе фазового перехода. Предполо-
жение о равенстве насыщенностей следует из основного положения теории двухфазной
фильтрации, состоящего в том, что течение воды и газа происходит с разной скоростью по раз-
личным поровым каналам. Представлено автомодельное решение одномерной задачи. Показа-
но, что рост капиллярных сил уменьшает насыщенность льда из-за диффузии воды перед фрон-
том, а более интенсивный режим замораживания приводит к росту льдонасыщенности. Найде-
но, что падение давления на охлаждающей стенке вызывает подток воды к фронту и увеличивает
количество образующего льда, а рост давления оказывает обратное воздействие.

Рис. 3. Распределение насыщенностей при увеличе-

нии давления  на замораживающей стенке.
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Рис. 4. Влияние падения давления  на распре-
деления насыщенностей. Параметры как на рис. 3.
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щей стенке. Остальные параметры как на рис. 3.
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