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Предлагаемая работа иллюстрирует возможность распространения основных представлений
асимптотической теории свободного взаимодействия пограничного слоя с внешним потоком на
задачи устойчивости внутренних течений типа Куэтта–Пуазейля. Применение многоярусных
асимптотических конструкций позволяет не только уточнить поведение нейтральных кривых и
свойства собственных функций уравнения Орра–Зоммерфельда, но и установить асимптотиче-
скую структуру флуктуационных полей и указать физические механизмы неустойчивости.

Тот факт, что внутренние волны в пограничном слое с самоиндуцированным давлением
представляют собой асимптотику волн Толлмина–Шлихтинга (собственных решений уравне-
ния Орра–Зоммерфельда) в пределе больших чисел Рейнольдса, служит руководящим сообра-
жением для асимптотического описания как верхней, так и нижней ветвей нейтральной кривой.
Дополнительный анализ исходной системы уравнений Навье–Стокса приводит к асимптотиче-
ской теории, пригодной к предсказанию потери устойчивости движений с примыкающими к
стенкам пограничными слоями.

Вопрос о причинах возникновения неустойчивости в плоском течении Куэтта является дис-
куссионным, в частности, из-за отсутствия нейтральной кривой линейных возмущений. В [1, 2]
доказано, что течение Куэтта остается устойчивым в линейном приближении при всех числах
Рейнольдса. Напротив, основные аспекты неустойчивости течения Пуазейля хорошо известны
[3–5]. Ниже строится теория возмущений для комбинации течения Куэтта и течения Пуазейля.
Предполагается, что невозмущенное движение несжимаемой жидкости в канале порождается не
только продольным градиентом давления, но и движением ограничивающих его двух бесконеч-
ных плоских параллельных стенок с противоположными скоростями по касательной к себе. Для
анализа такого течения Куэтта–Пуазейля привлечем асимптотическую теорию свободного вза-
имодействия [6–8], которая оказалась применимой к задачам гидродинамической устойчивости
[9, 10].

Распространение названной теории на течение Пуазейля продемонстрировано в [11, 12] и
предполагает разбиение поля скоростей на несколько подслоев (палуб) с различными свойства-
ми, причем асимптотические разложения в каждом подслое должны удовлетворять условиям
сращивания. Трехпалубная модель движения вязкой жидкости привлечена в [13, 14] к анализу
волн Толлмина–Шлихинга, возбуждаемых установленными на стенках канала гармоническими
осцилляторами.

Возникновение многопалубной структуры возмущенного течения Куэтта–Пуазейля в преде-
ле стремящихся к бесконечности чисел Рейнольдса отмечается в [15]. Если трехпалубная схема
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возмущений реализуется для параметров колебаний из окрестности так называемой нижней вет-
ви нейтральной кривой, то верхняя ветвь описывается существенно более сложной асимптоти-
ческой конструкцией, состоящей из нескольких подслоев. Переход от трех к многопалубной
структуре исследован посредством численного решения уравнения Орра–Зоммерфельда в [16],
где, в частности, обсуждаются пределы применимости существующих асимптотических моде-
лей.

Заметим, что в течении Куэтта–Пуазейля можно указать режимы возбуждения пульсацион-
ных полей, которые принципиально отсутствуют в течении Пуазейля. В настоящей работе изла-
гается асимптотический анализ четырех типов нейтральных (или близких к нейтральным) соб-
ственных колебаний, причем в качестве исходных с самого начала взяты линеаризованные урав-
нения Навье–Стокса.

1. ИСХОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Функции

(1.1)

задающие исходное течение Куэтта–Пуазейля в канале при постоянном градиенте давления
 = , удовлетворяют уравнениям Навье–Стокса

и граничным условиям

Вычисленное по решению (1.1) среднее значение скорости движения жидкости

однозначно связано с давлением в канале

Пусть масштабные множители для координат пространства , времени

, компонент вектора скорости  и давления 
содержат полуширину канала b*, среднюю по сечению канала скорость  и плотность ρ* не-
сжимаемой жидкости. Тогда невозмущенное стационарное решение уравнений Навье–Стокса

(1.2)

удовлетворяющее граничным условиям

(1.3)

определяется скоростями стенок канала  и числом Рейнольдса , где  – кине-
матическая вязкость.

Для исследования устойчивости течения Куэтта–Пуазейля положим ,  и
отбросим квадратичные по ,  члены в уравнениях Навье–Стокса, предварительно совершив
в них переход к новым зависимым и независимым переменным согласно введенным выше мас-
штабам. Тогда линейное приближение в применении к помеченным штрихами возмущениям

,  исходного поля скоростей  и давления  приводит к уравнениям
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(1.4)

Будем искать решение уравнений (1.4) в виде свободных колебаний вязкой жидкости

(1.5)

Дальнейшее изложение удобно вести в терминах параметра , посредством которого прибег-
нем к нормировке

(1.6)

Амплитудные функции , ,  удовлетворяют вытекающей из (1.4), (1.5), (1.6) системе обык-
новенных дифференциальных уравнений

(1.7)

(1.8)

(1.9)

Граничные условия к системе (1.7)–(1.9) являются однородными

(1.10)

поскольку условия прилипания (1.3) частиц жидкости к движущимся стенкам канала реализуют-
ся посредством невозмущенных функций , .

Задача (1.7)–(1.10) эквивалентна задаче

(1.11)

(1.12)

причем уравнение Орра–Зоммерфельда (1.11) получается из (1.7)–(1.9) исключением функций
, . Вспомогательный параметр σ, который считается малым, позволяет дать единообразное

описание четырех различных режимов нейтральных (или близких к нейтральным) колебаний.

2. ЯДРО ВОЗМУЩЕННОГО ТЕЧЕНИЯ КУЭТТА–ПУАЗЕЙЛЯ

Положим  и отбросим в правых частях (1.7), (1.8) члены, содержащие Re–1 в качестве
коэффициента. Тогда исключение функции  из (1.7) с помощью (1.9) имеет следствием уравне-
ние

(2.1)

Дифференциальный оператор в левой части (2.1) переводит в нуль одномерное подпростран-
ство функций  при произвольных a1. Поэтому эквивалентная интегральная форма диф-
ференциального уравнения (2.1) имеет вид

(2.2)
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(2.3)

Из (2.2) видно, что отбрасывание вязких членов порядка Re–1 в уравнениях (1.7), (1.8) дает
правильное асимптотическое приближение к точному решению при  лишь вне критиче-
ских слоев, а именно вне окрестностей точек , являющихся корнями уравнения .
Действительно, фигурирующий в (2.2) интеграл от неограниченной в окрестностях точек 
функции является расходящимся. Поскольку функция , задаваемая (1.2), является полиномом
второго порядка, то упомянутое уравнение  имеет два корня .

Обратимся к случаю

(2.4)

Решения уравнения  в соответствии с (1.2) фиксируют два критических слоя, распо-
лагающихся для случая (2.4) вблизи верхней и нижней стенок

(2.5)

Здесь и всюду в последующих формулах берется либо верхний знак, либо нижний знак в сим-
волах  и .

Оценим толщины критических слоев, воспользовавшись формулой

(2.6)

Для  в уравнении (1.7) два члена, а именно  и , становятся
одного порядка, если

(2.7)
Асимптотическая оценка (2.7), выведенная из (2.6), и определяет размеры тех подобластей в

окрестностях точек , где часть вязких членов в уравнениях (1.7)–(1.9) оказывает существенное
влияние на структуру решения.

С другой стороны, решение невязких уравнений (2.2), (2.3) не может удовлетворять двум
условиям (1.10) на каждой стенке канала одновременно (в противном случае это решение долж-
но быть тривиальным, так как отбрасывание правой части (1.9) приводит к уравнению второго
порядка). Следовательно, вязкая природа возмущений сохраняется в пристеночных слоях даже
в пределе .

В окрестностях стенок канала удобно использовать растянутые координаты , вводимые как

(2.8)
Выражения (2.7) учитывают оценку

(2.9)
толщин вязких пристеночных слоев. Для получения данной оценки достаточно приравнять по-
рядки величин первого и третьего членов в правой части уравнения (1.7).

Подстановка в (2.3) выражения (2.2) с учетом (1.2) дает

и, в частности, на верхней и нижней стенках

(2.10)

Найдем поведение решения невязких уравнений (2.2), (2.3), которым описывается возмущен-
ное течение в основной толще (ядре) канала, при приближении извне к критическим слоям (где
само невязкое решение непригодно). Именно локальные значения  определяют глав-
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ную часть и конечную часть в смысле Адамара [17] расходящегося в точках  интеграла в
формуле (2.2). Принимая во внимание (2.4), (2.6), после выделения главной части выражения
(2.2) находим его предельный вид при 

(2.11)

Уточним выбор однозначной ветви многозначной функции  =  +
+  в правой части (2.11). Предположим, что величина  (а следовательно, и ) ве-
щественна. Тогда для  считаем, что  и . Случаи 
и , а также  (где  — мнимая часть ) будут обсуждаться ниже.

3. ТРЕХЪЯРУСНАЯ СХЕМА ВОЗМУЩЕНИЙ: 

Пусть расстояния  от критических слоев до стенок канала порядка толщины самих
критических слоев. Это означает, что пристеночные слои совпадают с критическими и оценки
их толщин идентичны:  для . Приравнивая правые части (2.7) и (2.9), по-
лучим

(3.1)

Но тогда соотношение , вытекающее из выведенной для c → 0,  формулы (2.5),
приводит в соответствии с (2.7), (2.9) к оценкам .

Таким образом, рассматривается трехъярусная структура поля возмущенного потока в кана-
ле, состоящая из невязкого ядра  и двух примыкающих к стенкам канала вязких крити-
ческих слоев . Вышеприведенные оценки для c и  делают естественной
нормировку

(3.2)

где .
Тонкие критические слои характеризуются большими значениями производных по верти-

кальной координате , поэтому, заменяя в уравнении Орра–Зоммерфельда (1.9) коэффициент
 его асимптотическим представлением (2.6), имеем для главных членов

(3.3)

Уравнения (3.3) справедливы в критических слоях, причем из (2.5), (2.8), (3.1), (3.2) очевидно

(3.4)

Параметр Re в уравнениях (3.3) исключается посредством перехода к комплексным перемен-
ным

(3.5)

а сами уравнения (3.3) приобретают вид уравнения Эйри [18]

(3.6)

относительно второй производной . Согласно (3.5) в критических слоях .
На комплексной плоскости K проведем разрез по положительной мнимой полуоси и зафик-

сируем однозначную ветвь многозначной функции  в (3.5), полагая

(3.7)
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Граничные условия (1.10) в терминах переменных  переписываются следующим образом:

(3.8)

где комплексные постоянные  представляют собой значения  на стенках канала , то
есть при 

(3.9)

Помимо граничных условий (3.8), решения уравнений (3.6) должны удовлетворять асимпто-
тическим условиям сращивания с внешним невязким решением (2.2), (2.3) в ядре потока. Дис-
персионное соотношение, обеспечивающее выполнение необходимых и достаточных условий
сращивания, налагает следующую функциональную связь между параметрами , ,  однород-
ной краевой задачи (1.7)–(1.10):

(3.10)

где  определены с помощью (3.9). Заметим, что в дисперсионном соотношении (3.10) число
Рейнольдса  не фигурирует. Однако величины K, ,  введены нормировкой параметров k, c,

 на некоторые степени числа Рейнольдса по формулам (1.6), (3.1), (3.2).
Значения входящих в показатели экспоненциальной функции из (1.5) величин k и c (при за-

данных uw, Re) являются собственными для исходной краевой задачи (1.7)–(1.10) и эквивалент-
ной задачи (1.11), (1.12). Отвечающие им собственные функции выражаются через функцию
Эйри в пристеночных подобластях и задаются выражением (2.2) в ядре возмущенного течения
Куэтта–Пуазейля. Построенный класс внутренних волн представляет собой предельную форму
(при ) волн Толлмина–Шлихтинга с прилегающими к стенкам критическими слоями.

Укажем некоторые решения дисперсионного уравнения (3.10). С этой целью положим
,  и заменим функцию Эйри в левой части (3.15) ее асимптотикой [18, 19]. В

результате (3.10) приобретает вид

(3.11)

Предельный вид (3.11) дисперсионного соотношения (3.10) показывает, что среди его реше-
ний присутствуют неустойчивые моды. В самом деле, фазовая скорость  при 
в соответствии с (3.11) имеет положительную мнимую часть  и, следовательно, амплитуда
волновых возмущений (1.5) экспоненциально нарастает во времени.

Для фиксированных K и  существует бесконечный дискретный спектр собственных значе-
ний . Доказательство данного утверждения основано на поведении функции Эйри в окрестно-
сти отрицательной вещественной полуоси [18, 19]. Спектр фазовых скоростей  для заданных
K,  устанавливается с помощью (3.9), причем в случае , ,  справедлива
асимптотика

Что касается первой моды из упомянутого спектра, то траектории первого корня дисперсион-
ного соотношения (3.10) вычерчиваются на комплексной плоскости  для фиксиро-
ванной величины , когда K пробегает интервал . Точки пересечения указанных траекто-
рий с осью  отвечают нейтральным решениям дисперсионного уравнения (3.10), опреде-
ляющим границы устойчивых и неустойчивых областей.

Основным качественным результатом развитой асимптотической теории является неедин-
ственность нейтрального решения при ненулевых скоростях стенок . Нейтральные (то есть да-
ющие ) значения волнового числа K оказываются многозначной функцией .
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Заметим, что для  (течение Пуазейля) нейтральная мода с примыкающими к стенкам
критическими слоями [20] единственна. Поскольку течение Куэтта, которое, как отмечено вы-
ше, устойчиво и соответствует противоположному предельному переходу  (выво-
дящему за пределы применимости описываемой асимптотической конструкции), качественное
поведение нейтральных собственных решений является достаточно неожиданным.

4. МНОГОЯРУСНАЯ СХЕМА ВОЗМУЩЕНИЙ С ОТДЕЛЕННЫМИ
ОТ СТЕНОК КРИТИЧЕСКИМИ СЛОЯМИ: 

Сохраним предположение (2.4), при котором верно выражение (2.5), фиксирующее локали-
зацию критических слоев . Однако теперь считаем, что расстояния  от критических
слов до стенок канала, оцениваемые как  согласно (2.5), превосходят по порядку величины
толщину (2.7) критических слоев.

Потребуем, чтобы асимптотика (2.11) обеспечивала условия непротекания  на стенках
канала 

(4.1)

При выводе (4.1) использовано (2.4), (2.5), (2.10). Складывая равенства (4.1), получим

(4.2)

Считая здесь и всюду ниже, что K > 0 – вещественно, заключаем, что вещественная часть 
фазовой скорости  имеет порядок . По аналогии с (3.2) положим

(4.3)

где , . Вычитание равенств (4.1) (взятых с различными верхними и нижними
знаками) приводит к

(4.4)

В силу (4.4) комплексная постоянная  обладает свойством , то есть  эк-
вивалентна своей мнимой части. Таким образом, на основании (4.2) и (4.4) имеем с указанной
асимптотической точностью

(4.5)

Связь (4.2) является следствием условий непротекания  и представляет собой не что
иное, как главную часть дисперсионного соотношения. Условиям прилипания частиц жидкости
к стенкам канала  посредством решений невязких уравнений (2.2), (2.3)
с асимптотикой (2.11) удовлетворить невозможно. Упомянутые условия реализуются в вязких
пристеночных слоях, масштаб толщины которых (2.9) меньше, чем расстояние от критических
слоев до стенок порядка O(c).

Произведем сращивание асимптотических разложений (2.11) и аналогичных разложений в
пристеночных слоях. Продолжим аналитически функции (2.11) из промежутка  в
промежутки  и , лежащие над верхним и под нижним критическими слоями. В са-
мих критических слоях выражения (2.11) непригодны. Для осуществления указанного аналити-
ческого продолжения достаточно обойти логарифмические точки ветвления  (выйдя с
действительной оси на комплексную плоскость по переменной y), руководствуясь следующим
правилом [10, 21, 22]: векторы  и  поворачиваются по часовой стрелке. Поэтому в
(2.11) следует положить

(4.6)

(4.7)

= 0wu

− → +∞2/7Re wu

−= 2/11(Re )wu O

±= cy y ± ∓ 1cy
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=v1 0
= ±1y
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2
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= +2 2 42 σ (σ lnσ)
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w wia u ia ub O
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r im
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Упомянутое сращивание приводит к зависимости

(4.8)
и устанавливает вид двух частей дисперсионного соотношения

(4.9)

(4.10)

Дисперсионное соотношение (4.9), (4.10) записано в параметрической форме

(4.11)

Наряду с числом Рейнольдса Re параметрами в (4.10) служат ортонормированные волновое
число K и скорость стенок , причем в соответствии с (1.6), (4.3), (4.8) имеем ,

.
Отметим, что для  из (4.10) следует , то есть волна (1.5) экспоненциально зату-

хает и течение Куэтта–Пуазейля устойчиво по отношению к возмущениям данного вида, а для
 из (4.10) имеем  и течение Куэтта–Пуазейля неустойчиво.

5. СТРУКТУРА ВОЗМУЩЕНИЙ С ДВУМЯ КРИТИЧЕСКИМИ СЛОЯМИ,
ОДИН ИЗ КОТОРЫХ ГРАНИЧИТ С ВЕРХНЕЙ СТЕНКОЙ: 

Наличие особой точки ветвления  степенной функции , присутствующей в
выражении (4.10), показывает, что окрестность этой точки описывается иными асимптотиче-
скими разложениями по сравнению с примененными выше. Необходимо положить

(5.1)

Отличительная черта изучаемого здесь режима состоит в том, что в системе координат, свя-
занной с верхней стенкой, фазовая скорость волнового возмущения в соответствии с (5.1) близка
к нулю (имеет порядок σ4). Поэтому очевидно, что верхний критический слой соприкасается со
стенкой и поглощает верхний вязкий пристеночный слой. Рассматриваемая структура поля воз-
мущений диктует связь

(5.2)

Таким образом, считаем, что окрестность  совпадает с верхним пристеночным подслоем, в
то время как окрестность  и нижний пристеночный подслой разделены. Осуществляя проце-
дуру сращивания асимптотических разложений в указанных подобластях, получим

(5.3)

Взятие мнимых частей справа и слева в (5.3) порождает соотношение

(5.4)

Для  и, следовательно,  воспользуемся асимптотическими свойствами функ-
ции Эйри [18], показывающими, что в указанном пределе левая часть соотношения (5.4) эквива-
лентна величине . Следовательно, (5.4) приобретает форму

(5.5)
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Заметим, что соотношения (5.5) и (4.10) близки по своей структуре: выражение в правой части
(5.5) входит в качестве слагаемого в формулу (4.10), если в последней положить . Введен-
ная в настоящем разделе модификация асимптотических разложений позволяет, как видно из
(5.4), устранить особую точку ветвления  в дисперсионном соотношении (4.10).

Параметры нейтральных волновых возмущений удовлетворяют уравнению

(5.6)

получающемуся из (5.4) для .

6. СТРУКТУРА ВОЗМУЩЕНИЙ С ОДНИМ КРИТИЧЕСКИМ
И ДВУМЯ ПРИСТЕНОЧНЫМИ СЛОЯМИ 

Режим  принципиально отсутствует в течении Пуазейля и требует для своего описания
введения нормировки

(6.1)
отличающейся от (1.6) асимптотическим масштабом амплитуд волновых возмущений (1.5) в тер-
минах малого параметра σ. Из (1.4), (1.5), (6.1) вместо (1.7)–(1.9) имеем следующую систему
обыкновенных дифференциальных уравнений:

(6.2)

(6.3)

(6.4)

Предполагаемая в настоящем разделе структура пульсационного потока диктует следующую
связь:

(6.5)

Обозначая , в результате сращивания находим

(6.6)

Полученная зависимость (6.6) между параметрами , K,  естественно интерпретировать как
дисперсионное соотношение для собственных значений , K (при заданной ). Оказалось, что
в рассмотренном приближении волновые возмущения нейтральны, поскольку в соответствии с
(6.6) фазовая скорость  вещественна.

Мнимая часть фазовой скорости является величиной высшего порядка малости по сравне-
нию с вещественной частью и требует для своего определения еще одного приближения по ма-
лому параметру , поэтому положим

(6.7)

Здесь величина , очевидно, подчиняется уравнению (6.6). Сращивание членов высшего по-
рядка малости приводит к двум равенствам

(6.8)
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Для исключения постоянной  умножим первое из равенств (6.8) на  и сложим со вторым.
Тогда, выделяя в полученной сумме мнимую часть, выводим соотношение

(6.9)

Здесь  означает мнимую часть комплексной величины . Объединение формул
(6.5)–(6.9) представляет собой две части дисперсионного соотношения, записанного в парамет-
рическом виде

(6.10)

Остается заметить, что ,  в силу (6.1), (6.5). Функции ,  в (6.10) за-
даются выражениями (6.6), (6.9), причем отдельно для действительной и мнимой частей ком-
плексной фазовой скорости  сохранены главные приближения в разложениях по от-
рицательным степеням .

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Построена асимптотическая (число Рейнольдса ) теория четырех различных режи-

мов развития малых волновых возмущений стационарного течения в плоском канале с подвиж-
ными стенками (течения Куэтта–Пуазейля). Режимы отличаются разным взаимным расположе-
нием вязких пристеночных и критических слоев, что приводит к разной зависимости парамет-
ров задачи (относительной скорости стенок и параметров возмущения) от Re.

Найдены и проанализированы дисперсионные соотношения между параметрами, в частно-
сти применительно к нейтральным по времени возмущениям. Показано существование расту-
щих по времени возмущений, для которых течение Куэтта–Пуазейля неустойчиво.

В важном случае совпадения вязких пристеночных и критических слоев показана неедин-
ственность решения дисперсионного соотношения для нейтральных по времени возмущений,
когда волновое число возмущения оказывается многозначной функцией относительной скоро-
сти стенок.
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