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Получено аналитическое решение для остаточных напряжений и их энергии в упру-
го анизотропной двухкомпонентной пластинчатой структуре, где компоненты име-
ют идентичный тип упругой анизотропии, одинаковые или пропорциональные
упругие константы и совпадающие главные оси упругой анизотропии. Полученное
решение применено для анализа анизотропии упругой энергии таких кристалличе-
ских структур как рафт-структура γ/γ' монокристаллических никелевых жаропроч-
ных сплавов, многослойных эрозионностойких нанопокрытий ZrN/CrN и одно-
слойных покрытий различного типа. Показано, что фактор минимизации упругой
энергии остаточных напряжений оказывает существенное влияние на кристаллогра-
фическую ориентацию интерфейса в многослойных структурах и направление оси
ростовой текстуры покрытий.
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1. Введение. Большинство конструкционных и функциональных материалов явля-
ются гетерофазными, то есть состоящими из двух или более компонентов, различаю-
щихся по химическому составу и разделенных между собой поверхностями раздела.
При совмещении разнородных компонентов в них вследствие размерного несоответ-
ствия возникают остаточные напряжения, которые оказывают существенное влияние
на физико-механические свойства образованного компаунда. Остаточные напряже-
ния могут быть желательными или нежелательными. Например, растягивающие оста-
точные напряжения в более прочной фазе композиционного материала обеспечивают
более низкий уровень напряжений в менее прочной фазе при нагружении материала
внешней растягивающей нагрузкой. Классическим примером реализации такого
принципа упрочнения является предварительно напряженный железобетон. Однако в
большинстве случаев остаточные напряжения имеют отрицательный эффект и поэто-
му обычно компании-производители стремятся минимизировать уровень остаточных
напряжений в выпускаемых материалах и изделиях. Обзор, посвященный остаточным
напряжениям в конструкционных материалах, приведен в работе [1].
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Широким классом гетерофазных материалов являются периодические пластинча-
тые структуры, например, многофазные сплавы, такие как мартенситные, бейнитные
и перлитные стали [2], сплавы на основе γ-алюминида титана [3], направленно закри-
сталлизованные композиты Nb/Nb5Si3 [4], многослойные защитные покрытия [5] и
многие другие. Такие структуры могут формироваться в процессе кристаллизации ма-
териала (in-situ), путем последовательного нанесения его слоев, например, с исполь-
зованием аддитивных технологий и при других технологических процессах. При этом
возникающие остаточные напряжения могут не только непосредственно (механиче-
ски) влиять на макроскопические свойства материала, но и косвенно видоизменяя его
кристаллическую структуру и морфологию структурных составляющих, если процесс
происходит при высоких температурах, когда структура материала формируется путем
кристаллизации или диффузионно эволюционирует. Целью настоящей работы явля-
лось развитие аналитической модели, которая позволяет оценивать уровень остаточ-
ных напряжений и их энергию в двухкомпонентных пластинчатых структурах. При
этом рассматривается специальный случай пластинчатых структур, в которых компо-
ненты имеют одинаковый тип упругой анизотропии, равные или пропорциональные
упругие константы, а их главные оси упругой анизотропии совпадают. Полученные
аналитические зависимости применены для исследования анизотропии упругой энер-
гии пластинчатых кристаллических структур кубической сингонии, а именно: рафт-
структуры γ/γ', формирующейся в монокристаллах никелевых жаропрочных сплавов в
процессе высокотемпературной ползучести [6], многослойных эрозионностойких по-
крытиях, состоящих из множества нанослоев ZrN и CrN [5], и однослойных покрытий
различного типа, нанесенных на жесткую подложку.

2. Постановка задачи. На рис. 1 представлена модель рассматриваемой пластинча-
той структуры. Полагается, что структура состоит из множества периодически череду-
ющихся в направлении z слоев компонентов A и B постоянной толщины. Длина пла-
стин в направлениях x и y намного больше их толщины. Пластины жестко соединены
в плоскости интерфейса, при этом размерное несоответствие пластин δ в плоскости xy
компенсируются их упругими деформациями. Параметр δ определен следующим об-
разом: , где lA и lB – линейный размер нестесненных пластин A и B, то
есть в состоянии до их совмещения. Так как рассматривается структура многослойная
и она состоит из длинных пластин, то считается, что изгибные деформации и концевые
эффекты в этой структуре отсутствуют. Полагается, что компоненты A и B имеют оди-
наковый тип упругой анизотропии, главные оси их упругой анизотропии совпадают, а

упругие податливости равны . Отсюда и далее будем обозначать компо-
ненты матрицы упругих податливостей в главных осях упругой анизотропии большими
символами Sij, а в лабораторной системе xyz малыми sij. Задача настоящего аналитиче-
ского исследования состояла в получении решения для остаточных напряжений и упру-
гой энергии в данной структуре в предположении, что интерфейс А/В имеет произволь-
ную ориентацию по отношению к главным осям упругой анизотропии.

3. Основные уравнения и их решение. В отсутствие внешней нагрузки при произ-
вольном сечении модели пластинчатой структуры (рис. 1) плоскостями, перпендику-
лярными осям x, y и z, разделенные части объекта должны оставаться в равновесии.
Из сечения плоскостью, перпендикулярной z, следует, что все компоненты тензора
напряжений с индексом z должны быть равны нулю: .
То есть структура находится в плоском напряженном состоянии с , ,

. Из сечений плоскостями, перпендикулярными осям x и y, следуют
уравнения равновесия

(3.1)

( )δ = − /B A Al l l

= =A B
ij ij ijS S S

= = = = =σ σ σ σ σ 0zz zx xz zy yz

≠σ 0 xx ≠σ 0 yy

= ≠σ σ 0 xy yx

− + =σ (1 ) σ 0A B B B
xx xxf f
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Рис. 1. Модель двухкомпонентной пластинчатой анизотропной структуры.

A

A

A

A

B

B

B

x
y

z

(3.2)

(3.3)

где f B – объемная доля компонента B.
При жестком соединении пластин A и B вдоль осей x и y должны выполняться урав-

нения совместности линейных деформаций

(3.4)

(3.5)

а также угловых деформаций в плоскости xy

(3.6)

Учитывая только ненулевые компоненты тензора напряжений, по закону Гука полу-
чаем деформации

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

где sij – компоненты матрицы упругих податливостей в лабораторной системе коорди-
нат xyz (x = 1, y = 2, z = 3), а символ C принимает значения A или B.

Таким образом, имеется 12 линейных уравнений ((3.1)–(3.6) и (3.7)–(3.10)) × 2 от-

носительно 12-ти неизвестных , , , , ,  (C = A, B).
Решение данной системы уравнений имеет вид

(3.11)
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(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

где

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Деформация  и эффективный нормальный коэффициент Пуассона ν* могут
быть получены, исходя из соотношений (3.10), (3.13)–(3.21),

(3.22)

(3.23)

Таким образом, тензоры деформаций и напряжений могут быть записаны в следую-
щем виде

(3.24)

(3.25)

с компонентами , определяемыми соотношениями (3.13)–(3.21).
Следует отметить, что компоненты тензора деформаций, включая эффективный

коэффициент Пуассона ν*, инвариантны относительно поворота осей x и y в плоско-
сти пластин, в то время как компоненты тензора напряжений ориентационно зависи-
мы.

Удельная упругая энергия компонентов структуры определяется соотношением

(3.26)
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Рис. 2. Зависимость параметра R от объемной доли f B.
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Подставляя в (3.26) напряжения и деформации из (3.11)–(3.21), получаем

(3.27)

где

(3.28)

жесткость пластины при двухосной деформации.
Удельная упругая энергия структуры в целом равна

(3.29)

где  – упругая энергия отдельной пластины, двухосно деформированной с

деформацией δ, а  – функция объемной доли компонента В, изме-
няющаяся от 0 до 0.25, см. рис. 2.

Из рис. 2 видно, что рассматриваемая пластинчатая структура имеет максимальную
удельную упругую энергию, равную W/4, при равных объемных долях компонентов

. При стремлении объемной долей одного из компонентов к нулю на-
пряжения в ней повышаются, и ее удельная упругая энергия стремится к максималь-
ной предельной величине W. Однако, вклад этой компоненты в общую энергию
структуры, определяемый ее объемной долей, также стремится к нулю. Удельная
упругая энергия другого компонента стремится к нулю вследствие понижения в ней
уровня остаточных напряжений и, следовательно, общая упругая энергия структуры
стремится к нулю. Таким образом, структуры с близкими объемными долями компо-
нентов имеют бóльшую упругую энергию, тогда как структуры с сильно различающи-
мися объемными долями меньшую.

Все приведенные выше соотношения справедливы для двухкомпонентной пла-
стинчатой структуры с любым типом упругой анизотропии при условии идентичности
типов упругой анизотропии компонентов А и В, и равенства их упругих констант и
совпадения главных осей упругой анизотропии.
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Запись вышеприведенных формул упрощается, когда оси x и y совпадают с направ-
лением главных напряжений в плоскости xy, то есть когда  и, следовательно,

, см. (3.15). Как следует из (3.20), (3.21) этот случай реализуется для ориента-
ции, при которой выполняется условие:

(3.30)

При этом все формулы могут быть упрощены путем замены .
Упругие податливости sij в произвольной системе координат xyz можно выразить

через базовые упругие податливости Sij как , где  – углы Эйле-
ра, то есть соответственно углы прецессии, нутации и собственного вращения лабора-
торной системы координат по отношению к базовой кристаллографической. В рас-
сматриваемом случае ψ – это угол вращения осей x и y в плоскости пластины, то есть
вокруг оси z. Из физического смысла ясно, что энергия пластин (как и компоненты
тензора деформаций, см. (3.24)) определяется только двумя углами ϕ и θ, однако жест-
кости пластины и компоненты тензора напряжений, имеющие индексы x и y, зависят
от выбранной лабораторной системы координат xyz, то есть от угла ψ. При заданных ϕ
и  соотношение (3.30) определяет угол поворота ψ осей x и y вокруг z для ориентации
их вдоль осей главных напряжений в пластинах.

Далее будем рассматривать только случай, когда пластины A и B являются кубиче-
скими кристаллами.

4. Пластинчатая структура с кубической кристаллической решеткой. Как отмечалось
выше, энергия пластин W, определяемая ее двухосной жесткостью K, не зависит от ψ,
поэтому для простоты ниже будем рассматривать только такие системы координат xyz
для которых ψ = 0. Ориентационные преобразования компонент sij кубических кри-
сталлов при ψ = 0 приведены в приложении.

Для кубических кристаллов целесообразно анализировать изменение энергии  в
двух характеристических случаях, в которых ψ = 0, а ϕ имеет постоянное значение, 0°
или 45°, и поэтому величина W определяется только поворотом оси z (нормаль к по-
верхности пластин) на угол θ. При таком вращении z последовательно совпадет со
всеми низкоиндексными осями кубического кристалла.

Первый случай – когда ось x лабораторной системы координат совпадает с [100] (ϕ =
0), а две другие y и z поворачиваются в плоскости (001) на угол θ (см. рис. 3,а), второй
– когда ось x совпадает с  (ϕ = 45°), а y и z поворачиваются на угол θ в плоскости

 (см. рис. 3,b). Покажем, что в обоих случаях оси x и y совпадают с осями главных
напряжений, лежащими в плоскости xy. Ось z априори является осью главного напря-
жения  поскольку все напряжения, в том числе касательные, с индексом z равны
нулю.

Поскольку в рассматриваемых случаях ψ = 0, то для анализа можно использовать пре-
образования , приведенные в приложении. Из формул (6A), (7A)

видно, что компонента  и, поэтому соотношение (3.30) может быть за-
писано в виде

(4.1)

То есть (3.30) выполняется, когда . Поскольку , то 
при . Таким образом, условие (3.30) выполняется для обоих случаев, пока-
занных на рис. 3, и соотношение (3.28) для жесткости пластины K может записано
просто в упругих податливостях sij

= 0xyK

σ = 0C
xy

( ) ( )− + − =16 22 12 26 11 12 0s s s s s s

→βij ijs

( )= θ, φ, , ψij ijs f S θφ, , ψ

θ

W

[1 10]
( )1 10

σ zz

( )= θ =,φ, , ψ 0ij ijs f S

= − θ2
26 16coss s

( )− − θ − =2
16 22 12 11 12co ]s[ 0s s s s s

=16 0s = − ϕ θ16 /2sin4 coss S =16 0s
= ° ×φ 45 n
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Рис. 3. Поворот лабораторной системы координат xyz относительно кристаллографической. (а) Ось поворо-

та x совпадает с [100], . (b) Ось поворота x совпадает с , .

[001] [001]

[010] � = 45� [010]

(100) (110)

[100], x

z
z

y y

� �

[110], x

(a) (b)

=φ 0 [ ]1 10 = °φ 45
(4.2)

Для первого случая, подставляя упругие податливости из (1A)–(3A) и учитывая, что
, получаем

(4.3)

где  и  – соответственно, модуль Юнга и коэффициент Пуассона в
кристаллографической системе координат 001, а  – коэффициент упругой
анизотропии, – коэффициент анизотропии.

Для второго случая, подставляя упругие податливости из (1A)–(3A) и учитывая, что
, получаем

(4.4)

Характеристическими направлениями в кубической кристаллической решетке яв-
ляются низкоиндексные направления [001], [011] и [111]. Поэтому представляет инте-
рес рассмотреть случаи, когда ось z совпадает с этими направлениями, а оси x и y сов-
падают с другими низкоиндексными направлениями. Такими ортогональными систе-
мами координат являются ;  и ,
[111]. Первые две системы соответствуют случаю 1, описанному выше, то есть поворо-
ту системы координат xyz в плоскости (100), см. рис. 3,а, а третья система – случаю 2,
то есть повороту xyz в плоскости (1 0), см. рис. 3,b. Таким образом, во всех трех систе-
мах координат оси xyz совпадают с осями главных напряжений и полученные выше
формулы (3.18), (3.19), (3.23), (3.28) могут быть упрощены путем подстановки ,
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Таблица 1. Формулы для нормализованных упругих жесткостей , , K/E и эффек-
тивного коэффициента Пуассона ν* для низкоиндексных кристаллографических ориентаций

ν*

/xxK E /yyK E

  , ,x y z [ ] [ ] [ ]100 , 010 , 001 [ ] [ ] [ ]100 , 01 1 , 011 [ ] [ ] [ ]1 10 , 112 , 111

xxK
E − ν

1
1

+ ν −
− ν −2

1 /2
1 /2

A
A − ν −

1
1 /3A

yyK
E − ν

1
1

+ ν
− ν −2

1
1 /2A − ν −

1
1 /3A

K
E − ν

2
1

( )+ ν −
− ν −2

2 1 /2

1 /2

A

A − ν −
2

1 /3A

ν
− ν
2

1
( )ν + ν − −

− ν −2
2 1 /2 /2

1 /2

A A

A

( )ν −
− ν −

2 /3
1 /3

A
A

а упругая жесткость Kxy и касательное напряжение  равны нулю. Проводя данную
подстановку и используя ориентационные преобразования  из
приложения были получены формулы для нормализованных упругих жесткостей

, , K/E, и эффективного коэффициента Пуассона ν*, см. табл. 1. Следует
отметить, что формулы для K/E и ν*, в отличие от формул для  и , зависят
только от направления , поэтому ниже будем использовать обозначение

.
На рис. 4 представлена зависимость нормализованных упругих жесткостей ,

 и  от коэффициента упругой анизотропии A и коэффициента Пуассона
ν, аналогично диаграмме , предложенной авторами ранее в работе [7]. Видно, что
величины упругих жесткостей K001, K011 и K111 повышаются как с изменением A от от-
рицательных значений до предельного положительного значения  (при дан-
ном ν), так и при увеличении  от нуля до предельного значения 0.5. Причем при
стремлении ν → 0.5 и A → 1.5, то есть к углу диаграммы  величины упругих жест-
костей K011 и K111 стремятся к бесконечности поскольку знаменатели формул для K011 и
K111 стремятся к нулю. Соотношение величин , и  определяется знаком A.
При A < 0 выполняется неравенство , при  все жесткости равны

, а при A > 0 неравенство меняет знак . Независимо
от знака A различие между величинами K001, K011 и K111 увеличивается с повышением .

5. Применение полученного решения для реальных структур. Полученное решение
было применено для анализа анизотропии энергии остаточных напряжений в двух-
компонентных пластинчатых структурах следующих типов: в рафт-структуре γ/γ' мо-
нокристаллических никелевых жаропрочных сплавов и в многослойных эрозионно-
стойких покрытиях, состоящих из множества чередующихся нанослоев ZrN и CrN.

Никелевые жаропрочные сплавы имеют двухфазную γ/γ'-микроструктуру, где мат-
рицей является сложнолегированный γ-твердый раствор никеля (ГЦК, кубическая
структура А1), а упрочнителем – дисперсные γ'-выделения (фаза на основе интерме-
таллида Ni3Al с упорядоченной кубической структурой L12). Кристаллические решет-
ки γ- и γ'-фаз подобны, так как в обоих фазах атомы расположены в узлах ГЦК-решет-
ки со структурой А1, при этом γ- и γ'-решетки имеют одинаковую кристаллографиче-
скую ориентацию, то есть для них выполняется следующее ориентационное

σС
xy

( )= θ =,φ, , ψ 0ij ijs f S

/xxK E /yyK E
/xxK E /yyK E

[ ]=z hkl
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Рис. 4. Зависимость нормализованных упругих жесткостей ,  и  от коэффициента
упругой анизотропии A и коэффициента Пуассона ν.
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соотношение  и . Рафт-структура γ/γ' формируется в ни-
келевых жаропрочных сплавах в процессе высокотемпературной ползучести вслед-
ствие направленной коалесценции дисперсных выделений γ'-фазы. В результате этого
процесса образуется периодическая структура, состоящая из протяженных γ- и γ'-пла-
стин, разделенных (001) ориентированными интерфейсами. Образующиеся γ'-пласти-
ны термодинамически стабильны и эффективно тормозят движение деформационных
дислокаций, таким образом многократно замедляя скорость ползучести сплава. Од-
ним из факторов высокой термодинамической стабильности (001) ориентированной
рафт-структуры является ее низкая удельная упругая энергия . В настоящей работе
рассчитывали упругую энергию остаточных (мисфитных) напряжений в рафт-струк-
туре [001] монокристаллов никелевого жаропрочного сплава CMSX-4 [8] после 150 ча-
сового испытания на ползучесть при температуре 1100°C и напряжении 120 МПа, про-
веденного в работе [9]. Для расчета  требуются следующие данные для сплава
CMSX-4, соответствующие условиям испытаний: упругие податливости Sij γ- и γ'-фаз,

объемная доля γ'-фазы , и размерный мисфит γ- и γ'-пластин . Согласно [10] Sij γ-
и γ'-фаз очень близки и при 1100°C равны S11 = 14.27 ТПа–1, S12 = –6.01 ТПа–1, S44 =

= 11.51 ТПа–1 и производные от них E = 70.1 ГПа, ν = 0.421 и A = +1.02; (1100°C) =
= 60.1% об. Размерный мисфит γ- и γ'-пластин  в состоянии после ползучести являет-
ся суммой мисфита кристаллических решеток изолированных γ- и γ'-фаз δ0, и дефор-
мационного мисфита , обусловленного существенно большей пластической дефор-
мацией менее прочной γ-фазы, чем упрочняющей γ'-фазы. Согласно результатам из-

{ } { }γ γ '001 001 γ γ    '100 100

W

W

γ 'f δ

γ 'f
δ

δd
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Рис. 5. Представление ориентационной зависимости упругой энергии рафт-структуры γ/γ' 

сплава CMSX-4 в сферической системе координат.

[111]

[011]

[001]

( )= θφ,W f
мерений методом нейтронной дифракции δ0 сплава CMSX-4 при 1000°C равен –0.22%
[11], а согласно рентгеноструктурным исследованиям  сплава CMSX-4 после ука-
занного выше испытания на ползучесть равен +0.31% [9]. Таким образом, результиру-
ющий размерный мисфит δ = –0.22% + 0.31% = +0.09%.

На рис. 5 показан 3D-график ориентационной зависимости , рассчи-
танный с использованием вышеуказанных численных характеристик сплава CMSX-4.
Видно, что при представлении в сферической системе координат поверхность

 имеет форму куба с вогнутыми внутрь гранями. Диагонали куба, вдоль
которых  имеет максимальное значение, совпадают с кристаллографическими на-
правлениями 111, а впадины на гранях куба, где  минимально, совпадают с на-
правлениями 001. Кристаллографические направления 011 проходят через середи-
ну ребер куба, где  имеет промежуточное значение.

Более детально ориентационная зависимость упругой энергии может быть проана-
лизирована в плоских сечениях поверхности , как представлено на рис. 6.
Зависимости  и , соответствующие сечениям (100) и

, построены в полярных координатах с использованием формул (3.27), (3.29),
(4.3), (4.4). Из рис. 6 видно, что в этих сечениях лежит множество низкоиндексных на-
правлений, которые обычно представляют наибольший интерес. Из рис. 6,а, зависи-
мость , и рис. 6,b, зависимость , видно, что энергия
рафт-структуры сильно анизотропна. Минимально ее значение 2.35 ⋅ 104 Дж/м3 соот-
ветствует нормали [001] к плоскости интерфейса γ/γ', максимальное 5.68 ⋅ 104 Дж/м3 (в
2.4 раза выше, чем для [001]) соответствует нормали [111] и промежуточное значение
5.06 ⋅ 104 Дж/м3 (в 2.2 раза выше, чем для [001])) соответствует нормали [011]. Очевид-
но, что такая сильная анизотропия упругой энергии рафт-структуры стабилизирует ее
в низкоэнергетической (001) ориентации, что оказывает положительный эффект на
сопротивление ползучести [001] монокристаллов никелевых жаропрочных сплавов
при высоких температурах.

δd

( )= θφ,W f

( )= θφ,W f
W

W

W

( )= ϕ θ,W f
( )= = θφ 0,W f ( )= = ° θφ 45 ,W f
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( )= =φ 0,θW f ( )= = ° θφ 45 ,W f



146 ЛИСОВЕНКО, ЕПИШИН

Рис. 6. Представление ориентационной зависимости упругой энергии рафт-структуры γ/γ' 

сплава CMSX-4 в полярной системе координат. (а) Вращение на угол θ вокруг оси [100], сечение (100),  =

0°. (b) Вращение на угол θ вокруг оси [1 0], сечение ,  = 45°.
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Покрытия нитридов переходных металлов имеют высокую температуру плавления,
высокую твердость, отличную физическую и химическую стабильность, что позволяет
использовать эти покрытия для защиты деталей. Такие покрытия наносят методом
ионно-плазменного напыления, в процессе которого образуются текстурированные
покрытия с высокими остаточными напряжениями. Служебные свойства покрытий
существенным образом зависят от кристаллографического направления их текстуры,
которое определяется рядом факторов, таких как анизотропия скорости роста кри-
сталлов, анизотропия энергии остаточных напряжений, кристаллографическая ори-
ентация подложки и др. В настоящий работе будем рассматривать только фактор ани-
зотропии энергии остаточных напряжений применительно к перспективным много-
слойным эрозионностойким покрытиям ZrN/CrN, состоящим из чередующихся
нанослоев ZrN и CrN. Оба эти нитрида имеют кубическую кристаллическую решетку
B1, структура типа NaCl. Для расчета энергии остаточных напряжений, как и выше-
приведенном примере, требуются упругие податливости слоев Sij, объемная доля одного
из слоев, например, CrN, и размерное несоответствие слоев δ. Согласно результатам работ

[12, 13] упругие податливости ZrN и CrN близки и соответственно равны:  =

= 2.26 ТПа–1,  = –0.355 ТПа–1,  = 7.25 ТПа–1 для ZrN [12] и  = 2.1 ТПа–1,  =

= –0.27 ТПа–1,  = 10 ТПа–1 для CrN [13]. Далее в расчетах будем использовать вели-

чины упругих податливостей, усредненные как :  = = 2.18 ТПа–1,
 = –0.312 ТПа–1, = 8.62 ТПа–1 и производные от них E = 459 ГПа, ν = 0.143 и A =

= –0.834. В работе [5] методом рентгеноструктурного анализа исследовали напылен-
ное покрытие ZrN/CrN и получили следующие значения остаточных напряжений:

= –550 МПа для слоя и ZrN и  = +290 МПа для слоя CrN. Подставляя данное
значение в уравнение равновесия (3.1), получаем объемную долю слоя CrN: f CrN =

=  = –550 МПа/(–550 МПа – 290 МПа) ≈ 65% об. Размерный мисфит δ в

покрытии ZrN/CrN может быть оценен по формуле (3.13) как . Согласно
работе [14] преимущественным направлением текстуры покрытия ZrN/CrN является

Zr
11S

Zr
12S Zr

44S Cr
11S Cr

12S
Cr
44S

= +ZrN CrN /2( )ij ij ijS S S 11S

12S 44S

Zrσ xx
Crσ xx

−Zr Zr Crσ / σ( )σxx xx xx

δ = Zr CrNσ /xx xxf K
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Рис. 7. Представление ориентационной зависимости упругой энергии  многослойного эрози-

онностойкого нанопокрытия ZrN/CrN в сферической системе координат.
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[011]

[001]

( )= θφ,W f
[111], поэтому используя соответствующую формулу для Kxx из табл. 1, выражение для

δ может быть записано в виде . Подставляя сюда чис-
ленные значения получаем δ ≈ –0.21%, то есть в нестественном состоянии слои ZrN
длиннее чем слои CrN. Это согласуется с тем фактом, что размер элементарной ячей-
ки ZrN больше чем CrN [5].

На рис. 7 показан 3D-график ориентационной зависимости , рассчи-
танный с использованием вышеуказанных численных характеристик многослойного
покрытия ZrN/CrN. Видно, что при представлении в сферической системе координат
поверхность  имеет форму близкую к октаэдру. Диагонали октаэдра, вдоль
которых  имеет максимальное значение, совпадают с кристаллографическими на-
правлениями 001, а нормали на граням октаэдра, где  минимально, совпадают с
направлениями 111. Кристаллографические направления 011 проходят через сере-
дину ребер октаэдра, где  имеет промежуточное значение.

На рис. 8 ориентационная зависимость упругой энергии многослойного покрытия
ZrN/CrN представлена в полярной системе координат, на рис. 8а – зависимость

, соответствующая сечению 3D-графика на рис. 7 плоскостью (100), и
на рис. 8b – зависимость , соответствующая сечению 3D-графика
плоскостью . Видно, что упругая энергия многослойного (111) ориентированного
покрытия ZrN/CrN на порядок выше, чем упругая энергия (001) ориентированной
рафт-структуры сплава CMSX-4, что объясняется как большим по абсолютной вели-

чине размерным мисфитом,  ≈ 0.21% против  ≈ 0.09%, так и значи-

тельно большей жесткостью слоев нитридов,  ≈ 720 ГПа против  ≈
≈ 121 ГПа. В отличие от рафт-структуры сплава CMSX-4 с положительным коэффи-

циентом анизотропии A = +1.02, для которого выполняется неравенство  <

<  < , для многослойного покрытия ZrN/CrN с отрицательным ко-
эффициентом анизотропии A = –0.834 выполнятся обратное неравенство

( )= × − ν −Zr CrNδ σ / 1 /3 /xx E A f

( )= θφ,W f

( )= θφ,W f
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( )= = ° θφ 45 ,W f

( )1 10

δZrN/CrN| | −δCMSX 4
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001K
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001W
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Рис. 8. Ориентационная зависимость упругой энергии  многослойного покрытия ZrN/CrN в

поляной системе координат. (а) Вращение на угол θ вокруг оси [100], сечение (100),  = 0°. (b) Вращение на

угол θ вокруг оси [1 0], сечение ,  = 45°.

50

0
18.4 25.2

35.3

43.3

54.7

64.8

70.5

76.7

90.0

26.6
33.7

45.0

56.3

63.4

71.6

90.0

40

30

20

10

0 10 20 30 40
[100] [110]

50

50

0

40

30

20

10

0 10 20 30 40 50

[0
01

]

[0
01

]

[0
13

]

[1
13

]

[1
12

]
[223

]

[11
1]

[332]

[221]

[331]

[0
12

]

[0
23

]

[01
1]

[032]

[021]

[031]

W, 104 � J/m3 W, 104 � J/m3

(a) (b)

�, � �, �

( )= θφ,W f
φ

1 ( )1 10 φ
. Кроме того, степень анизотропии упругой энергии
покрытия ZrN/CrN значительно меньше, чем для сплава CMSX-4, характеристическое

отношение энергий для покрытия ZrN/CrN равно  ≈ 1.3, тогда как

для сплава CMSX-4 обратное характеристическое отношение равно  ≈
≈ 2.4. Такая низкая анизотропия упругой энергии покрытия ZrN/CrN возможно явля-
ется причиной того, что при определенных условиях напыления покрытия может пре-
обладать не фактор упругой энергии, а фактор ростовой анизотропии (более быстрый
рост кубических кристаллов в направлении [001]), в результате чего в покрытиях
ZrN/CrN, как и в ряде других нитридных покрытий, образуется не [111] ориентиро-
ванная текстура, а текстуры с осями [113] или [001] [14–16], то есть происходит пово-
рот оси текстуры в последовательности [111] → [113] → [001], как показано дуговой
стрелкой на рис. 8,b.

Упругое решение, полученное для двухкомпонентных структур, справедливо и для од-
нослойных покрытий, если величину R(f B) в формуле (3.29) положить равной 1. Поэтому
в настоящей работе с использованием полученного решения была также проанализирова-
на анизотропия упругой энергии нескольких однослойных покрытий, нанесенных раз-
личными методами. Поскольку для большинства представленных в литературе покрытий
размерный мисфит  не известен, анализировалась только величина нормализованной
жесткости K/E, которая напрямую связана с энергией W. На рис. 9 представлены ориента-
ционные зависимости нормализованной жесткости K/E для трех типов покрытий: медно-
го Cu, вольфрамового W и покрытия из нитрида титана TiN. Расчет зависимостей осу-
ществляли по формулам (4.3), (4.4) с использованием литературных данных для упругих
податливостей, для Cu и W из [17], и для TiN из [18]. Из рис. 9 видно, что для медного по-
крытия с положительным коэффициентом упругой анизотропии  выполняется

неравенство , для покрытия TiN c  справедли-

во обратное неравенство  > , а для вольфрамового по-

крытия с  величина K/E практически изотропна, .

> >ZrN/CrN ZrN/CrN ZrN/CrN
001 011 111W W W

ZrN/CrN ZrN/CrN
001 111/W W

− −CMSX 4 CMSX 4
111 001/W W

δ

= +0.98A

< <Cu  Cu u  Cu u  Cu
001 011 111/ / /C CK E K E K E = −2.01A

TiN  TiN
001 /K E >TiN  TiN TiN  TiN

011 111/ /K E K E

≈ 0A ≈ ≈W   W W   W W   W
001 011 111/ / /K E K E K E



149АНИЗОТРОПИЯ ЭНЕРГИИ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ

Рис. 9. Ориентационные зависимости нормализованной жесткости  для трех типов покрытий –
Cu (красные линии), W (синие линии) и TiN (зеленые линии). (а) – поворот осей x и y в плоскости (100).

(b) – поворот осей x и y в плоскости .
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Как следует из графика на рис. 4 соотношение величин нормализованных упругих
жесткостей покрытий  и , а, следовательно, и их упругих энергий W001 и
W111, зависит от знака и величины коэффициента упругой анизотропии A, и величины
коэффициента Пуассона ν. Поэтому следует ожидать корреляцию кристаллографиче-
ского направления текстуры покрытий с величинами этих упругих характеристик. Для
анализа этой корреляции для ряда покрытий был построен 3D-график, на котором го-
ризонтальные оси показывают величины  и  материала покрытия, а вертикальная
ось – соответствующее отношение . Видно, что покрытия с положительным
A (Ni, Cu, Ta), для которых отношение , показывают преимущественно
текстуру 001, тогда как покрытия с отрицательным A (Cr, CrN, TiN, ZrN), для кото-
рых отношение , показывают преимущественно текстуру 111. Для по-
строения данного графика использовались данные из следующих литературных ис-
точников: упругие константы для Ni, Cu, Ta и Cr из [17], TiN из [18], CrN из [13] и ZrN
из [12]; данные о преимущественной ориентации текстуры для Ni из [19, 20], Cu из
[20], Ta из [21], Cr из [20], CrN из [22], TiN из [15, 16] и ZrN из [16].

6. Упругая анизотропии с условием . Рассмотрим кратко в данном разделе
пластинчатую структуру, аналогичную рассмотренной ранее в разделе 3, но не с рав-
ными упругими податливостями компонентов, а с пропорциональными, то есть для

которых выполняется соотношение . Поскольку упругие податливости в ла-
бораторной системе координат sij связаны с Sij линейной однородной связью, то для

них справедливо аналогичное соотношение . Такое же соотношение следует

из (3.21) для : . Используя соотношение  и (3.1)–(3.10), получаем
формулы для компонент тензора деформаций и тензора напряжений, аналогичные
(3.11)–(3.15), (3.22)

(6.1)

(6.2)

001/K E 111/K E

A ν
111 001/K K

>111 001/ 1K K

<111 001/ 1K K

=A B
ij ijS kS

=A B
ij ijS kS

=A B
ij ijs ks

βij =β βA B
ij ijk =A B

ij ijs ks

ε = ε = α δC C C
xx yy

ε = 0C
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(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

Однако величины сомножителей αC здесь другие

(6.7)

(6.8)

Упругие жесткости ,  и  могут быть рассчитаны, используя формулы, ана-
логичные (3.18)–(3.21)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

При этом для упругих жесткостей выполняются соотношения пропорциональности

(6.13)

(6.14)

(6.15)

Формула для эффективного нормального коэффициента Пуассона ν* имеет вид, по-
добный (3.23)

(6.16)

Причем в силу пропорциональной связи  величина ν* не зависит от того ка-

кие  используются в расчете,  или .
Удельная упругая энергия компонентов структуры определяется соотношением

(3.26) и записывается как

(6.17)

σ = α δC С C
xx xxK

σ = α δC С C
yy yyK

σ = α δC С C
xу xyK

ε = −ν α δ*C C
zz

( )
α =

+ −1 1

B
A

B
kf

k f

( )
−α =

+ −
1

1 1

B
B

B
f
k f

C
xxK C

yyK C
xyK

β − β=
β β − β

22 12
2

11 22 12

 
( )

C C
C
xx C C CK

β − β=
β β − β

11 12
2

11 22 12

 
( )

C C
C
yy C C CK

β − β + β − β=
β β − β

16 22 12 26 11 12
2

66 11 22 12

( )
( (

( )
) )

C C C C C C
C
xy C C C C

s sK
s

= − 6 6

66

β
C C

C C i j
ij ij C

s s
s

s

=B A
xx xxK kK

=B A
yy yyK kK

=B A
xy xyK kK

β β − β + β β − βν = −
β β − β

13 22 12 23 11 12
2

11 22 12

( )
( )

( )*
C C C C C C

C C C

=β βA B
ij ijk

βij βA
ij βB

ij

= α δ 21 ( )
2

C С CW K



151АНИЗОТРОПИЯ ЭНЕРГИИ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ
(6.18)

Здесь KC жесткость соответствующей пластины (A или B) при двухосной деформации,
при этом как и для других жесткостей для KA и KB справедливо соотношение

(6.19)

Согласно (3.29), (6.7), (6.8) и (6.17) удельная упругая энергия структуры в целом равна

(6.20)

В случае k = 1 или  формулы, представленные в данном разделе, будут
иметь вид формул, приведенных в разделе 3.

7. Выводы. Получено аналитическое решение для остаточных напряжений и их
энергии в периодической двухкомпонентной пластинчатой структуре, где компонен-
ты имеют идентичный тип упругой анизотропии, одинаковые или пропорциональные
упругие константы и совпадающие главные оси упругой анизотропии. Полученное
решение применено для анализа анизотропии упругой энергии таких кристалличе-
ских структур как рафт-структура γ/γ' монокристаллических никелевых жаропрочных
сплавов, многослойных эрозионностойких нанопокрытий ZrN/CrN и однослойных
покрытий различного типа. Показано, что сильная анизотропия упругой энергии ста-
билизирует низкоэнергетическую (001) ориентацию рафт-структуры [001] монокри-
сталлов никелевых жаропрочных сплавов. Анизотропия упругой энергии многослой-
ных нанопокрытий ZrN/CrN не столь сильно выражена, поэтому преимущественное
направление текстуры покрытия [111], соответствующее наименьшей упругой энер-
гии, может изменяться на [113] или [001] в зависимости от условий нанесения покры-
тий. В целом для покрытий наблюдается корреляция кристаллографического направ-
ления их текстуры и анизотропии упругой энергии, характер которой определяется
величинами коэффициента упругой анизотропии  и коэффициента Пуассона ν.

Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда (проект
№ 22-29-01200).

Приложение. Ниже приведены ориентационные зависимости упругих податливо-
стей кубического кристалла , где ϕ, θ и ψ – углы Эйлера. В на-
стоящей работе рассматриваются только такие ориентации, для которых ψ = 0. При-
веденные формулы могут быть получены как с использованием общего преобразова-
ния упругих податливостей, описанное в [23], так и специального упрощенного
преобразования для кубических кристаллов, предложенного в [24]. Матрица преобра-
зования в углах Эйлера представлена в [25].

(1A)

(2A)

(3A)

(4A)

β + β − β= + =
β β − β
11 22 12

2
11 22 12

2
( )

C C C
С C C

xx yy C C CK K K

=B AK kK

+ − −= − + = ( 1 )(1 )(1 )
B B

B A B B A
B

k f fW f W f W W
kf

= =A B
ij ij ijS S S

A

( )= θ =,  φ, , ψ 0ij ijs f S

= − 2
11 11 sin 2φ

2
Ss S

= − θ + θ2 4 2
22 11 (sin 2φcos sin 2 )

2
Ss S

= + θ2 2
12 12 sin 2φcos

2
Ss S

= + θ2 2
13 12 sin 2φsin

2
Ss S



152 ЛИСОВЕНКО, ЕПИШИН

Рис. 10. Корреляция преимущественной ориентации текстуры покрытий кубических металлов и нитридов с
их упругими характеристиками ν и A. Сравни с графиком на рис. 4.
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