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Приводятся результаты расчетов напряженно-деформируемых состояний упруго-
вязкопластического материала, содержащего одиночный цилиндрический дефект
сплошности и нагружаемого внешним давлением. Гидростатическое давление на
поверхности, удаленной от дефекта, первоначально возрастает, некоторое время вы-
держивается постоянным и затем постепенно падает до нуля. Процесс всесторонне-
го сжатия оставляет после разгрузки в окрестности дефекта сплошности сформиро-
ванные уровень и распределение остаточных напряжений. Рассчитывается измене-
ние таких напряжений при повторном нагружении и разгрузке. Интенсивность и
характер повторного нагружения считаются идентичными первоначальным. Расче-
ты проводятся в рамках поставленной одномерной задачи теории больших деформа-
ций. Материал полагается несжимаемым. Учитывается развитие областей вязкопла-
стического течения в активной части процесса и затухание их при разгрузке. Оцени-
ваются изменения в геометрических размерах эволюционирующего дефекта.
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1. Введение. Дефекты сплошности в форме микропор или микротрещин неизбежно
присутствуют в материалах металлоизделий. В условиях эксплуатации изделий дефек-
ты могут увеличиваться в размерах, могут возникать новые. Это приводит к развитию
дефектной структуры материала. Учет подобных обстоятельств в механике связывают
со специальным параметром состояния, называемым повреждаемостью, и таким спо-
собом устанавливают подход к изучению длительной прочности материалов. Разру-
шение, связанное с эволюцией дефектной структуры, получило описание в пионер-
ских работах Ю.Н. Работнова [1] и Л.М. Качанова [2]. Данное научное направление
остается значимым и развивающимся в настоящее время [3–5]. Достаточно полный
обзор результатов, полученных в этой области исследований, содержится в [6].

С другой стороны, также отмечалось упрочнение материалов при их обработке по-
вышенным уровнем гидростатического сжатия [7–11]. Объяснялся данный эффект
явлением “залечивания” микродефектов сплошности за счет интенсивного воздей-
ствия на материал всесторонним давлением. Попытки в расчетах этого явления [10–
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13] приводили к задачам теории больших упругопластических деформаций, так как в
окрестности дефекта перемещения сравнимы с его геометрическими размерами и по-
этому деформации невозможно принять малыми. Показательными для дальнейшего
являются результаты расчетов в одномерной задаче о всестороннем сжатии упруго-
пластического материала с одиночным дефектом сплошности [14, 15]. Наблюдался
эффект “приспособляемости” дефекта к циклическим нагружениям по типу “нагруз-
ка–разгрузка”, когда после каждой разгрузки размер дефекта, уровень и распределе-
ние в его окрестности остаточных напряжений повторялись. Объяснялось это пара-
доксальное обстоятельство тем, что в расчетах использовалась математическая модель
идеальной упругопластической среды. Считалось, что отказ от идеальности пластиче-
ского течения приведет либо к развитию дефекта, либо к его “залечиванию”. Здесь от-
кажемся от идеальности упругопластического деформирования, добавив в диссипа-
тивные свойства материала вязкое сопротивление пластическому течению. Использу-
емая математическая модель также как и в [14, 15] будет опираться на определение
обратимых и необратимых деформаций с помощью дифференциальных уравнений их
изменения [15–17]. Из-за возрастания объема вычислений ограничимся только двумя
шагами, когда при первоначальном нагружении и разгрузке в окрестности дефекта со-
здается поле остаточных напряжений, а при повторном таком же нагружении и раз-
грузке происходит его изменение. Это позволит проследить за направлением таких
изменений, включая начало в эволюции размера дефекта.

2. Основные соотношения модели. В модели больших деформаций тензоры обрати-
мых e и необратимых p деформаций определяются дифференциальными уравнениями
их изменения (переноса) [15]

(2.1)

В данных зависимостях  – вектор скорости,  – тензор скоростей изменения не-
обратимых деформаций. Второе уравнение (2.1) определяет объективную производ-
ную по времени, обеспечивающую геометрическую корректность кинематики дефор-

мируемой среды. Когда , тензор необратимых деформаций p остается неизмен-
ным, а его компоненты изменяются в соответствии со вторым уравнением (2.1), что
характерно для процесса разгрузки.

Тензор полных деформаций Альманси d согласно (2.1) имеет вид

(2.2)

Из (2.2) следует, что тензор e является линейной частью тензора обратимых дефор-

маций . Но в качестве меры обратимых деформаций будем использовать
тензор e, для которого записано первое уравнение изменения (2.1).

Будем считать материал несжимаемым. Тогда из закона сохранения энергии следу-
ет, что напряжения в материале полностью определяются обратимыми деформациями
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(2.3)

Здесь  и  – неизвестные функции добавочного гидростатического давления; I –
единичный тензор;  – упругий потенциал;  – плотность материала в его
свободном состоянии;  – термодинамический потенциал (плотность распределения
свободной энергии), для которого принимается гипотеза о его независимости от тен-
зора необратимых деформаций p. Для изотропного деформируемого материала разло-
жим упругий потенциал в ряд Маклорена

(2.4)

В зависимостях (2.4)  – модуль сдвига, , , ,  – другие механические постоян-
ные.

В качестве поверхности нагружения примем обобщенное условие пластического
течения Треска–Сен-Венана [18]

(2.5)

следствием которого является ассоциированный закон пластического течения [18, 19]

(2.6)

В соотношениях (2.5) и (2.6) ,  – главные значения тензоров напряжений и ско-
ростей пластических деформаций; k – предел текучести;  – коэффициент вязкого со-
противления пластическому течению.

3. Постановка задачи. Упругое равновесие. Рассмотрим краевую задачу о поведении
дефекта сплошности в деформируемом материале в условиях приложения к нему по-
вторных нагрузок. Так как нагружаемая поверхность материала значительно превос-
ходит размеры дефекта сплошности, то деформирование можно считать одномерным,
а за границу этого дефекта можно принять круговую цилиндрическую поверхность
первоначального радиуса . Также считаем, что граничное воздействие осуществляет-
ся на цилиндрической поверхности первоначального радиуса  ( ). Пусть ма-
териал продеформирован при следующих граничных условиях
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Здесь  – радиальная компонента тензора напряжений в цилиндрической системе
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ностей в условиях равновесия. В рассматриваемых условиях получаем, что вектор пе-
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поверхностях для нее получаем
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(3.3)

Из условия несжимаемости среды и зависимостей (3.3) следует дифференциальное
уравнение для компоненты перемещения

(3.4)

Решая уравнение (3.4) с предположением, что точки граничных поверхностей с
первоначальными координатами  и  в текущий момент времени имеют ко-
ординаты  и  соответственно, найдем

(3.5)

Из (3.3) и (3.5) для компонент тензора деформаций Альманси следует

(3.6)

Для ненулевых компонент тензора напряжений получим следующие зависимости
из (2.3) и (2.4)
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С учетом зависимостей (3.6) для компонент деформаций из (3.7) определим напря-
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(3.8)

Для вычисления неизвестной функции  воспользуемся уравнением равно-
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Интегрируя уравнение (3.9) с учетом (3.8), для компонент напряжений и функции P
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(3.10)

При записи (3.10) использовалось второе граничное условие (3.1), в котором r* за-
менено на s0. Обозначение s0 введено для крайнего значения радиуса внутренней по-
верхности, соответствующего давлению p0 на внешней поверхности, при котором на
внутренней граничной поверхности впервые выполнится условие пластичности (2.5)
в виде

(3.11)

Второе уравнение (3.11) служит для нахождения значения s0. Значение нагружаю-
щего давления p0, при котором на внутренней поверхности впервые выполнится усло-
вие пластического течения, следует из первого соотношения (3.10) и первого краевого
условия (3.1) в виде :

(3.12)

4. Вязкопластическое течение при возрастающем и постоянном нагружающем давле-
нии. В состоянии упругого равновесия под действием давления  деформируе-
мый материал находится до момента времени t = 0. Далее с момента времени t = 0 нач-
нем увеличивать внешнее давление. Таким образом, граничные условия задачи при-
мут вид

(4.1)

При увеличении давления p(t) от внутренней граничной поверхности  рас-
тет область , в которой происходит вязкопластическое течение. Упру-
гопластическая граница  отделяет расширяющуюся область течения от обла-
сти , в которой материал деформируется обратимо. Во всей области
вязкопластического течения выполняется условие пластичности (2.5) в форме

(4.2)

Уравнение равновесия (3.9) при  заменим уравнением движения среды

(4.3)

Здесь  – отличная от нуля компонента вектора скорости. Для нее и ее произ-
водной по времени из соотношений (2.1) и (3.5) следуют зависимости

(4.4)

Тогда уравнение (4.3) с учетом (4.4) примет вид
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Интегрируя уравнение движения (4.5) в области обратимого деформирования
 и учитывая первое граничное условие (4.1), найдем компоненты на-

пряжений

(4.6)

В области течения  из (2.4) для компонент напряжений следуют со-
отношения

(4.7)

Из зависимостей (2.2), (3.6) и (4.7) получим

(4.8)

Проинтегрируем уравнение движения (4.5) в области вязкопластического течения
 с учетом третьей зависимости (4.8) и второго граничного условия (4.1)

и найдем компоненту напряжений , исключив неизвестную функцию 

(4.9)

Из зависимостей (2.1) следуют соотношения

(4.10)

Зависимости (4.2), (4.8) и (4.10) приводят к дифференциальному уравнению отно-
сительно компоненты необратимых деформаций prr

(4.11)

На упругопластической границе  выполняется следующее из условия не-
прерывности напряжений соотношение , сравнивая которое со вторым
уравнением (3.11), получим соотношение для 

(4.12)

Из условия непрерывности компоненты тензора напряжений  на упругопласти-
ческой границе  и зависимостей (4.6) и (4.9) следует интегро-дифференциаль-
ное уравнение для функции 

(4.13)

Начальными условиями для уравнения (4.13) являются следующие условия

(4.14)
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Система уравнений (4.11)–(4.14) относительно неизвестных функций prr, m(t) и 
была решена численно при помощи конечно-разностного метода.

В области обратимого деформирования из (2.2) и (3.6) найдем компоненты тензора
обратимых деформаций

(4.15)

Соотношения (2.2), (3.6) и (4.10) позволяют получить зависимости для компонент
тензора обратимых деформаций в области вязкопластического течения

(4.16)

В некоторый момент времени t1 зафиксируем внешнее нагружающее давление на
значении  и положим, что оно далее остается постоянным. Такое изменение
режима нагружения не приводит к существенным изменениям деформационной кар-
тины. Все соотношения данного раздела продолжают выполняться и в этом случае.

5. Торможение течения при уменьшающемся давлении. В момент времени  нач-
нем уменьшать давление на внешней границе  по закону

(5.1)

Уменьшение давления (5.1) приводит к тому, что в деформируемом материале по-

является область разгрузки , в которой . При этом компоненты
тензора необратимых деформаций  продолжают изменяться согласно второму урав-
нению (2.1). Новая упругопластическая граница  отделяет область разгрузки

 от сужающейся области , в которой продолжается вяз-
копластическое течение. А в области  материал по-прежнему деформи-
руется обратимо.

Компоненты тензора напряжений в области обратимого деформирования m(t) ≤
≤  удовлетворяют соотношениям (4.6), а в области вязкопластического течения

 – (4.8) и (4.9). Интегрируя уравнение движения (4.5) в области раз-
грузки , установим, что для компоненты тензора напряжений  вы-
полняется зависимость (4.9). Также из (2.2), (2.4) и (3.6) для компонент напряжений в
этой области следуют соотношения (4.7) и (4.8).

В области течения компонента необратимых деформаций  удовлетворяет диффе-
ренциальному уравнению (4.11). В области разгрузки  согласно по-
следней зависимости (4.10) и второму уравнению (2.1) для компоненты тензора необ-
ратимых деформаций  следует дифференциальное уравнение

(5.2)

Условие непрерывности напряжений на упругопластической границе 
приводит к равенству . Сопоставляя его со вторым уравнением (3.12),
получим, что

(5.3)
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Непрерывность компоненты тензора напряжений  на границе  приводит
к интегро-дифференциальному уравнению (4.13) для функции , начальными усло-
виями для которого являются условия непрерывности функций  и  в момент
времени .

Из зависимостей (3.2) и (3.5) следует уравнение для границы 

(5.4)

Уравнения (4.11), (4.13), (5.2)–(5.4) относительно неизвестных функций  (в обла-
стях течения и разгрузки), ,  и  решались одновременно при помощи ко-
нечно-разностного метода.

Компоненты тензора обратимых деформаций в области обратимого деформирова-
ния имеют вид (4.15), а в областях вязкопластического течения и разгрузки – (4.16).

В расчетный момент времени  упругопластическая граница  достига-
ет внутренней граничной поверхности . С этого момента времени деформиру-
емый материал разделяется на две области: область обратимого деформирования

 и область с накопленными необратимыми деформациями .
Напряжения определяются соотношениями (4.6) в области обратимого деформиро-

вания и зависимостями (4.8), (4.9) в области с остаточными необратимыми деформа-
циями. Компонента остаточных необратимых деформаций  в области 
удовлетворяет уравнению (5.2). Для функции  остается верным интегро-диффе-
ренциальное уравнение (4.13) с условиями непрерывности функций  и  в мо-
мент времени . Для границы  продолжает выполняться уравнение (5.4). Си-
стема уравнений (4.13), (5.2) и (5.4) относительно неизвестных функций ,  и

 также решена конечно-разностным методом.

В момент времени , соответствующий полной разгрузке, давление на
внешней границе  станет равным нулю. В этот момент времени компонента
тензора напряжений  на внутренней и внешней граничных поверхностях также
равна нулю. Но при этом в продеформированном материале присутствуют остаточные
напряжения, а также упругие и пластические деформации.

6. Повторное нагружение. С момента полной разгрузки  будем снова увеличивать
внешнюю нагрузку по закону . С увеличением давления сначала про-
исходит обратимое деформирование материала. В этом случае из системы уравнений
(4.13), (5.2) и (5.4) вычисляются функции ,  и . Для нахождения напряже-
ний и обратимых деформаций используются соотношения (4.6) и (4.15) в области об-
ратимого деформирования и (4.8), (4.9) и (4.16) в области с остаточными необратимы-
ми деформациями.

В некоторый момент времени  при внешнем давлении  на
внутренней граничной поверхности  снова выполнится условие пластичности

, в котором . С момента времени  при дальнейшем

увеличении внешней нагрузки от внутренней граничной поверхности  разви-
вается область вязкопластического течения . Граница  отде-
ляет ее от области с остаточными необратимыми деформациями . А в
области  материал продолжает деформироваться обратимо. Интегри-
руя уравнение движения (4.5) с учетом граничных условий и условия непрерывности
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напряжений, получим зависимости для вычисления компонент тензора напряжений:
в областях  и  – (4.8), (4.9), в области  –
(4.6). Для определения компоненты тензора необратимых деформаций prr в области
течения служит уравнение (4.11), а в области с накопленными необратимыми дефор-
мациями – уравнение (5.2). Из условия непрерывности напряжений на упругопласти-
ческой границе  следует выполнение уравнения (5.3), в котором .
Упругопластическая граница  удовлетворяет уравнению (5.4), в котором

.

В расчетный момент времени  упругопластическая граница  достига-
ет границы . Таким образом, с последующим ростом давления с момента вре-
мени t6 в материале остается две области: область вязкопластического течения

 и область обратимого деформирования . Далее, в мо-

мент времени  остановим рост внешнего давления на значении
 и продолжим нагружение при постоянном давлении. Такое изменение условий

нагружения не вызывает качественных изменений деформационного процесса.

Начиная с некоторого момента времени , будем уменьшать давление по зако-
ну , в котором . Такое изменение режима нагружения
приводит к возникновению новой области разгрузки . В уменьшаю-
щейся области  продолжается вязкопластическое течение, а в области

 материал деформируется обратимо. В расчетный момент времени
 упругопластическая граница  доходит до внутренней границы ,

после чего вязкопластическое течение в материале прекращается. В материале оста-
ются две области: область обратимого деформирования  и область

разгрузки . В момент времени  внешнее давление стано-
вится равным нулю, как и значения компоненты тензора напряжений  на внутрен-
ней и внешней границах. Но, как и при первой разгрузке, в материале присутствуют
остаточные напряжения и деформации. При этом уровень остаточных напряжений
при повторной полной разгрузке становится выше, а радиус внутренней граничной
поверхности меньше, чем при первой полной разгрузке. Таким образом, если теперь
снова нагружать материал внешним давлением, то вязкопластическое течение начнет-
ся при значении давления, большем, чем p2. То есть вязкость материала при каждом
повторном нагружении способствует увеличению порога, которого должно достичь
давление для начала процесса течения в материале. Если принять внешнее давление
достаточно высоким, то возможно возникновение повторного (обратного) вязкопла-
стического течения при разгрузке [15, 20]. Не исключается вероятность наступления
данного эффекта на некотором последующем цикле нагружений. В таком случае рас-
четы значительно усложняются, но при формулировании выводов это обстоятельство
следует учитывать.

Расчеты проводились в безразмерных переменных  и  при значениях
постоянных: , , , , , ,  =

= 2.395, , , . На рис. 2, a изображен график за-
висимости радиуса внутренней граничной поверхности  от времени. Здесь

, , , , , , , , . Рис. 1, b
иллюстрирует изменение упругопластических границ  в интервале по вре-
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Рис. 1. Графики (a) радиуса внутренней граничной поверхности и (b) упругопластических границ в зависи-
мости от времени.
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Рис. 2. Остаточные напряжения (a)  и (b) .
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На рис. 2 представлены графики остаточных напряжений. Сплошной чертой изоб-
ражены компоненты остаточных напряжений  (рис. 2, a) и  (рис. 2, b) в мо-
мент полной разгрузки  при первом нагружении, а пунктирной чертой – эти же ком-
поненты в момент полной разгрузки τ10 при повторном нагружении.

Остаточные необратимые и обратимые деформации в момент времени τ10 представ-
лены на рис. 3, a и рис. 3, b соответственно.

7. Заключение. В данной работе рассмотрены процессы развития и торможения вяз-
копластического течения в материале с одиночным дефектом сплошности при двух
последовательных нагружениях. Нагружение осуществлялось посредством приложе-
ния внешнего давления, сначала растущего со временем, затем постоянного и далее
уменьшающегося до нуля. Далее осуществлялся второй цикл нагружения внешним
давлением в таком же порядке. Учет дополнительного диссипативного фактора, вно-
симого вязким сопротивлением пластическому течению, приводит к исчезновению
эффекта приспособляемости дефекта к циклическим нагрузкам по типу “нагрузка–
разгрузка”, имеющего место в условиях идеальной упругопластичности. Уровень
остаточных напряжений растет, радиус дефекта уменьшается, несмотря на неувеличи-
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Рис. 3. Остаточные (a) необратимые и (b) обратимые деформации.
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вающееся значение нагружающего давления. Давление выбиралось так, что повтор-
ное течение при разгрузке не возникает. Однако, с каждым циклом нагружения веро-
ятность его возникновения возрастает, что приведет к усложнению расчетов.

Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 22-11-00163).
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