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Изучается динамическая задача оптимального разворота твердого тела (например,
космического аппарата) из произвольного начального в назначенное конечное угло-
вое положение при наличии ограничений на управляющие переменные. Время раз-
ворота не фиксировано. Для оптимизации программы управления вращением при-
меняется комбинированный критерий качества, минимизируемый функционал
объединяет в заданной пропорции энергетические затраты и длительность маневра.
На основе принципа максимума Л.С. Понтрягина и кватернионных моделей управ-
ляемого движения твердого тела получено решение поставленной задачи. Условия
оптимальности переориентации записаны в аналитической форме, и раскрыты
свойства оптимального вращения. Для построения оптимальной программы враще-
ния записаны формализованные уравнения и расчетные формулы. Оптимальное
управление представлено в форме синтеза. Закон управления сформулирован в виде
явной зависимости управляющих переменных от фазовых координат. Приведены
аналитические уравнения и соотношения для нахождения оптимального движения.
Даны ключевые соотношения, определяющие оптимальные значения параметров
алгоритма управления вращением. Также описана конструктивная схема решения
краевой задачи принципа максимума для произвольных условий разворота (началь-
ного и конечного положений и моментов инерции твердого тела). Для динамически
симметричного твердого тела получено решение задачи переориентации в замкну-
той форме. Представлены численный пример и результаты математического моде-
лирования, демонстрирующие практическую реализуемость разработанного метода
управления ориентацией космического аппарата.
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симума, комбинированный критерий оптимальности, краевая задача, закон управле-
ния
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Введение. В динамической постановке исследуется задача перевода твердого тела,
например, космического аппарата (КА) из исходного углового положения в положе-
ние заданной ориентации. Главным отличием предложенного решения является ис-
пользование нового показателя качества в условиях ограниченности управляющих пе-
ременных.
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Огромное количество работ изучают проблемы управления угловым положением
твердого тела в различных формулировках и используют широкий диапазон методов
решения [1–26]. Например, одни авторы предлагают синтез оптимального управле-
ния, основанного на методе аналитического конструирования оптимальных регулято-
ров [1], другие используют концепцию обратных задач динамики для получения глад-
ких управлений для реализации пространственного вращения КА, когда программная
траектория разыскивается в классе полиномов заданной степени, коэффициенты ко-
торых определяются известными значениями фазовых переменных в граничных точ-
ках траектории [2]. Особое внимание уделялось проблемам оптимального управления
[1, 3–24]. Методы оптимизации также могут быть различны. В частности, решения за-
дачи переориентации твердых тел различной конфигурации, основанные на принци-
пе максимума Л.С. Понтрягина, рассматриваются в [8–24]. Ранее использовались
классические критерии качества процесса управления (быстродействие [4–12], минимум
расхода топлива [13], минимум энергозатрат [11, 13, 14] и др.); более подробно рас-
смотрены кинематические задачи разворота [15–18]. Динамические задачи оптималь-
ного управления представляют особый интерес и в то же время определенные сложно-
сти в решении краевой задачи разворота; в отдельных частных случаях управления за
фиксированное время краевая двухточечная задача разворота решается методом раз-
деления переменных [13]. Практически важными остаются аналитические решения
задачи оптимального разворота. Однако получить их для тел с произвольной динами-
ческой конфигурацией крайне затруднительно. Для сферического [12, 19] и динамиче-
ски симметричного распределения масс [9–11, 16, 20–22] некоторые решения (в том
числе аналитические) известны.

В статье рассмотрена задача, когда используется новый показатель качества, объ-
единяющий в заданной пропорции время разворота и энергетические затраты, необ-
ходимые для переориентации КА (фактор времени делает ограниченной длительность
маневра); фазовыми переменными являются кватернион ориентации и угловая ско-
рость твердого тела (КА). Решаемая задача отличается от других задач с комбиниро-
ванным функционалом видом функционала, наличием ограничений на управление и
не относится к осесимметричному твердому телу [21–23].

1. Постановка оптимизационной задачи управления. Будем полагать, что простран-
ственное положение КА регулируется с помощью системы ориентации, создающей
вращающие моменты относительно трех главных центральных осей инерции. Враща-
тельное движение твердого тела (КА) описывают следующие динамические уравнения
[12]:

(1.1)

и кинематическое уравнение [12]

(1.2)

где ωi − проекции вектора ω абсолютной угловой скорости КА на главные централь-
ные оси эллипсоида инерции КА (эти оси образуют связанный базис); Мi − проекции
управляющего момента М сил на оси связанного базиса; Ji − главные центральные

моменты инерции КА (i = ); Λ – нормированный кватернион [12], задающий дви-
жение связанного базиса относительно инерциального базиса I (||Λ|| = 1), “ ” – знак
умножения кватернионов [12, с. 11–20]. Управление КА вокруг центра масс произво-
дится за счет изменения момента М. Область допустимых управлений М полагаем по-
добной эллипсоиду инерции КА [11]:

(1.3)
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где u0 > 0 определяет управляющие возможности системы ориентации КА. На практи-
ке интересны задачи, когда начальная и конечная угловые скорости отсутствуют. Вы-
пишем граничные условия для управляемой системы (1.1)–(1.3):

(1.4)

(1.5)

где Т − время завершения маневра. Кватернионы Λin и Λf удовлетворяют условию ||Λin|| =
= ||Λf|| = 1 (предполагается, что Λf ≠ ±Λin).

Оптимальным считаем управление, доставляющее минимум следующей величине

(1.6)

где k0 > 0 – постоянный положительный коэффициент (k0 ≠ 0). Задача оптимального
управления формулируется в следующей постановке: требуется перевести КА из со-
стояния (1.4) в состояние (1.5) согласно уравнениям (1.1), (1.2) с ограничением (1.3)
так, чтобы сумма (1.6) была минимальной (время Т заранее не известно). Решение
М(t) находится в классе кусочно-непрерывных функций времени.

Принятый критерий качества (1.6) отличает предлагаемую оптимизационную зада-
чу от рассмотренных ранее задач видом минимизируемого функционала при наличии
ограничения (1.3). Фактор времени, присутствующий в (1.6), ограничивает длитель-
ность Т некоторым конечным значением Тopt (коэффициент k0 ≠ 0). И еще одна осо-
бенность – так как время Т не фиксировано, то заявленный поворотный маневр реа-
лизуется при любых значениях Λin, Λf и J1, J2, J3, k0, u0. Задача оптимального разворота
КА с ограниченным управлением, когда качество процесса управления характеризует-
ся показателем (1.6), остается все еще актуальной.

2. Применение принципа максимума для решения оптимизационной задачи. Рассмат-
риваемая задача (1.1)–(1.6) есть задача динамического оптимального разворота твер-
дого тела [12], у которой моменты Мi – управляющие функции (i = ). Поставленная
задача (1.1)–(1.6) решается с помощью принципа максимума Л.С. Понтрягина [27].
Введем сопряженные переменные ϕi, которые соответствуют угловым скоростям ωi

(i = ). Поскольку критерий качества (1.6) не содержит элементов кватерниона ори-
ентации Λ, мы вместо сопряженных функций ψj, соответствующих компонентам λj

кватерниона Λ, используем следующие переменные ri (i = , j = ) [24]:

Такой прием применяют многие исследователи [10–23], но с другими функциона-
лами качества (чистые быстродействие, минимум энергозатрат и пр.); впервые ука-
занную замену переменных сделали В.Н. Бранец, И.П. Шмыглевский и М.Б. Черток,
Ю.В. Казначеев [11, 12]. Оптимальное изменение функций ri описывается уравнения-
ми [24]

(2.1)

(ri образуют вектор r, символ × означает векторное произведение векторов).
Выпишем функцию Гамильтона–Понтрягина для оптимизационной задачи (1.1)–(1.6)

Уравнения для ϕi получаются из формул [27]
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из которых формулируется сопряженная система уравнений:

(2.2)

Вектор r оказывается зафиксированным относительно инерциального базиса I и
|r| = const ≠ 0 (уравнения (2.1) свидетельствуют об этом свойстве оптимального враще-
ния). Решение r(t) запишем, используя кватернион Λ(t) [12, 24]:

(компоненты вектора cE есть проекции r на оси опорного базиса I);  – сопряженный
кватерниону Λ кватернион [12, с. 11–20]. Мы полагаем r(0) ≠ 0 (иначе r1 = r2 = r3 ≡ 0 и
дальше не имеет смысла решать оптимизационную задачу).

Задача поиска оптимального управления заключается в решении системы диффе-
ренциальных уравнений (1.1), (1.2), (2.1), (2.2) с ограничением (1.3) с одновременной
максимизацией функции Н в каждый момент времени t и выполнением краевых усло-
вий (1.4), (1.5).

2.1. Определение структуры оптимального управления. Найдем условия максимума
функции Гамильтона–Понтрягина Н. Полагая ui = Mi/ , ηi = ϕi/  (i = ), пере-
пишем

где u = {u1, u2, u3}; η = {η1, η2, η3}; δ – угол между векторами u и η; Hinv не зависит в яв-
ном виде от управляющих моментов Mi (знак умножения “⋅” обозначает скалярное
произведение векторов). Величина Н максимальна, когда δ = 0. Если |u| ≤ u0, то макси-
мум функции Н по аргументу |u| находится внутри отрезка [0, u0] и совпадает с локаль-
ным максимумом, который определяют необходимые условия экстремума ∂H/∂Mi = 0.
Гамильтониан Н – квадратичная функция вектора управления М, и локальному мак-
симуму соответствуют величины

(2.3)

которые удовлетворяют (1.3) и условиям оптимальности, если /J2 + /J2 + /J2 ≤ 4 .

Если /J2 + /J2 + /J2 > 4 , то точка экстремума функции Н находится за
пределами отрезка 0 ≤ |u| ≤ u0, и искомое управление выходит на границу |u| = u0, следо-
вательно

Таким образом, оптимальные моменты Mi описываются зависимостью

(2.4)

Система уравнений (2.1), (2.2), (2.4) – необходимые условия оптимальности для за-
дачи (1.1)−(1.6). Имея ввиду требование ω(0) = ω(Т) = 0, у системы уравнений (1.1),
(2.1), (2.2), (2.4) есть единственное решение. Значение r(0) должно быть таким, чтобы
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по результатам интегрирования системы (1.1), (1.2), (2.1), (2.2), (2.4) с начальным
условием Λ(0) = Λin выполнялось требование Λ(Т) = Λf для траектории Λ(t) В силу то-
го, что |r| = const = |r(0)| ≠ 0, для удобства перейдем к орту р = r/|r| и далее будем ис-
пользовать его. Обозначим r0 = |r(t)|. С учетом (2.1) и свойства r0 = const ≠ 0 для вектор-
ной функции p(t) справедливы уравнения

(2.5)

где pi − составляющие вектора р. Замкнутая система уравнений (1.1), (1.2), (2.1), (2.2),
(2.4) определит нам оптимальное управление. Задача нахождения оптимального про-
граммного управления свелась к решению системы уравнений движения (1.1), (1.2),
сопряженных уравнений (2.2) и уравнений (2.5) с равенствами ri = r0pi при наличии за-
кона (2.4) для управляющих моментов Mi. Искомое оптимальное решение удовлетво-
ряет следующим соотношениям:

(2.6)

(2.7)

(2.8)
где a(t) = a(0) − r0t; b(t), m(t) – скалярные функции времени; m(t) определяется ϕi и
равна

Последовательная подстановка (2.6) в (2.2) с учетом связей (2.7) и ri = r0 pi подтвер-
ждает, что решение (2.6), (2.7) системы дифференциальных уравнений (1.1), (2.2),
(2.4), (2.5) действительно справедливо (соотношения (2.7) прямо следуют из системы
(1.1), (2.5), (2.8)). После обозначения ϕ – вектор с компонентами ϕi, JSC = diag(J1, J2,
J3) − тензор инерции твердого тела, систему (2.2) запишем в векторном виде:

(2.9)
Левая часть уравнения (2.9) с учетом (2.5), (2.6) будет следующей:

Правая часть уравнения (2.9) с учетом (2.6), (2.7) такова

Левая часть (2.9) тождественно равна правой части, потому что (t) = −r0.
2.2. Главные свойства и возможные варианты оптимального управления. Каким бы ни

был тип оптимального управления, скалярные функции b(t) и m(t) связаны зависимо-
стью

Оптимальное вращение имеет свойство /J1 + /J2 + /J3 = const, так как оно
удовлетворяет системе (2.5), (2.7). Для проверки приведенное равенство дифференци-
руется по времени с учетом (2.5), (2.7), в результате чего убеждаемся, что полученная
производная равна нулю после подстановки  по уравнениям (2.5), а затем вычисле-
ния ωi по выражениям (2.7).
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Краевая задача принципа максимума состоит в определении вектора p(0) и величины
r0 > 0, при которых решение системы уравнений (1.1), (1.2), (2.2), (2.4), (2.5) с началь-
ными условиями (1.4) и связью ri = r0pi удовлетворит краевым условиям (1.5). С уче-
том свойств a(t)

где m0 = u0/С, C =  = const, pi = ri/r0, r0 = const = |r| ≠ 0, a(0) > 0,
a(T) = –a(0).

Если a(0) ≤ 2k0m0, то m(0) = a(0)/(2k0) и m(t) = m(0) − r0 t/(2k0). Время маневра T не
фиксировано и гамильтониан Н в явной форме не зависит от времени. Значит, для оп-
тимального управления Н = const = 0 [28] и H(0) = H(T) = –1 – k0С2m2(0) + a(0)С2m(0) =

= k0С2m2(0) − 1 = 0, так как a(0) = 2k0m(0). Откуда m(0) = 1/(C ). Следовательно, ес-

ли k0 ≥ 1/ , то M = ϕ/(2k0) в любой момент времени t ∈ [0, T].

Если k0  < 1, то m(0) = u0/С и существует два отрезка времени, внутри которых
|M| = const = m0, при этом a(0) > 2k0m0 = acr. Рассмотрим подробнее этот вариант. Обо-
значим bmax – максимальное значение функции b(t). Так как m(T/2) = a(T/2) = 0, то
b(T/2) = bmax. Найдем H(T/2) = r0bmaxС2 − 1 = 0 (так как M(T/2) = 0 и ϕ(T/2) = 0),

H(0) = H(T) = −1 − k0 С2 + a(0)m0С2 = 0, откуда r0 = 1/(bmaxС2), a(0) = 1/(u0С) +
+ k0u0/С. Рис. 1 наглядно демонстрирует поведение функций m(t) и b(t) при таком ва-
рианте оптимального управления, где t1 и t2 – времена наступления равенств a(t) = acr
и a(t) = −acr. Если t < t1, то m(t) = m0. Если t > t2, то m(t) = −m0. Если t1 ≤ t ≤ t2, то m(t) =
= (1/u0 + k0u0)/(2k0С) − r0t/(2k0). Причем t1 = (1/u0 − k0u0)/(r0С), t2 = (1/u0 +
+ 3k0u0)/(r0С). Время разворота T = 2(1/u0 + k0u0)/(r0С). Соответственно, b(t) описыва-
ется следующим образом: b(t) = m0t, если t < t1; b(t) = m0t – r0(t – t1)2, если t1 ≤ t ≤ t2;
b(t) = m0(T – t), если t > t2. Величины t1, t2, T и bmax связаны с константой m0 = u0/С и
интегральной величиной

(2.10)

где L = JSCω – кинетический момент (F определяют исключительно кватернион раз-
ворота Λt =  и моменты инерции J1, J2, J3 [18]).

Величины t1, t2 находятся из условий: a(t1) = 1/(u0С) + k0u0/С − r0t1 = 2k0u0/С = acr и

a(t2) = 1/(u0С) + k0u0/С − r0t2 = −acr = −2k0u0/С. При этом b(t1) = (1 − k0 )/(r0С2) =
= b(t2) = m0t1.

Значение (2.10) для варианта оптимального вращения, когда k0 < 1/ , равно

Из последнего уравнения находим значения r0 и bmax.

Временные характеристики маневра t1, t2 и T находятся в явном виде
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Рис. 1. Вид оптимальных функций m(t) и b(t) в случае k0  < 1.
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Из представленных выражений отчетливо видно, что в случае k0 → 0 найденное ре-
шение полностью совпадает с управлением максимального быстродействия [8] и T =
= 2 .

Если k0  ≥ 1, то оптимальным является закон M = (a(0) − r0t)p/(2k0), где a(0) = 2 /C.
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Рис. 2. Зависимость временных характеристик разворота от коэффициента k0.
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�20
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= , поскольку b(t) = bmax, когда a(t) = 0, и H = r0bmaxС2 −1 = 0. Когда k0  ≥ 1
зависимости а(t), m(t) и b(t) имеют следующий аналитический вид:

где m(0) = r0Т/(4k0) = 1/(C ) – модуль момента М в начальный момент времени
t = 0. Оптимальный закон вращения можем записать в виде:

Таким образом, поведение функций b(t) и m(t) в оптимальном вращении определя-
ют коэффициент k0 и характеристики F, m0 (последние зависят исключительно от па-
раметров разворота Λin, Λf и известных величин и0, Ji). Длительность оптимального
разворота T монотонно возрастает с увеличением коэффициента k0, начиная от T =

= 2  до бесконечности. Зависимость времен t1, t2 и T от коэффициента k0 демон-
стрирует рис. 2. Мы видим, что t1 – монотонно убывающая функция k0, а t2 – моно-

тонно возрастающая функция k0; причем  =  = T/2, а для k0 = 1/  будет

t1 = 0. Параметр r0 – непрерывная монотонно возрастающая функция коэффициента
k0; bmax – непрерывная монотонно убывающая функция k0.

В результате, при любых значениях u0 и k0 ≠ 0 оптимальное управление M следующее

(2.11)

где r0 = , ρ = 1/(2k0u0С) + u0/(2С), если k0  < 1;

или r0 = , ρ = 1/(C ), если k0  ≥ 1.
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При оптимальном изменении скорости ω(t) вращение имеет свойство симметрии
(прежде всего, для функций m(t) и b (t)) и характеризуется следующими закономерно-
стями:

Выпишем m(t), b(t) для общего случая (его отражает рис. 1):

(2.12)

где R = ; T = 2(1/u0 + k0u0)  (t1, t2 рассчитаны

ранее); и Lmax = /C – максимальный модуль |L(t)|.
Важным свойством оптимального управления является постоянство пропорции между

кинетической энергией вращения Е и квадрата модуля кинетического момента КА.

так как b2 = |L|2 (это видно из (2.7)) и /J1 + /J2 + /J3 = const = /J1 + /J2 +

+ /J3, где р10, р20, р30 – составляющие вектора p0 = p(0).
Найдем (1.6) для оптимального управления (2.11) в зависимости от коэффициента

k0 и характеристики u0. Если k0  ≥ 1, то участки с постоянным модулем момента М

отсутствуют и G = 4 , потому что G = T + k0C2m2(0)T/3, где длительность ма-

невра T =  и m(0) = 1/(C ). В случае k0  < 1 управление с двумя участками
вращения, когда модуль управляющего момента постоянный и максимально возмож-

ный, является оптимальным, и поэтому G = T + k0 (T + 4t1)/3 – расчетное значение
показателя (1.6). Если k0 → 0, то t1 → t2 и получаем релейное управление с одной точ-

кой переключения в качестве оптимального, G = 2(1 + k0 ) , так как в этом

случае |M| = m0, G = (1+ k0 )T, T = 2 .
У (2.11) наблюдаются следующие уникальные закономерности:

Из (2.7) следует, что р есть орт кинетического момента L. Оптимальные функции
ωi(t), ϕi(t), рi(t) соответствуют требованиям (2.6), (2.7), где рi(t) – решение системы
(2.5). Оптимальное управление определяется выражением (2.11), направление кинети-
ческого момента L остается постоянным относительно инерциального базиса I, век-
торы М и L коллинеарны в любое время t ∈ [0, T]. Управление (2.11) является действи-
тельно оптимальным, поскольку оно – единственное решение системы уравнений
(1.1), (2.2), (2.4), (2.5). В нашем случае ω(0) = ω(T) = 0, поэтому найденное решение
(2.11) реализуемо при любых Λin, Λf и J1, J2, J3 (для любых u0 и k0 ≠ 0 существует реше-
ние системы (1.1), (2.1), (2.2), (2.4)).

3. Доказательство единственности оптимального решения. Введем орт q, коллинеар-
ный моменту М, причем направления векторов q и ϕ совпадают в начальный момент
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времени t = 0. Далее определим скалярный множитель f, удовлетворяющий двум
условиям: ϕ = f q и f (0) > 0. В окрестности точки t = 0 справедливы соотношения М || L
и L = χq, где χ – скалярный множитель. Сначала оптимальный управляющий момент
М, рассчитанный по выражению (2.4) при условии ϕ = f (t)q, подставляем в (1.1) с уче-
том зависимости L = χ q и получаем

(3.1)

Векторы χ + ω × qχ и q ортогональны, либо сумма χ + ω × qχ есть нулевой вектор
(|q| = 1, а значит в любом случае q ⋅  = 0). Уравнение (3.1) удовлетворяется, только ес-

ли  = –ω × q и  = m(t). Далее векторы ϕ = f (t)q и ω = χq подставим в (2.9). Правая
часть уравнения (2.9) будет следующей

В силу уравнения (3.1) справедливо соотношение  = –ω × q (оптимальное враще-
ние подчиняется уравнениям (1.1), (2.9) одновременно). В результате получим левую
часть уравнения (2.9)

После подстановки левой и правой частей в (2.9) получаем уравнение q = −r0p, из
которого  = −r0 и q ≡ р (так как f(0) > 0, f(T) < 0, откуда  < 0). Приходим к следую-
щему заключению: если в какой-то момент времени t векторы ϕ и L коллинеарны, то
они остаются коллинеарными внутри всего интервала времени 0 < t < T. Т.е. чтобы
векторы ϕ и L оставались коллинеарными от t = 0 до t = T достаточно, чтобы L оказался
коллинеарным вектору ϕ хотя бы в один момент времени. Условия ω(0) = 0 и ω(T) = 0
гарантируют существование как минимум двух таких моментов времени, когда L и ϕ
коллинеарны (L = htϕ при t → 0, и L = −h(Т – t) ϕ при t → T). Можем утверждать, что в
процессе оптимального движения закономерность L || р сохраняется на всем отрезке
времени t ∈ [0, T], и оптимальное вращение обязательно удовлетворяет (2.6), (2.7). До-
казано, что зависимости (2.6), (2.7) – единственное решение системы (1.1), (2.2), (2.4),
(2.5), поскольку ω(0) = 0, ω(T) = 0 (напоминаем, ri = r0pi).

Таким образом, оптимизация свелась к определению таких вектора p0 и длительно-
сти T, чтобы в ходе вращения КА согласно уравнениям (1.2), (2.5), (2.7) удовлетвори-
лись условия Λ(Т) = Λf, ω(T) = 0. Уравнения (2.5) с учетом (2.7) принимают вид:

(3.2)

Найти общее решение указанной системы практически не представляется возмож-
ным. Сложность заключается в нахождении p(0), p(T), связанных выражением

(p(T) =  p(0)  Λt, здесь Λt =  Λf − кватернион разворота).
4. Проектирование программы оптимального разворота. Решение задачи оптимально-

го разворота описывается уравнениями (2.6), (2.7), (3.2); управляющие функции Мi и
скорости вращения ωi изменяются в соответствии с (2.7), (2.11). Вектор р0 и характери-
стика F находятся из решения двухточечной краевой задачи разворота. Программу
вращения КА полностью определяют F, m0. Программное значение М связано с ква-
тернионом Λ по выражению

в котором
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(4.1)

где m0 = u0/ .

Характеристики F, m0 и р0 определяются исключительно значениями и0, Λin, Λf и J1,
J2, J3, а времена T, t1, t2 зависят от k0. В момент времени t = T/2 момент М меняет свое
направление на противоположное, модуль |L| максимален (|L(T/2)| = Lmax), а пройден-
ный “путь” s(t) составляет половину интеграла (2.10).

Необходимо отметить, что при любой форме ограничения на М (произвольной об-
ласти возможных управлений U), если коэффициент k0 удовлетворяет неравенству

k0С2  > 1 (где R0 – радиус сферы, вписанной в область U), то управление

оптимально по критерию (1.6); в этом случае |M(t)| ≤ R0 в любое t ∈ [0, T].
4.1. Некоторые частные случаи оптимального управления разворотом. Управляющие

функции формируются согласно (2.11), для чего надо в каждый момент времени t
иметь р1, р2, р3 (их изменение описывает (3.2)). Аналитическое решение системы (1.2),
(2.7), (3.2) существует применительно динамически симметричных и сферически-
симметричных тел.

В случае сферически-симметричного твердого тела (J1 = J2 = J3) зависимости из-
вестны [19]:

где временные функции b(t) и m(t) определяются параметрами m0 = u0 , F = 2J1arc-
cosν0 и k0 (о чем было сказано в разделе 2); ν0, ν1, ν2, ν3 – элементы кватерниона Λt =
=  Λf. Траекторию вращения Λ(t) представим в аналитической форме

При динамической симметрии твердого тела (J2 = J3) задача оптимального управле-
ния (1.1)–(1.6) может быть доведена до аналитического решения (для конкретности
дальнейшего изложения осью симметрии считается ось ОХ). При таком распределе-
нии масс оптимальное движение есть одновременное вращение тела (например, КА)
вокруг направления, задаваемого вектором р, неподвижного в инерциальной системе
координат, и вокруг оси ОХ, которая образует с р постоянный угол ϑ. Угловые скоро-
сти вокруг р и оси ОХ изменяются пропорционально с постоянным коэффициентом
пропорциональности, в силу чего имеем [8, 11]

где е1 − орт оси симметрии; α, β − углы поворота твердого тела вокруг оси ОХ и вокруг
р (|α| ≤ π, 0 ≤ β ≤ π). Запишем p(t) в аналитической форме [8, 11]:
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(4.2)

где pi0 = рi(0); J = J2 = J3; продольная скорость ω1(t) определяется из (2.7) при том, что
р1 = const = р10. Значения α, β и pi0 находятся по кватернионам Λin и Λf из системы [8, 11]:

(4.3)

причем −π ≤ α ≤ π, 0 ≤ β ≤ π (здесь ν0, ν1, ν2, ν3 – элементы кватерниона Λt =  Λf).
Скорости вращения ωi рассчитываются по уравнениям (2.7) и (4.2). Оптимальные

функции b(t) и m(t) определены программами (2.12), (4.1) и зависят от параметров T,
m0, F, которые рассчитываются однозначно по заданным Λin, Λf, и0, k0 и J1, J2, J3. Иско-
мые оптимальные управления Mi(t) запишем в следующем аналитическом виде:

где γ = arcsin(p20/ ), если p30 ≥ 0, или γ = π – arcsin(p20/ ); вариант |р10| = 1
означает плоское вращение вокруг оси ОХ, поэтому мы его не рассматриваем.

Оптимальную траекторию Λ(t) представим в следующей аналитической форме

где σ = (t)dt; μ = p10σ(J2 – J1)/J1.
Параметры р0, r0, m0, Т для динамически симметричного тела находятся намного

проще (также упрощается определение величины (2.10) и показателя G); F = J2β, так
как |L| = J2 , где  – скорость вращения вокруг L (уточним, β ≥ 0,  ≥ 0). Величины r0,
Т, bmax, G зависят от β. Чтобы (1.6) было минимальным необходимо, чтобы угол β был
минимально возможным, для чего потребуем β ≤ π (именно поэтому (4.3) включает
условие 0 ≤ β ≤ π). Заметим, что в более ранних работах [11, 14] также выписаны пред-
варительные выражения общего решения задачи оптимального разворота, но для дру-
гих функционалов качества, и доведено до конца решение для частного случая дина-
мической симметрии твердого тела. При этом авторами статьи [11] было доказано, что
решение системы (4.3) существует при любых Λt и любых J1, J2 = J3.

Для несимметричного тела (J1 ≠ J2 ≠ J3) решение системы (1.2), (2.5), (2.7) находит-
ся исключительно численными методами (например, методом последовательных при-
ближений [29], или как описано в предыдущей работе [8]). Расчет искомого орта p0

осуществляется решением краевой задачи р(0) = р0, р(Т) =  р0  Λt для системы
дифференциальных уравнений (3.2). Ранее она решалась методом итераций (см. спо-
соб [30] и систему [31]). Известно [18], что р0 не зависит от поведения b(t), которая
входит в (3.2), и мы находим р0 в предположении, что b(t) = const; это обстоятельство
значительно упрощает алгоритм поиска требуемого р0. Когда b(t) = const, решение р(t)
уравнений (3.2) соответствует вращению по инерции, поскольку уравнения (3.2) вы-
полняются совместно с (1.1), (2.7), из которых следует M = 0.

4.2. Разработка алгоритмов терминального управления. В частном случае, когда k0  ≥ 1,
появляется возможность в текущий момент t уточнять управляющую функцию М(t),
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используя измерения параметров движения (информацию о фактических угловом по-
ложении и скорости). В процессе поиска оптимального вращения было выяснено, что
в интервале t < T/2 оптимальное движение удовлетворяет условию М (t) ⋅ L (t) ≥ 0, КА
раскручивается с увеличивающейся скоростью вращения. Для времен t > T/2 должно
быть М(t) ⋅ L(t) ≤ 0, КА замедляет вращение, угловая скорость ω уменьшается до нуля
(М(t) = 0, когда t = T/2). На этапе раскрутки направление момента М задает вектор

Ldes = p  (величина F априорно известна и определяется заданными J1, J2,
J3 и Λt), в идеальном исполнении направления Ldes и L совпадают; желаемый кинети-
ческий момент Ldes определяется через Λ следующим образом

На участке гашения угловой скорости М направляется строго противоположно
имеющемуся кинетическому моменту L. Управляющую функцию запишем в форме
синтеза:

где Lreq = (1 + signm(t))  Λin  р0    Λ/2 (очевидно, при гашении угло-
вой скорости наведение осуществляется в точку L = 0; и Lreq = 0, когда m(t) < 0).

Если k0  ≥ 1, то (2.3) – необходимое условие оптимальности, и m(t) = (1 – 2t/T)/(C ),

где T =  – время завершения разворота (оно используется как параметр).
При оптимальном управлении момент М меняет свое направление на обратное в

момент t, когда s(t) = F/2 для монотонно-возрастающей функции s(t), в тот же момент
происходит смена знака у m(t). Скалярное произведение М и L и разность 2s(t) – F
должны иметь разный знак (для оптимального вращения). На этом свойстве опти-
мального вращения выработан критерий, по которому осуществляется переход с рас-
крутки на остановку вращения.

Для улучшения точности переориентации необходимо вычислять m(t) в каждый мо-
мент времени t на основе фактических (т.е. измеренных в ходе вращения КА) кинема-
тических параметров ωi(t) и Λ(t). Закон управления определим на основе ωi(t), Λ(t) и
остатка “пути” srem, который требуется “пройти” для завершения разворота из текуще-
го Λ(t) в предписанное конечное Λf положение. Оставшийся “путь” srem определяется
непрерывным интегрированием

Найдем условия, при которых выполняются конечные условия разворота (1.5). Для
этого определим “путь” s(t), пройденный при линейном изменении функции m(t).

На момент завершения разворота s(T) = F = m(0)T2/6, в момент t = T/2 априорная
величина составляет s(T/2) = m(0)T2/12. Функцию m(t) сформируем на основании
предположения, что  = const на отрезке времени [t, T] (т.е. до конца маневра). Когда
s(t) = F, угловая скорость должна обнулиться ω = 0 (к этому моменту станет Λ(t) = Λf,
согласно неизменности (2.10)). Поскольку Λ(Т) = Λf, то s(T) = F, а значит имеет место
равенство
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Это первое условие, которое необходимо выполнить. Во-вторых, у оптимального
вращения ω(T) = 0 и, следовательно,

До начала разворота величина F и длительность маневра Т определены. Выпишем
уравнения, которые позволят нам найти m(t), исходя из фактически складывающейся
ситуации.

Получили линейную систему уравнений с двумя неизвестными m и . Решение ее
такое

(4.4)

причем  = 6|L(t)|/(T – t)2 – 12srem(t)/(T – t)3, T =  (m < 0 при оптимальной
остановке вращения); Т − t = trem – оставшееся для управления время, за которое не-
обходимо закончить переориентацию. Знак управляющего момента М меняется, ко-
гда srem(t) = 2|L(t)|(T – t)/3. Если srem(t) = |L(t)|(T – t)/2, то m(t) = const до конца разворота.

Оптимальный закон терминального управления запишем так:

(4.5)

где m(t) определяется по формуле (4.4) (F – постоянный параметр); орт p* =  Λin  р0 

  Λ задает желаемое направление кинетического момента при оптимальном наве-
дении (оно берется в качестве “прицелочного”), которого надо достигнуть.

Алгоритм расчета m(t) использует продолжительность trem, так как она определяет
насколько быстро следует увеличивать (или уменьшать) модуль кинетического мо-
мента, чтобы разворот оказался оптимальным. На заключительной стадии разворота
за время trem необходимо полностью остановить вращение (до нуля снизить угловую
скорость).

Для этапа торможения формула (4.4) интерпретируется следующим образом. Обо-
значим m(L) = |JSCω(t)|/(t – T), m(srem) = 2(s(t) – F)/(T – t)2 (во время остановки враще-

ния m(t) < 0), причем T = . Тогда если |m(srem)| > |m(L)|, то остановку вращения
выполняют медленнее, но если |m(L)| > |m(srem)|, то торможение необходимо форсиро-
вать, чтобы успеть полностью ликвидировать угловую скорость к моменту, когда s(t) = F
(и Λ = Λf); если у нас |m(srem)| = |m(L)|, то m(t) = m(L) = m(srem) и  = 0. Следовательно,
оптимальным считаем m(t) = 4m(L) – 3(srem). Величины m(srem) и m(L) определяются
независимо из следующих требований: обеспечения терминального условия s(t) = F
(т.е. srem(T) = 0 и Λ = Λf ) и необходимости полностью затормозить вращение к опти-
мальному сроку Т (чтобы ω(T) = 0).

В случае динамически симметричного тела (когда J2 = J3, ОХ – ось симметрии) ве-
личина srem определяется непосредственно (без интегрирования модуля кинетическо-
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го момента) по текущему положению Λ(t) сравнением его с требуемым Λf. Запишем
следующие соотношения:

где θ − угол поворота вокруг L при вращении из положения Λ(t) в положение Λf (0 ≤ θ ≤ π);
ϑ − угол отклонения оси ОХ от L; δ0, δ1, δ2, δ3 − элементы кватерниона доворота (t)  Λf.
Откуда

Предложенное уточнение m(t) значительно снижает погрешность переориентации
и увеличивает надежность выполнения терминальных условий Λ(T) = Λf, ω(T) = 0 (на-
правление момента М по-прежнему определяется кватернионом Λ или векторной
функцией р(t)). Терминальное управление, основанное на текущих значениях фазо-
вых переменных Λ и ω, и применение закона (4.4), (4.5) для формирования необходи-
мого управляющего момента М улучшает характеристики алгоритма управления.
В случае осевой симметрии КА описанное решение отличается от [11], так как все
управляющие переменные Мi (t) – непрерывные функции времени.

5. Данные математического моделирования. Для примера рассмотрим разворот на
180° в положение, соответствующее кватерниону Λf с элементами λ0 = 0; λ1 = 0.707107;
λ2 = 0.59; λ3 = 0.39. В исходном положении направления одноименных осей инерци-
ального I и связанного базисов совпадают, и ω(0) = ω(Т) = 0. Численное решение за-
дачи управляемого разворота в постановке (1.1)–(1.6) приведем для случая, когда k0 =
= 4 с/Вт, а характеристики КА приняты следующими: J1 = 77544 кг ⋅ м2, J2 = 228466 кг ⋅ м2,

J3 = 175683 кг ⋅ м2, и0 = 0.25 H/ .
При решении двухточечной краевой задачи разворота в (2.7) полагаем b(t) = const (и

|L| = const), так как характер поведения функции b(t) не влияет на искомое значение p0
[18]. Поиск p0 начнем с решения той же задачи для динамически симметричного тела с
моментами инерции J1 и J, где J – момент инерции относительно поперечной оси,
равный среднему значению между J2 и J3 (исследователи нередко применяют принцип
осреднения [32]). Допустимым является значение J = (J2 + J3)/2, хотя чаще использу-
ют следующую величину [8]

Предположив, что КА – динамически симметричное тело, решаем систему (4.3).
Найденные p0 и β принимаем за начальное приближение к истинным значениям, со-
ответствующим оптимальному решению. Они уточняются до тех пор, пока не будут
удовлетворять системе (1.2), (2.7), (3.2) с учетом b(t) = const (что соответствует M = 0)
при условиях Λ(0) = Λin, Λ(tpr) = Λf, предъявляемых к вращению КА. Полагаем b(t) =
= Jβ/T. Зная p0 и угол β, начальные скорости ωist рассчитываются по выражениям:

(5.1)

(при нахождении p0 время Т принималось равным Т = 200 с). Прогноз движения осу-
ществляем путем интегрирования системы уравнений (1.2), (2.7), (3.2) и b(t) = Jβ/T с
начальными условиями Λ(0) = Λin, ω(0) = ωst, р(0) = р0. Мерой отдаленности р0 и β от
истинного решения служит оценка ε = sqal (  Λf), где Λpr − наиболее близкое к Λf
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положение, полученное по результатам моделирования движения КА вокруг центра
масс, соответствующего вращению твердого тела по инерции (Mi = 0). Значение р0
уточняем до тех пор, пока ε < εth (εth – некоторая близкая к 1 пороговая величина, ко-
торая отражает точность найденного решения). Как только условие ε ≥ εth будет до-
стигнуто (прогнозируемая ошибка станет удовлетворять заданной точности), истин-
ные значения p0 и β (для удовлетворения граничным условиям Λ(0) = Λin, Λ(tpr) = Λf)
считаются найденными, и краевая задача решена. Вектор p0 уточняли с помощью сле-
дующего рекуррентного правила:

где  – принимаемый в (4.3) кватернион разворота на k-м приближении. На каж-

дом k-м шаге итераций обновляются элементы кватерниона разворота  (правые
части системы (4.3)), из (4.3) мы находим p0, β и угловую скорость ωst (согласно (5.1))
для моделирования неуправляемого вращения, и в результате получаем прогноз Λpr.

Если ε < εth, то рассчитывается новый кватернион разворота  для следующего
(k + 1)-го приближения, и процесс уточнения p0 возобновляется. В правых частях си-

стемы (4.3) для начального приближения взяты элементы кватерниона  =  Λf.
Итерационный процесс останавливается, когда ε ≥ εth.

Описанная схема аналогична методу решения уравнения вида x = g(x) для скаляр-
ной функции g(x) скалярного (одномерного) аргумента x. В нашем случае аргумент –
кватернион Λt, а функция – кватернионное произведение Λt  Λpr (Λf – постоян-
ный кватернион, а Λpr зависит от аргумента Λt через систему (4.3), (5.1) и модель дви-
жения, описываемую уравнениями (1.2), (2.7), (3.2) с учетом b(t) = const = Jβ/Т). Изменяя
Λt, получим новый вектор p0 (как решение системы (4.3) с новыми правыми частями), и
новые начальные скорости ωist и прогнозируемое значение Λpr, что приведет к изменению
функции Λt  Λpr. Как только sqal ( ) ≥ εth, поиск новых приближений прекра-

щается, и решение p0 считается найденным. Поскольку |vect( )| < |vect | для
всех k, то можно констатировать, что процесс приближения p0 к истинному решению
сходится. Аналогичный способ расчета р0 применялся в решении двухточечной крае-
вой задачи разворота для максимального быстродействия [8].

После решения краевой задачи разворота из положения Λ(0) = Λin в положение
Λ(Т) = Λf были получены p0 = {0.485305; 0.126171; 0.865194} и (2.10), F = 401.63 кН ⋅ м ⋅ с2.

Соответственно, m0 = 92.1 Н ⋅ м. Значения k0 и u0 соответствуют условию k0  < 1. По-
этому оптимальное вращение включает два участка, внутри которых |М| = const. Реа-
лизующееся управление имеет три интервала изменения момента М – вначале интен-
сивная раскрутка КА (когда m(t) = const = m0), участок с квадратичным изменением
модуля кинетического момента в середине разворота (m(t) – линейная функция вре-
мени, уменьшающаяся с m(t) = m0 до m(t) = –m0), и интенсивное торможение в конце
(когда m(t) = const = –m0). Точкам переключения соответствуют t1 = 40.7 с и t2 = 95.0 с.
Время оптимального разворота Т = 135.7 с, константа r0 = 27.14 с. Максимальная энер-
гия вращения за время разворота Emax = 92 Дж, кинетический момент достигает мак-
симальной величины Lmax = 5000 Н ⋅ м ⋅ с при t = 67.85 с.

Данные математического моделирования движения КА во время оптимального раз-
ворота приведены на рис. 3–6. На рис. 3 даны графики изменения угловых скоростей
в связанной системе координат ω1(t), ω2(t), ω3(t) по времени (скорости ωi даны в
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Рис. 3. Изменение угловых скоростей во время разворота.
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град./с). Рис. 4 иллюстрирует изменение компонент кватерниона Λ(t), отражающего
текущую ориентацию КА в процессе совершаемого маневра: λ0(t), λ1(t), λ2(t), λ3(t).
Значение показателя (1.6), характеризующего экономичность программы управления
М(t), оказалось равным G = 160.6 с. Характер поведения составляющих р1(t), р2(t), р3(t)
орта р показан на рис. 5 (значения рi, как и λj, – безразмерные величины), причем
проекция р1 изменяется незначительно. Изменение модуля кинетического момента
КА во время оптимального разворота иллюстрирует рис. 6. Свидетельством того, что
ОХ − продольная ось КА, является то обстоятельство, что угловая скорость ω1 знако-
постоянна, и характер ее изменения повторяет поведение модуля кинетического мо-
мента (в отличие от ω2 и ω3). При оптимальном управлении переменные рi и λj – глад-
кие функции времени; ωi – гладкие функции времени (за исключением моментов вре-
мени t = 0 и t = Т).

Необходимо заметить, что чем больше коэффициент k0, тем больше время разворо-
та Т и меньше энергия Emax, максимальный момент |M(0)| и максимальный модуль ки-
нетического момента Lmax. Значение коэффициента k0 в минимизируемом функцио-
нале (1.6) выбрано из условия Emax < 100 Дж и Lmax ≤ 5000 Н ⋅ м ⋅ с (и желательно, чтобы
время разворота Т ≈ 135 с).

Заключение. Исследуется задача оптимального управления разворотом твердого те-
ла (в частности, КА) из исходного положения в предписанное конечное положение.
Для оптимизации выбранный показатель качества объединяет в заданной пропорции
энергетические затраты и время, затраченные на переориентацию КА. Проблемы эко-
номичности управления движением актуальны и в настоящее время, в силу чего рас-
смотренная задача остается практически важной. Обнаружены ключевые свойства
вращения и тип траектории, соответствующей критерию (1.6). Доказано, что постоян-
ной величиной является отношение квадрата модуля кинетического момента к кине-
тической энергии вращения КА.

Чтобы решить поставленную задачу мы использовали кватернионные модели и
принцип максимума. Для сформулированной оптимизационной задачи выписаны
функция Гамильтона–Понтрягина, сопряженная система уравнений и аналитические
выражения для оптимального управления. На основе необходимых условий опти-
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Рис. 4. Изменение компонент кватерниона ориентации Λ(t) во время разворота.
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Рис. 5. Вид функций p1(t), p2 (t), p3(t) во время оптимального разворота.
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мальности определена структура оптимального управления; даны соотношения для
определения пространственного движения КА. В статье доказана единственность оп-
тимального решения.

Главное отличие представленного решения – использование нового функционала
качества. Введение в минимизируемый показатель времени, затраченного на разворот
(со своим коэффициентом пропорциональности), определяет максимальную величи-
ну кинетического момента и продолжительность маневра. Другое принципиальное
отличие заключается в том, что из-за ограниченности управления во время оптималь-
ного разворота не исключено наличие участков вращения с постоянным модулем
управляющего момента. В статье определены и подробно описаны все возможные ва-
рианты реализующегося оптимального управления, найдено условие (критерий), поз-
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Рис. 6. Изменение модуля кинетического момента при оптимальном управлении.
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воляющее определить тип оптимального управления, зная коэффициент k0 миними-
зируемого функционала и размер области допустимых управлений. В зависимости от
коэффициента k0 оптимальным может быть один из двух вариантов управления: a)
вращение с переменным модулем управляющего момента на протяжении всего ма-
невра; b) управление с участками вращения с постоянным максимально возможным
модулем управляющего момента (раскрутка вначале разворота и торможение в конце
разворота), причем модуль кинетического момента меняется по квадратичному зако-
ну между раскруткой и торможением. Проведены аналитические исследования дли-
тельности участков вращения с постоянным максимально возможным модулем
управляющего момента и длительности всего разворота в зависимости от коэффици-
ента k0 минимизируемого функционала и выписаны формулы (в аналитическом виде)
для вычисления времени разворота Т, длительности участков вращения с постоянным
максимально возможным модулем управляющего момента и максимального модуля
кинетического момента. Описана реализация программного разворота. Предложено
терминальное управление, использующее измерения фазовых переменных.

Полученные результаты отличаются от решения работы [11], где найдено оптималь-
ное релейное управление вместо непрерывного управления, полученного в нашем
случае. Кроме того, мы решили задачу в форме синтеза, в явном виде построена зави-
симость управляющих переменных от фазовых координат. Представлены выражения
для расчета основных характеристик поворотного маневра. Описывается вычисли-
тельный алгоритм решения краевой задачи для произвольного распределения масс
твердого тела. Приведен пример математического моделирования, демонстрирующий
поведение параметров движения. В частном случае динамически симметричного тела
решение задачи оптимального управления доведено до конца: в аналитическом виде
получена система уравнений, позволяющая напрямую найти решение двухточечной
краевой задачи и рассчитать ключевые константы закона управления (например, раз-
работанным ранее устройством [33]).
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