
ИЗВЕСТИЯ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МЕХАНИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 2023, 
№ 4, с. 97–109

УДК 539.3
ОДИН ПОДХОД К ПЛОСКОЙ ЗАДАЧЕ УДАРА ОБОЛОЧЕК ТИПА
С.П. ТИМОШЕНКО ОБ УПРУГОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО

© 2023 г.   В. Р. Богдановa,*
aProgressive Research Solutions Pty Ltd, Sydney, Australia

*e-mail: vladislav_bogdanov@hotmail.com, mr.vbogdanov@gmail.com

Поступила в редакцию 13.09.2022 г.
После доработки 15.09.2022 г.

Принята к публикации 06.10.2022 г.

В работе приводится попытка решить плоскую задачу удара упругой оболочки типа
С.П. Тимошенко об упругое полупространство используя методику сведения задач
динамики к решению бесконечной системы интегральных уравнений (БСИУ) Воль-
терра второго рода. Показано, что такой подход не приемлем. При дискретизации
редуцированной БСИУ Вольтерра второго рода получается плохо определенная си-
стема линейных алгебраических уравнений: с ростом порядка редуцирования опре-
делитель такой системы стремится в бесконечность. Это показывает ограниченность
такого подхода.
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1. Введение. Подход [1–5] для решения задач динамики, заключающийся в сведе-
нии к решению бесконечной системы интегральных уравнений Вольтерра второго ро-
да [6–8, 10], дает возможность определять напряженно-деформированное состояние
упругих полупространства и слоя при проникании абсолютно твердых тел [1, 2, 7, 8,
10] и напряженно-деформированное состояние упругих оболочек типа Кирхгоффа–
Лява и упругих полупространства и слоя при их соударении [3–6] и не позволяет так
решать задачи удара упругих тел и оболочек типа С.П. Тимошенко. Кроме этого такой
подход дает возможность определять неизвестные напряжения и перемещения только
на поверхности основания. Это привело к целесообразности разработки других мате-
матических подходов и моделей. В [9, 11–14] разработан новый подход к решению за-
дач удара и нестационарного взаимодействия в упругопластической математической
постановке [15–19]. В нестационарных задачах действие ударника заменяется распре-
деленной нагрузкой в области контакта, изменяющейся по линейному закону [20–22].
Решение задач для упругих оболочек [23–26], упругого полупространства [27–29],
упругого слоя [30], упругого стержня [31, 32] было разработано с использованием ме-
тода функций влияния [33]. В [23] исследуется процесс нестационарного взаимодей-
ствия упругой цилиндрической оболочки с упругим полупространством на так назы-
ваемой “сверхзвуковой” стадии взаимодействия. Он характеризуется превышением
скорости расширения области контактного взаимодействия скорости распростране-
ния волн растяжения–сжатия в упругом полупространстве. Решение было разработа-
но с использованием функций влияния, соответствующих сосредоточенной силе или
кинематическим воздействиям для упругого изотропного полупространства, которые
были найдены и исследованы в [33].
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Рис. 1. Геометрическая схема задачи.
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В данной работе исследуется подход [2–6] для решения плоской задачи удара ци-
линдрической оболочки типа С.П. Тимошенко об упругое полупространство. Уточ-
ненная модель оболочек типа С.П. Тимошенко дает возможность учитывать инерцию
вращения поперечного сечения оболочки. Показано, что подход [1–5] после редуци-
рования бесконечной системы интегральных уравнений Вольтерра второго рода [6–8,
10] и дискретизации с использованием методов Грегори для численного интегрирова-
ния и Адамса для решения задачи Коши получается плохо определенная система ли-
нейных алгебраических уравнений, у которой определитель матрицы коэффициентов
неограниченно возрастает с увеличением порядка редукции.

2. Постановка задачи. Тонкая упругая круговая цилиндрическая оболочка в началь-
ный момент времени  входит в соударение с упругим полупространством  по
образующей своей боковой поверхности. Связываем с оболочкой, как это видно на
рис. 1, подвижную цилиндрическую систему координат :  – полярный угол, ко-
торый откладывается от положительного направления оси Oz. Ось O'y' совпадает с
осью цилиндра. Обозначим через ,  и ,  тангенциальные и нор-
мальные перемещения точек серединной поверхности оболочки и радиальные и тан-
генциальные составляющие распределенной внешней нагрузки, воздействующей на
оболочку. С полупространством связываем неподвижную декартову систему коорди-
нат xyz, так что ось Oz направлена вглубь среды, ось Ox – по недеформированной по-
верхности полупространства, а ось Oy – параллельна образующей цилиндра. Толщина
оболочки h значительно меньше радиуса R срединной поверхности оболочки
( ).

Физические свойства материала полупространства характеризуются упругими по-
стоянными: модулем объемного расширения K, модулем сдвига  и плотностью .
Под , ,  будем понимать скорости продольных и поперечных волн в упругом полу-
пространстве, а также гипотетический параметр, имеющий размерность скорости.

Оболочка проникает (рис. 1) в упругое полупространство со скоростью VT(t), (0 ≤ t ≤ T),
начальная скорость V0 = VT(0), где T – время взаимодействия оболочки и полупро-
странства.

Введем безразмерные переменные:

= 0t ≥ 0z

θ 'r z θ

0( ,θ)u t 0( ,θ)w t ( ,θ)p t ( ,θ)q t

≤/ 0.05h R

μ ρ
pC SC 0C
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(2.1)

Здесь  – вектор перемещения точек среды;    – не нулевые

компоненты тензора напряжений среды; M – погонная масса оболочки; ,  –
скорость и перемещение оболочки как твердого тела. Дальше будем использовать
только безразмерные величины, поэтому штрих опускаем. Упругое полупространство
и оболочка находятся в состоянии плоской деформации.

Дифференциальные уравнения (типа Тимошенко С.П.), выведенные Д.В. Тарла-
ковским по аналогии с [стр. 87, 34], которые описывают динамику цилиндрических
оболочек и учитывают сдвиг и инерцию вращения поперечного сечения, в силу (2.1)
имеют вид:

(2.2)

где

где Ф – угол поворота нормального сечения к серединной поверхности,  – коэффи-
циент, учитывающий распределение касательных усилий в поперечном сечении обо-
лочки,  и  – коэффициент Пуассона, модуль упругости Юнга и плотность ма-
териала оболочки, p и q – соответственно, радиальная и тангенциальная составляю-
щие распределенной нагрузки, действующей на оболочку, R – радиус оболочки.

Движение упругой среды описывается скалярным потенциалом  и ненулевой ком-
понентой векторного потенциала , которые удовлетворяют волновым уравнениям
[1–8]:

(2.3)

Физические величины выражаются через волновые потенциалы следующим образом:
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(2.4)

Рассмотрим начальную стадию процесса удара упругих оболочек о поверхность
упругого полупространства, когда не возникает пластических деформаций и величина
заглубления оболочки в среду мала. Задача взаимодействия упругих оболочек с упру-
гим полупространством решается в линейной постановке, поэтому выполняем линеа-
ризацию краевых условий [1–8, 10]: краевые условия с возмущенной поверхности
сносим на не возмущенную поверхность тел, которые деформируются.

Как видно из рис. 1, проекции функций , , p и q на оси O'z и O'x определяются так:

(2.5)

Тогда при контакте, который происходит в условиях жесткого сцепления, в системе
координат zOx перемещения  и напряжения  и  в поверхностных точках об-
ласти контакта запишутся в виде:

(2.6)

где функция f(x) описывает профиль оболочки. В случае кругового цилиндра f(x) =

= .
Радиальная и тангенциальная составляющие распределенной нагрузки, действую-

щей на оболочку, выражаются через нормальные и тангенциальные напряжения, воз-
никающие на поверхности полупространства в зоне контакта.

(2.7)

(2.8)

где , как видно из рис. 1, есть величина сектора оболочки, контактирующего с по-
лупространством.

Кинематическое условие, определяющее полуразмер области контакта x*(t) запи-
шется следующим образом:

(2.9)

Предполагаем, что область контакта односвязная, а это утверждение эквивалентно
тому, что нормальные к площадке контакта напряжения являются сжимающими:

(2.10)

На основании (2.4), граничные условия при отсутствии трения в зоне контакта
можно сформулировать следующим образом:

(2.11)
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Начальные условия для потенциалов  и  – нулевые:

(2.12)

Для задачи удара упругой оболочки об упругое полупространство скорость и пере-
мещение ударяющегося тела находятся из уравнения движения путем его интегриро-
вания.

Уравнение движения центра масс оболочки в задаче удара с начальной скоростью
V0 имеет вид:

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Справедливо условие отсутствия возмущений перед фронтом продольных волн и
условие затухания возмущений на бесконечности.

3. Методика решения. Так как процесс удара – кратковременный, область возмуще-
ний в каждый момент времени t является конечной. Ограничиваясь конечным интер-
валом времени взаимодействия , можно выделить область полупростран-
ства, которая к моменту времени Т охватывает всю зону возмущений. С этой точки
зрения для времен  упругое полупространство можно заменить упругой по-
луполосой , до границ которой к моменту времени Т не доходят возму-
щения.

(3.1)

Таким образом, для времен  рассматриваемая задача сводится к нестаци-
онарной задаче для полуполосы при смешанных граничных условиях на ее торце.

На боковых гранях полуполосы выбираем, например, условия скользящей заделки:

(3.2)

Рассмотрим начально-краевую задачу (2.2), (2.3), (2.11)–(2.14). Представим нор-
мальные  и тангенциальные  перемещения точек срединной поверхности
оболочки и радиальные  и тангенциальные  составляющие распределенной
внешней нагрузки, действующей на оболочку в виде тригонометрических рядов Фурье.
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Подставляя равенства (3.3)–(3.7) в систему уравнений (2.2), приравнивая коэффи-
циенты при ,  и применяя к полученным уравнениям преобразование
Лапласа по переменной t с параметром s, приходим к соотношениям, связывающим
изображения по Лапласу коэффициентов рядов (3.3)–(3.7) (здесь и далее верхний ин-
декс “ ” означает изображение по Лапласу):

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

где

Тогда применяя к (3.8)–(3.11) обратное преобразование Лапласа, по теореме о
свертке оригиналов двух функций имеем:
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Здесь Н(x) – единичная функция Хевисайда, выражения     определяют-
ся из решения Кардано [стр. 43, 35].

(3.16)

(3.17)

(3.18)

где

Применим к системе уравнений (2.3) преобразование Лапласа по переменной t (s – па-
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по х потенциала  и нечетность ненулевой компоненты векторного потенциала , и по-
требуем удовлетворение условий (2.16)–(2.17). Тогда в пространстве трансформант Лапла-
са получим следующие представления для волновых потенциалов [7, 8, 10]:
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(3.19)

где   – собственные числа задачи, которые соответствуют условию
скользящей заделки (3.3).

В (3.25)  и  определяются из граничных условий. Из представлений (3.19)
и соотношений (2.4) следует, что искомые функции на поверхности полупространства
представляются в виде рядов по системе собственных функций задачи.

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

Так же, как в [1–5] определяется зависимость между гармониками вертикальной
составляющей скорости и нормальных напряжений на поверхности полупространства
[6–8, 10]:

(3.24)

где

Здесь   – функции Бесселя первого рода нулевого и первого порядка соответ-

ственно, а функцию  определим так: 
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лучим следующее представление для вертикальной составляющей скорости на по-
верхности полупространства:
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второго рода (3.26) относительно неизвестных гармоник скорости на поверхности по-
лупространства :

(3.26)

где

Здесь  и  – полиномы Чебышева первого и второго рода.
Функции (t), (t) и  определяются из соотношений (3.12)–(3.15), однако в

них фигурируют неизвестные функции pn(t) и qn(t). Займемся их исключением, для
этого используем условия (2.7), (2.8), которые можно переписать, используя (3.24) в
виде:
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Используя ортогональность функций cosnθ и sinnθ, получим соотношения, уста-
навливающие связь между гармониками разложений в ряды функций p, q и V:
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(3.31)

Для решения задачи, когда скорость проникания оболочки  – наперед задан-
ная функция, достаточно численно реализовать уравнения (3.31).

Выражение для силы реакции упругого полупространства (2.15), используя (3.24)
перепишем в виде:

(3.32)

Уравнение движения оболочки (2.13) с начальными условиями принимает вид:

(3.33)

Для решения задачи удара с начальной скоростью V0, систему уравнений (3.32) не-
обходимо дополнить уравнением движения (3.33).

Область контакта определяется с учетом подъема среды из условия:

(3.34)
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случаю, когда тело проникает в среду со скоростью, изменяющейся по наперед задан-
ному закону (постановка 1); если скорость проникающего тела известна только в на-
чальный момент времени t = 0, а в последующие моменты определяется из уравнения
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движения (постановка 2), тогда j = 2. Если в соотношении (3.34) исключить четвертое
слагаемое, то получим условие, из которого определяется граница области контакта
без учета подъема среды.

4. Численная реализация. Для расчетов были выбраны стальная оболочка и алюми-
ниевое и стальное полупространства. Порядок редукции N БСИУ Вольтерра второго
рода будем выбирать из соображений практической сходимости. Для сглаживания ос-
цилляций, возникающих при суммировании конечного числа членов ряда, а также яв-
лений Гиббса вблизи точек слабого разрыва, применялась операция усреднения,
определенная в [1–5], состоящая, в случае суммы конечного числа членов тригоно-
метрического ряда, к почленному умножению членов конечной суммы на  – мно-
жители Ланцоша (4.1) [7, 8, 10].

(4.1)

Для вычисления интегралов применялся метод механических квадратур, в частно-
сти симметричная квадратурная формула Грегори для равноотстоящих узлов. Задача
Коши для дифференциального уравнения (3.33) решалась методом Адамса (формулы

замкнутого типа) [1–5] порядка  с локальной ошибкой усечения  [6–8, 10].
В результате дискретизации получаем систему линейных алгебраических уравнений
(СЛАУ). Расчеты показали, что с увеличением порядка редукции N определитель мат-
рицы СЛАУ неограниченно увеличивается. СЛАУ является плохо определенной: при
стремлении в бесконечность порядка редукции N значение определителя матрицы
СЛАУ тоже стремится в бесконечность. Это происходит из-за того, что по параметру n
ядра ,  в (3.19), (3.20) имеют асимптотику  а  и 
в (3.22) и (3.23) имеют асимптотику . Методы регуляризации Тихоно-
ва и ортогональных многочленов не дают возможности нейтрализовать такую экспо-
ненциальную особенность. Подход [1–5] для решения задач динамики не дает воз-
можности исследовать удар упругих оболочек типа С.П. Тимошенко и упругих тел об
упругое основание [6–8, 10]. Кроме этого, этот подход дает возможность определять
напряженно деформированное состояние только на поверхности среды, в которую
проникает ударник.

Заключение. В результате попытки решить плоскую задачу удара цилиндрической
оболочки типа С.П. Тимошенко о поверхность упругого полупространства, применяя
методику [1–5], была выявлена ограниченность этой методики. Данная методика не
позволяет решать плоские задачи динамики для уточненных оболочек типа С.П. Ти-
мошенко и упругих тел.

Удобно и целесообразно использовать методику [1–8, 10] для решения задач дина-
мики для калибровки вычислительного [1] процесса в упругопластической постанов-
ке на упругом этапе, которая применялась для решения [9, 11–14] задач удара и неста-
ционарного взаимодействия [15–22].
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