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Представлены результаты расчетов эффективного модуля Юнга продольно растяги-
ваемых двухслойных пластин из одинаково ориентированных кубических кристал-
лов на основе аналитического анализа и численного метода конечных элементов.
Приведены аналитические зависимости эффективного модуля Юнга от модулей
Юнга и коэффициентов Пуассона кристаллов в слоях. Определены комбинации пар
кристаллов со значительным отклонением эффективных характеристик, найденных
по правилу смесей. Установлены зависимости эффективных модулей Юнга от экс-
тремальных значений модулей Юнга и коэффициентов Пуассона кристаллов в сло-
ях, которые представлены графически, и в ряде случаев отражены в виде таблицы.
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1. Введение. Экспериментальное обнаружение ряда материалов с отрицательным
коэффициентом Пуассона (ауксетиков) во второй половине 20 столетия в работах [1–15]
вызвал бурный рост исследований ауксетиков среди кристаллов, сплавов, полимеров,
пен, текстиля, цеолитов, керамик, пористых материалов, мета- и наноматериалов,
композитов (см. обзоры за последние 7 лет [16–52]). Большое количество ауксетиков
найдено среди кристаллов различных кристаллических систем (точнее говоря частич-
ных ауксетиков, имеющих отрицательный коэффициент Пуассона при определенных
ориентациях кристаллов). При этом, наибольшее количество из них обнаружено сре-
ди кристаллов с кубической анизотропией (более трехсот). В связи с этим, анализу
ауксетиков среди них и их композитов посвящена значительная литература [5, 8, 15,
53–104]. Многие простые вещества с кубической симметрией из периодической си-
стемы элементов, например, литий Li, калий K, натрий Na, медь Cu, железо Fe, ни-
кель Ni, кальций Ca, кобальт Co, цезий Cs, барий Ba, свинец Pb, серебро Ag, золото
Au, рубидий Rb, стронций Sr, иттербий Yb, талий Tl, палладий Pd оказываются ча-
стичными ауксетиками.

Аналитически упругие свойства растягиваемых двухслойных пластин из одинаково
ориентированных кубических кристаллов ранее анализировались в статье [105]. Здесь
он будет продолжен наряду с численным анализом методом конечных элементов при
учете изгиба слоев пластины. Иллюстрацией таких упругих характеристик некоторых
кубических кристаллов, как модули Юнга и коэффициенты Пуассона, служит табл. 1.
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Таблица 1. Модули Юнга и коэффициенты Пуассона для некоторых кубических кристаллов,
растягиваемых вдоль направления [100]

Кристаллы E, ГПа

Sm0.75Y0.25S 55.6 –0.67

TmSe 114.7 –0.54
Sm0.65La0.35S 50.8 –0.35

SnTe 98 –0.09
AuNi(24.20at%Ni) 54.3 0.45

CuAl(14at%Al) 55.2 0.43
Diaflex 114.5 0.45
Co-beta 113.5 0.40

CuNi(82.2at%Ni) 113.5 0.39
CuAu(80at%Au) 50.8 0.45
CuAu(50at%Au) 54.9 0.44
AgAu(50at%Au) 50.8 0.43

NbZr(69.6at%Zr) 50.0 0.42
Ni50.4Al(quenched) 97.6 0.42

NiAl(PE16H) 97.8 0.40
CoFe(12at%Fe) 97.0 0.41

Fe 130.38 0.37
W 408.16 0.28
Cs 0.84 0.38

ν

Среди указанных в ней кристаллов, растягиваемых в направлении [100], имеются аук-
сетики Sm0.75Y0.25S, TmS, Sm0.65La0.35S и неауксетики CuAl (14at%Al), AgAu (50at%Au),
CoFe (12at%Fe).

Ниже приводится ряд результатов исследования эффективных модулей Юнга для
двухслойных композитов из одинаково ориентированных кубических кристаллов в
слоях как с помощью методов теории упругости анизотропного тела, так и метода ко-
нечных элементов. В качестве упругих характеристик слоев использованы экспери-
ментальные значения упругих констант, приведенные в известном справочнике [106]
и в статье [107].

2. Продольное растяжение тонкой двухслойной пластины, составленной из кубических
кристаллов. 2.1. Аналитический анализ. Пользуясь результатами анализа продольного
растяжения тонких двухслойных композитных пластин из кубических кристаллов,
полученными в статье [105], мы продолжим обсуждение упругих характеристик пла-
стин из одинаково ориентированных кубических кристаллов. Количество двухслой-
ных композитов из кубических кристаллов, упругие характеристики которых указаны
в [106], составляет несколько сотен тысяч. Многие из них обладают эффективными
характеристиками, превосходящими характеристики исходных пар кристаллов. Та-
ким композитам в дальнейшем уделяется основное внимание.

Пусть продольное растяжение плоскости тонкой двухслойной пластины из одина-
ково ориентированных кубических кристаллов, составленной из нижнего слоя 1 тол-
щиной h1 и верхнего слоя 2 толщиной h2 (рис. 1), происходит в направлении оси x.

Упругие свойства пары кубических кристаллов в слоях определяются наборами ше-

сти матричных коэффициентов податливости  и . Верхний индекс1 1 1
11 12 44, ,s s s 2 2 2

11 12 44, ,s s s
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Рис. 1. Растяжение удельной продольной силой Px пластины из двух слоев толщиной .
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здесь и далее соответствует номеру слоя. Деформирование растягиваемых слоев тон-

кой пластины в условиях однородного плоского напряженного состояния 
описывается упрощенным законом Гука для нормальных напряжений и деформаций

Эти соотношения в предположении жесткого контакта слоев ,  при уче-
те условий равновесия дают следующий результат для эффективной деформации рас-
тягиваемой двухслойной пластины из кубических кристаллов (поперечную ширину
тонкой пластины Y полагаем равной единице, рис. 1)

Эффективный модуль Юнга продольного растяжения Eeff находится через отношение
удельной растягивающей силы к продольной деформации двухслойной пластины

Упругие характеристики кубических кристаллов, как и других анизотропных мате-
риалов, изменяются с изменением их ориентации. В итоге возникают различия в угло-
вых зависимостях модулей Юнга и коэффициентов Пуассона при растяжениях кри-
сталлов [108], которые в некоторых ситуациях обнаруживают определенные взаимо-
связи. Так в [109] при осреднении по всем поперечным направлениям коэффициента
Пуассона продольно растягиваемых кубических кристаллов установлена простая ли-
нейная связь такого среднего коэффициента Пуассона с модулем Юнга. В рассматри-
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ваемой здесь статье о продольном растяжении двухслойных композитов из кубиче-
ских кристаллов также изучены некоторые связи эффективных модулей Юнга с экс-
тремальными значениями модулей Юнга и коэффициентов Пуассона.

При растяжении однослойного кубического кристалла в направлении [100] модуль
Юнга E и коэффициент Пуассона  связаны с парой коэффициентов податливости

, так что в каждом из двух одинаково ориентированных слоев имеем

Подобными заменами коэффициентов податливости на модули Юнга и коэффициен-
ты Пуассона в полученных выше формулах для эффективных коэффициентов будем
иметь

Численный анализ двухслойных пластин из различных одинаково ориентирован-
ных кубических кристаллов с помощью этих соотношений и экспериментальных дан-
ных из [106, 107] выявил некоторую зависимость эффективного модуля Юнга Eeff от

экстремальных значений их модулей Юнга max , min  и коэффициентов

Пуассона max  min  (рис. 2). Из рисунка видно, что эффективный модуль
Юнга может превосходить максимальные значения модулей Юнга слоев двухслойных
пластин более чем на 40%. Из рис. 2 также видно, что отношение эффективного моду-
ля Юнга к максимальному модулю Юнга слоев больше для пары слоев из ауксетика и
неауксетика и слоев с близкими значениями модулей Юнга. Такое отношение прини-
мает значение большее 1.2 для почти девяти сотен двухслойных пластин с самарием Sa
или тулием Tm, имеющих наименьшие значения коэффициентов Пуассона среди ку-
бических кристаллов. Значения эффективного модуля Юнга некоторых пар материа-
лов собраны в табл. 2. Значения модуля Юнга и коэффициента Пуассона исходных
материалов можно найти в табл. 1. Среди этих кристаллов ауксетиками являются
Sm0.75Y0.25S, Sm0.65La0.35S, SnTe, TmSe. Данные об упругих свойствах 3-х парных для
них неауксетиков в двухслойных пластинах также приведены в этой таблице.

Дополнительно анализировалось поведение эффективного модуля Юнга в зависи-
мости от разницы коэффициентов Пуассона слоев. В рамках данного анализа свойства
одного из слоев фиксировались, а второго – варьировались в некотором диапазоне.
Для первого слоя были выбраны кубические кристаллы различной жесткости и вели-
чины коэффициентов Пуассона: Sm0.75Y0.25S (ν = –0.67, E1 = 55.6 ГПа), Ba (ν = –0.05,
E = 8 ГПа), Cr (ν = 0.16, E = 327 ГПа), Au (ν = 0.46, E = 42.7 ГПа). Коэффициент Пуас-
сона второго материала менялся от –1 до 0.5, а модуль Юнга принимал фиксирован-
ные значения 0.25E1, 0.5E1, E1, 2E1, 4E1. Результаты анализа представлены на рис. 3.
Полученные зависимости показывают, что отношение эффективного модуля Юнга
пластины к модулю Юнга самого жесткого слоя максимально, если модули Юнга сло-
ев равны и растет с увеличением модуля разности коэффициентов Пуассона слоев и
может превышать значение 2.4 для ауксетиков с коэффициентом Пуассона близким к
–1. При равном модуле Юнга слоев, у всех проанализированных пластин эффектив-
ный модуль Юнга превышает единицу для всех значений коэффициента Пуассона
второго слоя. Минимальное значение эффективного модуля Юнга всегда достигалось
при равных коэффициентах Пуассона слоев. Кроме того, при больших значениях ко-
эффициента Пуассона второго слоя эффективный модуль Юнга растет существенно
быстрее в случае второго слоя большей жесткости.
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Рис. 2. Зависимость эффективного модуля Юнга от экстремальных значений модулей Юнга и разности экс-
тремальных значений коэффициентов Пуассона исходных пар кубических кристаллов.
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2.2. Численный анализ. В аналитическом подходе, рассмотренном выше, предпола-
гается, что пластина в процессе растяжения остается плоской. Для проверки получен-
ных аналитически результатов и оценки влияния на результат принятых допущений
об отсутствии изгиба в пластине были проведены численные эксперименты продоль-
ного растяжения двухслойной пластины из кубических кристаллов методом конечных
элементов.

Трехмерная модель квадратной пластины со сторонами a и общей толщиной h из
двух слоев с толщинами h1 и h2 была разбита на объемные 8-узловые конечные эле-
менты с поддержкой упругой анизотропии. Пластина считается тонкой, отношение
толщины к ширине h/a составляет 0.01. Задача решалась в перемещениях со следую-
щими граничными условиями: плоскости x = 0 и y = 0 являются плоскостями симмет-
рии, на которых запрещались нормальные перемещения, на задней грани (x = a) зада-
вались нормальные перемещения, соответствующие продольной деформации 0.01.
Контакт элементов на границе раздела считался абсолютно жестким.

По результатам расчета определялись эффективный модуль Юнга. Эффективный
модуль Юнга пластины Eeff рассчитывался как отношение суммарной силы реакции

на грани  к произведению площади поверхности соответствующей грани  на
продольную деформацию .

Используя данную модель, были проведены две серии расчетов. В первой серии
расчетов, для соответствия условиям из раздела 2.1, задавался запрет на нормальные
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Таблица 2. Значения эффективного модуля Юнга Eeff двухслойных пластин и отношение эффек-

тивного модуля Юнга к максимальному модулю Юнга max  при равной толщине слоев

Материал 1 Материал 2 Eeff, ГПа

Sm0.75Y0.25S CuAu(50at%Au) 80.6 1.45
Sm0.75Y0.25S AuNi(24.20at%Ni) 80.4 1.45
Sm0.75Y0.25S CuAl(14at%Al) 80 1.44

TmSe Diaflex 151.8 1.32
TmSe Co-beta 146.7 1.28
TmSe CuNi(82.2at%Ni) 146.3 1.28

Sm0.65La0.35S CuAu(80at%Au) 60.4 1.19
Sm0.65La0.35S AgAu(50at%Au) 59.9 1.18
Sm0.65La0.35S NbZr(69.6at%Zr) 59.1 1.16

SnTe Ni50.4Al(quenched) 104.7 1.07
SnTe NiAl(PE16H) 104.3 1.06
SnTe CoFe(12at%Fe) 104.2 1.06

W Fe 269.7 0.66
Cs Fe 65.6 0.50

1 2( , )E E

eff

1 2max( , )
E

E E
перемещения пластины. Во второй серии расчетов запрет на нормальные перемеще-
ния отсутствовал, что позволяет пластине изгибаться.

Изгиб пластины возникает вследствие различий в коэффициентах Пуассона слоев,
что ярко выражено для пар неауксетик-ауксетик. При продольном растяжении в слое
неауксетика возникают сжимающие поперечные деформации, а в слое ауксетика рас-
тягивающие, что приводит к возникновению изгибающего момента в поперечном се-
чении и к изгибу пластины (рис. 4).

Результаты первой серии расчетов (без изгиба), практически не отличаются от ана-
литических. Для рассмотренных пластин отличие составило менее 1%. На рис. 5 пред-
ставлены результаты аналитических и численных расчетов для нескольких кубических
пластин. Сплошная линия соответствует аналитическому подходу, численные значе-
ния первой серии обозначены кругом, второй – крестом. Из зависимостей видно, что
учет изгиба сильно влияет на значения эффективного модуля Юнга. Даже при значи-
тельном уменьшении эффективного модуля Юнга, для рассмотренных комбинаций
его величина все еще превосходит модули Юнга слоев на существенную величину (от
3 до 12 процентов). В случае пластин из двух неауксетичских кристаллов, поведение мо-
дуля Юнга обеих серий расчетов практически не отличаются, что видно на рис. 5.e, f.

На рис. 6 приводятся графики узловых перемещений в поперечном сечении пла-
стины для нескольких комбинаций материалов, полученные во второй серии расче-
тов. На рисунке численные значения отмечены символами (круг, крест, квадрат и
пр.), а их аппроксимация квадратичной функцией – линиями. Изгиб пластины ρ ха-
рактеризуется кривизной, которая определяется второй производной аппроксимиру-
ющей поперечные узловые перемещения uz функции:

ρ =
2

2 ( )z
d f u
dy
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Рис. 3. Отношение эффективного модуля Юнга к модулю Юнга наиболее жесткого слоя в зависимости от
разности коэффициентов Пуассона слоев для Sm0.75La0.25S (E = 55.6 ГПа, ν = –0.67) (a), Ba (E = 8 ГПа, ν =

= –0.05) (b), Cr (E = 327 ГПа, ν = 0.16) (c) и Au (E = 42.7 ГПа, ν = 0.46) (d).
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Рис. 5. Результаты расчетов значений эффективных модулей Юнга слоистых пластинок для Cu-
Au(50at%Au)-Sm0.75Y0.25S (a), Diaflex-TmSe (b), CuAu(80at%Au)-Sm0.65La0.35S (c), Ni50.4Al(quenched)-SnTe

(d), Fe-Cs (e) и Fe-Wf (f).
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Рис. 6. Графики узловых перемещений поперечного сечения пластины на границе раздела слоев.
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Наибольшая кривизна соответствует пластинам с ауксетическим слоем (Sm0.75Y0.25S,
TmSe, SnTe, Sm0.65La0.35S), в то время как для пластин из пары неауксетиков кривизна
существенно меньше.

3. Заключение. В работе проведен анализ эффективных упругих характеристик при
растяжении слоистых пластин из кубических кристаллов с ауксетическим слоем с
применением аналитического метода и метода конечных элементов. Численные рас-
четы выполнены для всех возможных комбинаций кубических кристаллов. Определе-
ны пластины, у которых эффективные упругие характеристики существенно отлича-
ются от правила смесей. Для ряда пластин выполнены численные расчеты с примене-
нием метода конечных элементов. Проведено сравнение полученных результатов с
аналитическими расчетами. Результаты моделирования подтверждают эффекты, вы-
явленные при анализе аналитических расчетов. По результатам численных расчетов
методом конечных элементов показано, что изгиб пластины существенно влияет на
значение эффективного модуля Юнга пластины.

Работа выполнена при поддержке гранта Российского научного фонда (проект
№ 22-29-01200).
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