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Рассмотрены две постановки задач теории упругости в напряжениях. Первая – на
основе уравнений совместности Папковича. Вторая – на основе уравнений совмест-
ности Сен-Венана. Показано, что формулы Чезаро в обеих постановках позволяют
ввести в качестве вектора неопределенных множителей Лагранжа вектор решений
неоднородных уравнений равновесия, удовлетворяющих векторной задаче Нейма-
на. С другой стороны показано, что уравнения совместности, вводимые как связи
между дисторсиями (совместность по Папковичу) или деформациями (совместность
по Сен-Венану), позволяют ввести соответствующие тензоры неопределенных мно-
жителей Лагранжа. Показано, что эти тензоры можно рассматривать как функции
напряжений. В первой постановке тензор функций напряжений второго ранга имеет
девять компонент так как в общем случае является несимметричным. Во второй по-
становке тензор функций напряжений является симметричным и обладает шестью
компонентами. В частности, обсуждается и возможность введения трех функций на-
пряжений.
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1. Введение. Интерес к решению задач теории упругости в напряжениях возник до-
статочно давно и связан, вероятно, с попыткой расширить класс аналитических реше-
ний. Достаточно полный обзор исследований, связанных с построением общих пред-
ставлений решений в напряжениях представлен в работе [1], где обсуждаются реше-
ния, полученные Максвеллом [2] и Морерой [3] и общее представление Бельтрами [4]
для напряжений через тензорную функцию напряжений. Вопросы полноты таких
представлений обсуждались в работах [5–8]. Как правило, в таких исследованиях рас-
сматривался случай, когда нет объемных сил. Вопросы построения шести функций
напряжений и краевых задач для их определения обсуждались в работах [9, 10]. Обоб-
щение проблемы построения функций напряжений на n-мерное пространство и фор-
мулировка соответствующих краевых задач для них даны в работе [11]. Возможность
представления напряжений через три функции напряжений обсуждалась в работах
[12, 13]. В работе [13] показана неоднозначность и эквивалентность форм представле-
ний напряжений через три функции напряжений. В недавней статье [14] утверждает-
ся, что уравнения совместности деформаций линейной теории упругости уравнения
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оказываются аналогичными общей теории относительности для пустого простран-
ства.

В настоящей работе для сохранения равноправия всех кинематических переменных
используется метод неопределенных множителей Лагранжа. Показано, что тензоры
неопределенных множителей Лагранжа, на которых уравнения совместности вводят-
ся как связи, являются тензорами функций напряжений и их ровно столько, сколько
уравнений совместности. Дополнительно, в качестве связей между перемещениями и
дисторсиями (постановка Папковича) и деформациями (постановка Сен-Венана)
вводятся формулы Чезаро. Показано, что вектор неопределенных множителей
Лагранжа, на котором формулы Чезаро вводятся как связи, в обеих постановках опре-
деляется из векторной задачи Неймана.

2. Кинематические соотношения упругости. Введем основные определения кинема-
тических переменных и приведем последовательно кинематические соотношения ли-
нейной теории упругости. Рассмотрим произвольное точечное преобразование:

(2.1)

Здесь  – соответственно координаты произвольной точки среды до и после де-
формирования, соответственно;  – вектор перемещений в рассматриваемой точке.

Запишем произвольное точечное преобразование (2.1) в дифференциалах:

(2.2)

где  – тензор Кронекера.
Введем определение дифференциала линейного элемента и дадим, соответственно,

определение метрического тензора . Учитывая равенство (2.2), найдем:

(2.3)

здесь  – дифференциал линейного элемента.
Определим тензор деформаций . Учитывая (2.3), получим:

В линейном приближении записанное определение тензора деформаций дает си-
стему симметричных соотношений Коши:

(2.4)

Наконец, дадим определение величин, определяющих антисимметричные кинемати-
ческие переменные деформирования. Тензор поворотов  имеет вид:

(2.5)

Псевдовектор поворотов   определяется, в свою очередь, через тензор поворотов :
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(2.6)

Очевидно, что имеет место и обратное равенство, позволяющее записать тензор пово-
ротов  через псевдовектор поворотов :

(2.7)

Общие соотношения Коши, связывающие градиенты вектора перемещений с тензо-
ром деформаций и поворотов записываются с учетом (2.4), (2.5) и определений (2.6),
(2.7) в следующем виде:

(2.8)

В равенствах (2.6)–(2.8)  является псевдотензором Леви-Чивиты. Запишем извест-
ные соотношения для тензора Леви-Чивиты, которые будут использованы в дальней-
шем:

(2.9)

3. Общее решение уравнений Коши. Соотношения Коши (2. 8) интегрируются в
квадратурах. Этими квадратурами являются формулы Чезаро, записанные относи-
тельно компонент тензора дисторсии :

(3.1)

Здесь  – координаты произвольной точки траектории интегрирования,  – вектор
перемещений в начальной точке траектории интегрирования.

Принимаем в дальнейшем, что  являются, соответственно, координатами на-
чальной  и конечной  точек траектории интегрирования. Формулы Чезаро, та-

ким образом, связывают вектор перемещения  в конечной точке траектории с коор-

динатами  с вектором перемещений  в начальной точке траектории интегрирова-

ния с координатами 
Необходимыми условиями интегрируемости криволинейного интеграла в (3.1) яв-

ляются уравнения совместности Папковича:

(3.2)

Таким образом, соотношения Коши (2.8) эквивалентны системе формул Чезаро (3.1)
и уравнений совместности Папковича (3.2). Иначе говоря, общее решение уравнений
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связи, уравнения совместности Папковича (3.2) дают девять связей. При этом форму-
лы Чезаро (3.1) являются общим решением (квадратурами) соотношений Коши, а
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уравнения совместности Папковича (3.2) – являются условиями существования этих
квадратур:

(3.3)

4. Общее решение уравнений совместности Папковича. Уравнения совместности
Папковича (3.2) можно привести к виду, пригодному к дальнейшему интегрированию
в квадратурах. Действительно, девять первых производных от компонентов псевдо-
вектора поворотов могут быть алгебраически выражены из (3.2) через компоненты
тензора деформаций из девяти уравнений совместности Папковича с учетом свойств
тензора Леви–Чивиты (2.9):

(4.1)

Интегрируя в квадратурах уравнения совместности (4.1), получим:

(4.2)

где  – псевдовектор поворотов в начальной точке траектории интегрирования с ко-

ординатами 
Условиями интегрируемости криволинейного интеграла в (4.2) являются уравне-

ния совместности Сен-Венана:

(4.3)

Таким образом, система квадратур расширена благодаря общему решению уравнений
совместности Папковича. Формулы Чезаро (3.1) определяют квадратуры относитель-
но перемещений, формулы (4.2) – квадратуры уравнений совместности Папковича
относительно псевдовектора локальных поворотов и тензора поворотов. Условиями
существования этих квадратур являются уравнения совместности Сен Венана:

(4.4)

Учитывая (4.1)–(4.4) подынтегральное выражение в формулах Чезаро (3.1) можно пе-
реписать только относительно деформаций, используя квадратуры уравнений сов-
местности Папковича (4.2):

(4.5)

Таким образом, если выполняются классические уравнения совместности Сен-Вена-
на (4.3), существует непрерывное поле псевдовектора  в соответствии с (4.2).
В свою очередь,  является общим решением уравнений совместности Папковича.
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Следовательно, криволинейные интегралы в формулах Чезаро (3.1) существуют, и, бо-
лее того, подынтегральное выражение в них можно выразить только через деформа-
ции в соответствии с (4.5). Следовательно система кинематических соотношений
Сен–Венана имеет вид

(4.6)

Следствие 1. Поле напряжений определяется через тензор деформаций с точностью
до линейного полинома, а поле псевдовектора поворотов (и, следовательно, тензора
поворотов) определяются с точностью до постоянного псевдовектора.

Следствие 2. Формулы Чезаро (4.5) позволяют трактовать первое слагаемое как пе-

ремещение, порожденное трансляцией системы координат , второе – как переме-

щение, порожденное вращением системы координат . Тогда третье слагаемое в (4.5)
можно трактовать как перемещение, связанное с деформированием среды, которое
является инвариантным относительно трансляции и поворота системы координат, т.е.

не зависящим от  и .
5. Тензор-функции напряжений Папковича. Рассмотрим принцип возможных пере-

мещений в общем случае, когда не заданы уравнения закона Гука и связь между на-
пряжениями и деформациями может быть произвольной. Дадим на его основе вариа-
ционную постановку определения функций напряжения. Учитывая, что кинематиче-
ские переменные определяются компонентами вектора перемещений и тензора
дисторсий (тензора деформаций и тензора поворотов), запишем принцип возможных
перемещений в виде

(5.1)

Аргументами этой, в общем случае неинтегрируемой относительно вариаций кине-
матических переменных линейной вариационной формы (5.1), являются вариации
компонентов перемещений (три) и вариации компонентов тензора дисторсии (де-
вять), представленного в виде разложения на симметричную (деформации – шесть) и
антисимметричную (повороты – три) части. Между ними имеются кинематические
связи, которые следует учесть. Например, если в качестве связей выбрать соотноше-
ния Коши, то все компоненты тензора дисторсии выражаются через первые производ-
ные от вектора перемещений. Девять соотношений Коши позволяют выразить девять
компонент тензора дисторсии через производные от трех компонент вектора перемеще-
ний. В результате основными (независимыми) кинематическими переменными ста-
новятся компоненты вектора перемещений. Отметим, что все кинематические пере-
менные в некотором смысле равноправны, поэтому формально любые три перемен-
ные могут быть выбраны за основные. Остальные, в таком случае, являются
зависимыми в соответствии со связями, обусловленными соотношениями Коши. Од-
нако выбор связей не всегда является тривиальным. Например, в отличие от компо-
нент вектора, компоненты тензора дисторсии не образуют некого тензорного объекта,
содержащего три компоненты. Действительно, тензор деформаций можно разложить
на шаровой (одна компонента) и девиатор (пять компонент). Тензор поворотов, име-
ющий три компоненты, также не подходит, так как через его компоненты нельзя
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определить потенциальные поля перемещений. Чтобы избежать субъективного выбо-
ра независимых кинематических переменных, воспользуемся методом неопределен-
ных множителей Лагранжа, сохраняющего равноправие всех кинематических пере-
менных. Для этого последовательно учтем три связи, задаваемые формулами Чезаро
(3.1) и девять связей, задаваемых уравнениями совместности Папковича (3.2).

В соответствии с методом неопределенных множителей Лагранжа учтем связи меж-
ду перемещениями и дисторсиями в виде формул Чезаро (3.1), умноженных на вектор
соответствующих неопределенных множителей Лагранжа  – реактивных силовых
факторов, которые удобно представить как лапласиан от другого неопределенного
вектора :

(5.2)

Здесь принято во внимание, что , а также Ri, j =

=  и .

Связи, отражающие требование выполнения условий интегрируемости соотношений
Коши (3.2), (см. уравнения совместности Папковича (3.3)) вводятся на несимметрич-
ном тензоре множителей Лагранжа :

(5.3)

С учетом выбранных связей (5.2), (5.3), путем формального суммирования (5.1)–(5.3),
принцип возможных перемещений (5.1) приводит к следующему вариационному ра-
венству:
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(5.4)

Девять компонент тензора множителей Лагранжа  и три компоненты вектора мно-
жителей Лагранжа  позволяют считать все двенадцать кинематических переменных
независимыми. В результате удается свести исходную вариационную задачу к первой
основной задаче, когда вариационное равенство выполняется при условии, что все
двенадцать статических множителей равны нулю. Это удается сделать за счет множи-
телей Лагранжа.

Таким образом из (5.4) вытекают уравнения Эйлера, которые в совокупности опре-
деляют формулы Чезаро (3.1), уравнения совместности Папковича (3.2) и соотноше-
ния, отражающие зависимость напряжений от компонентов тензоров неопределен-
ных множителей Лагранжа :

(5.5)

Из (5.4) также следует, что проблема определения вектора  решается отдельно, так
как на вектор неопределенных множителей Лагранжа  формулируется краевая зада-
ча, определяемая неоднородными уравнениями равновесия и неоднородными стати-
ческими граничными условиями:

(5.6)

Тензор неопределенных множителей Лагранжа  в соответствии с (5.5) таков, что на-
пряжения, выраженные только через него, удовлетворяют однородным уравнениям
равновесия тождественно:

где .
Таким образом, следуя общепринятому определению, компоненты тензора неопре-

деленных множителей Лагранжа  являются компонентами тензора функций напря-
жений.

Будем называть этот тензор второго ранга  функциями напряжений Папковича,
поскольку они введены как множители Лагранжа при условиях совместности Папко-
вича. При этом, для любого конкретного выбора уравнений закона Гука, девять ком-
понент тензора функций напряжений  будут удовлетворять соответствующим девя-
ти уравнениям совместности Папковича. Они записаны в терминах  в виде неодно-
родных уравнений в частных производных, правые части которых выражены через
вектор , являющийся решением задачи (5.6).

Если ввести дополнительно уравнения закона Гука, которые по определению уста-
навливают однозначную связь между компонентами тензора дисторсий и напряже-
ний, то получим уравнения совместности Папковича, записанные в напряжениях.
С учетом (5.5) эти уравнения записываются и через компоненты тензора функций на-
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пряжений. Напомним, что векторное поле  определяется краевой задачей Неймана
(5.6) и всегда может быть построено.

Обратим внимание на то, что связь между напряжениями и функциями напряже-
ний в общем случае не требует симметрии тензора напряжений. В результате, пар-
ность касательных напряжений определяется только выбором тех или иных уравне-
ний закона Гука. Поэтому предложенный способ построения функций напряжения
является достаточно общим и может быть распространён и на обобщенные модели
сред с несимметричным тензором напряжений.

Разрешающими уравнениями для функций напряжений являются уравнения сов-
местности, которые могут быть записаны с помощью уравнений закона Гука. В каче-
стве примера рассмотрим классический линейный закон Гука:

(5.7)

Обратим соотношения (5.7), выразив деформации через напряжения:

(5.8)

Очевидно, что обратный тензор модулей упругости  в (5.8) определяется равен-
ством

(5.9)

Учитывая (5.9), компоненты обратного тензора модулей упругости в (5.7) можно запи-
сать в следующем виде:

(5.10)

В результате, с учетом (5.8)–(5.10) уравнения совместности Папковича (4.1) представ-
ляются в напряжениях в следующем виде:

(5.11)

С другой стороны напряжения  с помощью равенств (5.5) определяются через функ-
ции напряжений  и уравнения совместности Папковича (5.11) записываются в
функциях напряжений в следующем виде:

(5.12)

В результате, в классической упругости с законом Гука (5.7)–(5.10) уравнения Папко-
вича (5.11), (5.12) позволяют определить псевдовектор поворотов в квадратурах:

(5.13)

При этом следует выполнить условия существования криволинейного интеграла
(5.13):

(5.14)

Соответственно, формулы Чезаро (3.1) с учетом (5.13), (5.14) приобретут вид:
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Таким образом, формулировка уравнений теории упругости в функциях напряжений
Папковича  записывается с помощью следующей совокупности равенств:

(5.15)

(5.16)

и

(5.17)

Равенство (5.15) дает определение тензора напряжений  через тензор функций на-
пряжений . Уравнение (5.16) имеет смысл уравнения совместности (условие суще-
ствования контурного интеграла (5.15)) и является разрешающим уравнением для
функции напряжений . Система уравнений (5.17) позволяет найти в квадратурах
поля деформаций, локальных поворотов и перемещений через вектор-функцию  и
тензор-функции напряжений Папковича . Вектор функция  в выражениях
(5.15)–(5.17) считается известной, так как следуя принципу возможных перемещений
(5.4) эта вектор–функция определяется по заданным в объёме и на поверхности тела
силам из отдельной краевой задачи (5.6).

Принцип возможных перемещений (5.4) позволяет формулировать и граничные
условия на функцию напряжений  в форме вариационного равенства:

(5.18)

Следуя (5.18) граничные условия для функций напряжений  записываются как
“статические” условия

(5.19)

Сформулируем некоторые следствия, касающиеся определения функций напряжений
 и постановки в напряжениях (5.15)–(5.19).

Следствие 1. Уравнения Папковича в функциях напряжений разрешены относи-

тельно всех первых производных от псевдовектора поворотов . Поэтому их можно
проинтегрировать в квадратурах.

Следствие 2. Если тензор модулей упругости в уравнениях закона Гука является сим-
метричным (тензор податливостей также симметричный), то имеет место парность ка-
сательных напряжений (симметрия тензора напряжений), и симметричный тензор де-
формаций  будет выражаться с помощью соответствующих сверток через компоненты
тензора функций напряжений Папковича  и компоненты тензора .

Следствие 3. В общем случае при решении в напряжениях девять уравнений сов-
местности Папковича (5.16), записанные через компоненты тензора функций напря-
жений 
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всегда являются неоднородными, так как правые части этих уравнений зависят от
дифференциальных операторов над вектором , определяемым краевой задачей (5.6).

Следствие 4. Если объемные и поверхностные силы равны нулю, то непосредствен-
но из (5.6) следует тривиальное решение для вектор-функции . В таком случае крае-
вая задача (5.18), (5.19) для функции напряжения  также является однородной. Сле-
довательно, при отсутствии объемных и поверхностных сил имеет место только три-
виальная функция напряжений . Отсюда, в частности, следует единственность
решения задачи в напряжениях, записанного через тензор функцию второго ранга

– функцию напряжений Папковича.
Следствие 5. Разрешающее уравнение на функцию напряжений Папковича  яв-

ляется условием существования криволинейного интеграла при определении псевдо-
вектора поворотов (5.13) и в точности совпадает с уравнением Бельтрами–Митчелла

, будучи записанным в напряжениях , если тензор податливо-

стей  является симметричным по первой и второй парам индексов. При решении
в напряжениях обычно эти уравнения решаются с учетом краевых условий на поверх-

ности, сформулированных для напряжений , где  – силы заданные на
поверхности тела. Покажем, что краевая задача, сформулированная на функции на-
пряжений Папковича  на основе принципа возможных перемещений хотя и явля-
ется решением этого же уравнения, но удовлетворяет иным краевым условиям. Дей-
ствительно, рассмотрим уравнение (5.15), определяющее тензор напряжений через
функцию напряжений, и перепишем его в виде

где  иное, эквивалентное представление для функции напряжений Пап-
ковича, а  предполагается известной функцией, так как полностью определяется
краевой задачей (5.6). Тогда краевая задача в классической интерпретации определя-
ется неоднородным уравнением Бельтрами–Митчелла, записанным в терминах функ-
ции напряжений Папковича  (  предполагается известной функцией являющей-
ся решением краевой задачи (5.6)) с граничным однородным условием типа Неймана

С другой стороны, вариационное равенство (5.4), полученное на основе принципа
возможных перемещений, требует краевой задачи с однородным граничным условием
типа Дирихле

6. Тензор функции напряжений Сен-Венана. Используя тот же алгоритм, что был
применен для построения функций напряжений Папковича, построим функции на-
пряжений в случае условий совместности Сен-Венана. Эти функции будем называть
функциями напряжений Сен-Венана. Запишем принцип возможных перемещений,
полагая, что в качестве системы кинематических связей выбрана система (4.6). Учи-
тываем, что список аргументов включает в этом случае вектор перемещений Ri и сим-
метричный тензор деформаций . Вариационное равенство принципа воз-
можных перемещений имеет вид
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В постановке (6.1) тензор напряжений является симметричным, так как совершает
возможную работу на симметричном тензоре деформаций. Псевдовектор поворотов
(как и тензор поворотов) не входит в формулировку вариационного принципа через
выражение возможной работы внутренних сил. Следовательно, только работа внеш-

них сил зависит от трансляции  и поворота  системы координат. Отсюда следует,
что условиями независимости (6.1) от трансляций и поворотов системы координат яв-
ляется условие глобального равновесия внешних сил:

(6.2)

а также условие глобального равновесия моментов внешних сил:

(6.3)

Условия (6.2), (6.3) являются условиями глобального равновесия внешних сил и мо-
ментов внешних сил, а по построению являются условиями инвариантности работы
внешних сил относительно трансляции и поворотов исходной системы координат.

В результате, принцип возможных перемещений (6.1) может быть записан только
относительно вариаций “упругих” перемещений (см (4.5))

зависящих от деформаций и не зависящих от трансляции и поворота системы коорди-
нат:

(6.4)

Система кинематических связей (4.6) может быть представлена в виде обобщенных
формул Чезаро и уравнений совместности Сен-Венана, которые являются условиями
существования квадратур для уравнений совместности Папковича относительно
псевдовектора локальных поворотов и тензора поворотов (см (4.5)):

(6.5)

Введем обобщенные формулы Чезаро в (6.5) как связи на векторе неопределенных
множителей Лагранжа :

(6.6)

Возьмем по частям второй интеграл в (6.6), содержащий вариацию формул Чезаро:
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(6.7)

При выводе (6.7) принято во внимание, что имеет место равенство eijkΩr =

= , полученное с учетом свойств тензора Леви-Чивита (2.9).

Дополнительно следует учесть и кинематические связи между компонентами тен-
зора деформаций определяемые уравнениями совместности Сен-Венана. Используя
тензор множителей Лагранжа 

(6.8)

Принцип возможных перемещений (6.4), запишем с учетом связей (6.7) и (6.8), что
обеспечивает независимость всех кинематических переменных. Используя технику
интегрирования по частям, в случае гладкой поверхности можно получить следующее
вариационное равенство:

(6.9)

где  некоторый оператор от тензор-функции напряжений Сен-Венана, вид
которого для краткости не расшифровывается.

Требование стационарности вариационной формы (6.9) полностью определяет век-
тор-функцию , тензор второго ранга -функцию напряжений Сен-Венана, позво-
ляет записать уравнения, связывающие симметричный тензор напряжений  с функ-
цией напряжений Сен-Венана  и дает краевую задачу на функцию напряжений .

Действительно, требование стационарности линейной вариационной формы (6.9)
приводит к шести уравнениям, устанавливающим связь между напряжениями и ком-
понентами тензора неопределенных множителей Лагранжа:

(6.10)
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и шести уравнениям совместности Сен-Венана:

Из (6.9) также следует, что вектор неопределенных множителей Лагранжа  опре-
деляется как решение векторной задачи Неймана:

(6.11)

Зависимость тензора напряжений от тензора неопределенных множителей Лагранжа
 в соответствии с (6.10) такова, что однородные уравнения равновесия тождествен-

но удовлетворяются. Действительно, полагаем, что

Тогда нетрудно убедиться, что выполняются тождественно и однородные уравнения
равновесия уравнения

Таким образом, следуя определению функций напряжений, компоненты тензора
неопределенных множителей Лагранжа  могут служить функциями напряжений
Сен-Венана. Нетрудно убедиться, что если следовать вариационному равенству (6.9) и
определять связь напряжений с функциями напряжений равенствами (6.10), то будут
тождественно удовлетворяться и неоднородные уравнения равновесия. Достаточно
учесть равенства (6.11). При этом, вне зависимости от выбора уравнений закона Гука,
шесть компонент тензора функций напряжений Сен-Венана  будут удовлетворять
соответствующим шести уравнениям совместности Сен-Венана, записанных относи-
тельно  с правыми частями, выраженными через вектор неопределенных множите-
лей Лагранжа . Это векторное поле, так же, как и в предыдущем случае, определяет-
ся краевой задачей Неймана (6.11) и всегда может быть построено.

В качестве примера рассмотрим случай, когда связь между напряжениями и дефор-
мациями определяется классическими уравнениями закона Гука:

Подставив деформации, выраженные через напряжения, в уравнения совместности
Сен-Венана, получим уравнения Бельтрами–Митчелла:

Подставив в уравнения Бельтрами–Митчелла вместо напряжений функции напряже-
ний в соответствии с (6.10), получим систему шести дифференциальных уравнений
(уравнений совместности Сен-Венана) записанных относительно шести компонентов
тензора функций напряжений :

7. О возможности введения трех функций напряжений. Покажем, что не только ком-
поненты тензора неопределенных множителей Лагранжа, с помощью которых вводят-
ся уравнения совместности как кинематические связи, подпадают под определение
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функций напряжений. Рассмотрим несимметричный в общем случае тензор напряже-
ний и вариационное равенство, полученное для случая уравнений совместности Пап-
ковича.

Пусть объемные силы отсутствуют. В этом случае, из уравнений (5.4), (5.6) следует,
что вектор–функция  является гармонической

(7.1)

Будем рассматривать несжимаемое тело. Нетрудно убедиться, что для случая несжи-
маемого тела векторная функция  может рассматриваться как вектор-функция на-
пряжений. Действительно, полагаем, что в (5.4), (5.5) . Тогда, следуя (5.15)
имеем

(7.2)

Для несжимаемого тела, в случае отсутствия объемных сил  шаровой тензор на-
пряжений является постоянной величиной в объеме тела. В результате, как нетрудно
проверить, уравнение совместности Сен-Венана будет выполняться из-за того, что 
является гармонической функцией. В результате, вектор функция  обладает всеми
свойствами функции напряжений, удовлетворяя уравнению равновесия по определе-
нию. Она также удовлетворяет уравнениям совместности Папковича (5.16). Более то-
го, для вектор-функции напряжений (5.18) сформулирована краевая задача Неймана,

которая является следствием принципа возможных перемещений (5.4) . По
известной вектор-функции напряжений  определяются и псевдовектор поворотов и
вектор перемещений:

Рассмотрим вновь случай несжимаемого тела и покажем, что для симметричного
тензора напряжений  вектор-функция  является функцией напряжений, если
объёмные внешние силы отсутствуют. В соответствии с (6.11)  является гармониче-
ской вектор-функцией. Тогда вектор-функция  является вектор-функцией напря-
жений. Действительно, полагая  в соответствии с равенством (6.10) имеем сле-
дующую связь этой вектор-функции с тензором напряжений .
Нетрудно проверить, что при отсутствии объемных сил, когда шаровой тензор напря-
жений для несжимаемого тела, является постоянным в объеме тела, тензор напряже-
ний  удовлетворяет уравнениям совместности Сен-Вненана в силу гармоничности

. Таким образом, для несжимаемого тела в классической упругости, для симметрич-
ного тензора напряжений  имеется три функции напряжений – три компоненты
вектор-функции .

Таким образом, в случае несжимаемого тела установлен класс явных решений 
задач теории упругости в напряжениях, если на поверхности тела заданы внешние си-
лы. В классической теории это точное решение дается равенствами

σi

Δσ = σ =, 0i i kk

σi

λ = 0mp

σ = σ ,ij i j

= 0V
iP

σi

σi

=( 0)V
iP

σi

− −Ω = Ω − σ = + σ − Ω 
0

0 1 0 1
, ,, [ ]

z z

o

M M

r r ijmn m nk jkr i i ijmn m n k ijk j
M M

C e dx R R C e dx

σij Φi

Φi

Φi

Λ = 0ij

σ = Φ + Φ − Φ δ, , ,ij i j j i k k ij

σij

Φi

σij

Φi

Φi



128 ЛУРЬЕ, БЕЛОВ
8. Заключение. Рассмотрены две постановки задач теории упругости в напряжениях.
Первая – на основе уравнений совместности Папковича. Вторая – на основе уравне-
ний совместности Сен-Венана. Показано, что формулы Чезаро в обеих постановках
позволяют ввести вектор-функции в качестве вектора неопределенных множителей
Лагранжа. Задачи на вектор-функции всегда отделяются и сводятся к векторной зада-
че Неймана. С другой стороны уравнения совместности, вводятся как связи между
дисторсиями или деформациями с помощью техники неопределенных множителей
Лагранжа – тензоров второго порядка. Эти тензоры подпадают под определение
функций напряжений, так как определяют напряжения, тождественно удовлетворяю-
щие однородным уравнениям равновесия. В первой постановке, в случае уравнений
совместности Папковича, тензор функций напряжений является несимметричным и
обладает девятью компонентами. Во второй постановке, когда уравнениями совмест-
ности являются уравнения Сен-Венана, тензор функций напряжений является сим-
метричным и обладает шестью компонентами. В обеих постановках число функций
напряжений равно числу уравнений совместности. Показывается, что для случая не-
сжимаемых тел, через вектор-функции могут быть введены три функции напряжений,
которые определяют класс решений задач теории упругости при отсутствии объемных
сил. Указываются конечные соотношения, которые при решении в напряжениях по-
сле определения функций напряжений позволяют найти деформации, псевдовектор
поворотов и напряжения.

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ 20-41-04404, выданного Институту
прикладной механики РАН.
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