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Уравнения с частными производными механики деформирования пологой оболочки
декомпозицией, разделением переменных, приводятся к обыкновенным и уравнениям
связи их в точке пересечения независимых переменных. Решения однородных обыкно-
венных дифференциальных уравнений определяются матричными сходящимися ряда-
ми. Они удовлетворяют произвольным начальным условиям. Это позволяет исключить
из решений постоянные интегрирования. Решения устанавливают связь между величи-
нами, характеризующими состояния сечений оболочки, в том числе и на краях, необхо-
димые для задания краевых условий. Для декомпозиции и моделирования поверхност-
ной нагрузки наносится сетка на элементе оболочки. Параметрические исследования
при сгущении сетки показали быструю сходимость решения.
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Введение. Актуальной проблемой является решение задач механики деформирования
элементов пластин и оболочек [1–4] в тех случаях, когда не удается методом Фурье разде-
лить переменные в уравнениях с частными производными и упростить задачу решением
обыкновенных дифференциальных уравнений [5, 6]. Проблема преодолевается решением
уравнений с частными производными с контролируемой погрешностью. Закладываются
основы построения конечных элементов оболочек, на которых математические модели их
деформирования решаются с контролируемой погрешностью. Таким образом, становит-
ся возможным построения алгоритмов решения задач механики деформирования тон-
костенных конструкций с определением мест концентрации напряжений и их макси-
мальных значений, что необходимо при решении задач прочности, например, лета-
тельных аппаратов. В работе представлена методика решения краевых задач механики
деформирования пологой оболочки двоякой кривизны. Методика основана на реше-
нии линейных обыкновенных дифференциальных уравнений удовлетворяющих про-
извольным начальным условиям. Вероятно, впервые такое решение было получено
А.Н. Крыловым методом Коши [7]. Декомпозицией [8] уравнения с частными произ-
водными механики деформирования пологой оболочки приводятся к обыкновенным
и алгебраическим уравнениям их связи. Решения однородных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений и частные решения для их правых частей получены на основе
известных работ [9–12] в виде формул. Они опубликованы в работах [13–15]. Постро-
ен и реализован алгоритм решения на ЭВМ краевой задачи механики деформирова-
ния элемента пологой защемленной по краям оболочки при поверхностном давлении.

1. Реализация. Рассматривается пологая оболочка двоякой кривизны, прямоуголь-
ная в плане, контур которой образован меридианами и параллелями, параллельными
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Рис. 1. Пологая оболочка.
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линиям главных кривизн (рис. 1). В качестве математической модели механики де-
формирования оболочки используются общие разрешающие уравнения оболочки
двоякой кривизны в перемещениях:

(1.1)

где: u, , w – компоненты перемещений, , ,  – соответствующие перемещениям ком-
поненты внешних поверхностных сил, r1, r2 – главные радиусы кривизны оболочки, h и μ –
толщина оболочки и коэффициент Пуассона, B и D – мембранная и изгибная жесткости.

Методом декомпозиции [8] система уравнений в частных производных (1.1) приво-
дится к следующей системе дифференциальных уравнений:
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(1.2)

и уравнений их связи:

(1.3)

В системе уравнений (1.2)  – неизвестные функции, введенные
при декомпозиции. Эти функции подлежат определению путем удовлетворения урав-
нений связи (1.3). Проанализируем уравнения системы (1.2).
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Рис. 2. Поверхностная нагрузка.
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нения  записано как . Оно будет решено

относительно . В свою очередь  определять из этого уравнения не будем, знания

лишь величины  достаточно для предлагаемого удовлетворения уравнениям связи.

Разобъем сторону оболочки вдоль оси Ox на m + 1 интервалов точками x10, x20, …, xm0, а
сторону оболочки вдоль оси Oy на n + 1 интервалов точками y01, y02, … , y0n (рис. 1). Эти
точки для значений параметров указанных выше ОДУ.

Далее нанесем сетку меридианов и параллелей через выбранные точки. Вдоль каж-
дого меридиана и параллели теперь можно записать ОДУ с дифференцированием по 
или по  соответственно. Меридианы и параллели пересекаются в точках. В точках пе-
ресечения меридианов и параллелей будем выполнять уравнения связи (1.3), в точках
контура оболочки – краевые условия.

Для каждой точки (на контуре и на пересечении меридианов и параллелей) запи-
шем по столбцу, содержащему перемещения и производные от них:

(1.4)

(1.5)

( )
( )∂+ =

∂ ∂
v

32
31

1
1 μ ( , )

2
f x y

x y

( )

( )

 ∂∂  ∂   =
∂ +

v
3

1

3
1

2 ( , )
1 μ

y
f x y

x
( )∂

∂
v

3
1

y
( )

v
3

1

( )∂
∂
v

3
1

y

x
y

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
v v

v

1 1 1 1 3 31 3 2 3 2 3
1 1 13 3 3 3 3 32 1

3 2 3 2 3 2 2

T

xij ij ij ij
ij ij ij ij ijij ij ij

u w w w w w
u w

x x y x x x y y x
w

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂=

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
v

v

2 2 22 3 2 2 3
1 2 2 3 3 31 2 2

1 2 3 2 3

T

yij ij ij ij
ijij ij ij ij ij

w w wu u
u w

y x y y y y
w



146 ВИНОГРАДОВ
Комбинированием производных, входящих в столбцы (1.4) и (1.5), по известным фор-
мулам могут быть вычислены силовые факторы, характеризующие состояние сечения
оболочки: нормальные, обобщенные сдвиговые силы, изгибающие моменты, обоб-
щенные перерезывающие силы.

Неизвестные функции  аппроксимируем кусочно-постоянны-
ми. Для этого другими меридианами и параллелями разбиваем оболочку на области
(рис. 2) таким образом, чтобы каждая из точек (например, 11, 12, 21, …, mn) попадала внутрь

одной из областей. Принимаем значения неизвестных функций  посто-
янными и равными их значениям в точках 11, 12, 21, …, mn. Для каждой из точек 11, 12, 21, …,
mn запишем столбец значений неизвестных функций:

(1.6)

Вдоль каждого меридиана и параллели запишем соответствующие дифференциаль-
ные уравнения системы (1.2) в матричной форме:

(1.7)

где: , ,  = , , cx53 =

=

( ) ( )…1 3
1 3( , ) ( , )f x y f x y

( ) ( )…1 3
1 3( , ) ( , )f x y f x y

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 1 1 2 2 2 3 3 3

T
ij ij ij ij ij ij ij ij ij ijf f f f f f f f ff

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂ =
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ∂

v

v

v

(1)
3
(2)
3

1
(1)
2
(1)

272

(3)
1

(1)
3
(1)
3

2 (1)
92 963

2

3 (1)
3
3

2 (3)
3
2

3 (3)
3

2

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0

x

x x

u

u
x

a
x

y

W
x

w
x

a aw

x
w
x
w

y

w

y x

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ∂

v

v

v

(1)
3
(1)
3

(1)
2
(1)
2

(3) 441
53

(1)
3
(1)
3

2 (1)
3
2

3 (1)
3
3

2 (3)
3
2

3 (3)
3

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 00 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

x

x

u

u
x

x
c

cy

W

w
x

w

x
w
x
w

y

w

y x

(1)
1
(2)

1
(3)

1
(1)

2
(2)

2
(3)

2
(1)

3
(2)

3
(3)

3

0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 0 0 0
2

f

f

f

f

f

f

f

f

f

 = − + 
 

27
1 2

μ1
xa

r r
 = − + 
 

92 2
1 2

μ12 1
xa

r rh
96xa

 
− + + 

 
2 2 2

1 21 2

2μ12 1 1
r rh r r

=
− μ44
2

1xc

+ μ
2

1



147МЕХАНИКА ДЕФОРМИРОВАНИЯ
В краткой форме:

(1.8)

(1.9)

где: , , , 

(1.10)
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(1.12)

Решения ОДУ (1.8), (1.10) определяются аналитически по формулам [9–11]. Вдоль
меридиана y = y0j между любыми соседними точками i, j и i, j – 1:

(1.13)

где:  – расстояние по меридиану между соседними точками,  =

=  – матрица функций Коши–Крылова (решение однородного ОДУ),

Вдоль параллели  между любыми соседними точками i, j и :

(1.14)

Записав решения (1.13), (1.14) между всеми соседними точками в направлениях x и y и мы
получим неопределенную систему алгебраических уравнений (СЛАУ). Чтобы получен-
ную СЛАУ сделать определенной, необходимо дополнить ее краевыми условиями и урав-
нениями связи. Краевые условия устанавливаются следующим образом. Для каждой из
точек на контуре x10, x20, …, xm0 (рис. 1) записываются матричные уравнения вида
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Рис. 3. Граничные условия.
где Bx – прямоугольная матрица, выбирающая элементы столбца производных, wx0j –
столбец производных (1.4), vx0j – столбец задаваемых значений выбранных производных.

Например, для постановки краевого условия защемления, уравнение (1.15) в раз-
вернутом виде запишется как:

(1.16)

Для постановки других видов краевых условий следует изменять элементы матрицы
Bx. Если же на краю нужно задать не нулевое значение, а, например, приложить силу
или изгибающий момент, то следует в столбце vx0j заменить 0 на необходимое значе-
ние. Краевые условия для точек y01, y02, …, y0n ставятся аналогично.

Дополнив СЛАУ уравнениями связи (1.11), (1.12) для точек пересечения, мы тем по-
лучим определенную систему. Для задания поверхностных нагрузок следует использо-
вать одно из уравнений уравнение связи – уравнение (1.11). Заданием в правой части
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Рис. 4. Зависимость величины вычисленного изгибающего момента М в полюсе оболочки от плотности сетки.
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уравнения (1.11) числовых значений величин q1, q2, q3 будут нагружаться соответству-
ющие области вокруг точек пересечения меридианов (рис. 2).

Решив определенную СЛАУ, получаем значения элементов столбцов (1.4), (1.5), а

так же значения функций  … . Решение носит приближенный харак-
тер. При сгущении сетки меридианов и параллелей, т.е при увеличении числа точек

выполнения уравнений связи и уменьшения областей осреднения функций 

…  решение стремится к аналитическому, то есть с контролируемой погреш-
ностью.

2. Результаты вычислений. Решена краевая задача механики деформирования поло-
гой защемленной по краям оболочки, нагруженной внешним давлением. Расчетная

( )1
1 ( , )f x y ( )3

3 ( , )f x y

( )1
1 ( , )f x y

( )3
3 ( , )f x y
Рис. 5. Относительная разность в зависимости от номера итерации.
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Рис. 6. Зависимость величины вычисленного прогиба w в полюсе оболочки от плотности сетки.
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Рис. 7. Относительная разность в зависимости от номера итерации.
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схема представлена на рис. 3. Вычислены перемещения – w – и изгибающие моменты –
M – в полюсе пологой оболочки двоякой кривизны. Внешнее давление 10 МПа. Пара-
метры оболочки: размеры в плане – 1 × 1 м, радиусы кривизны – 10 м, толщина –
5 мм. Материал панели – алюминий с характеристиками: модуль Юнга – 0.7 × 1011 Па,
коэффициент Пуассона – 0.3. На оболочку накладывалась сетка меридианов и парал-
лелей при разбиении сторон оболочки от 5 × 5 интервалов до 25 × 25 интервалов. Ре-
зультаты представлены в таблице 1 и в виде графиков. Помимо величин прогибов и
моментов (рис. 4, 6) для определения сходимости решения и определения погрешно-
сти вычислялась разность их значений полученных на двух соседних итерациях, отне-
сенная к величине вычисленного значения на данной итерации. В таблице 1 и на гра-
фиках (рис. 5, 7) эта величина названа “относительная разность”.

Выводы. Предложенный автором подход к решению задач механики деформирова-
ния элемента пологой оболочки и построенный алгоритм решения краевой задачи на
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Таблица 1. Результаты расчетов
Номер

итерации 1 2 3 4 5 6 7 9 10 11

Плотность 
сетки, мери-
дианов × па-
раллелей

5 × 5 7 × 7 9 × 9 11 × 11 13 × 13 17 × 17 19 × 19 21 × 21 23 × 23 25 × 25

Прогиб, мм 3.16409 3.16700 3.17151 3.17349 3.17433 3.17471 3.17488 3.17496 3.17499 3.17500
Относитель-
ная разность, % 0.0919 0.1424 0.0621 0.0267 0.0119 0.0054 0.0025 0.0010 0.0003 0.0000

Изгибающий 
момент, Н 27.315 27.174 27.205 27.238 27.260 27.274 27.284 27.291 27.296 27.300

Относитель-
ная разность, % –0.5187 0.1140 0.1196 0.0808 0.0534 0.0364 0.0257 0.0187 0.0140 0.0108
ЭВМ показывает быструю сходимость решения с контролем погрешности при увели-
чении плотности сетки декомпозиции.
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