
ИЗВЕСТИЯ РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК. МЕХАНИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 2022, 
№ 3, с. 110–121

УДК 539.3
РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О РАСШИРЕНИИ СФЕРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТИ
ПРИМЕНИТЕЛЬНО К ОЦЕНКЕ СОПРОТИВЛЕНИЯ ВНЕДРЕНИЮ

ТВЕРДОГО ТЕЛА В ГРУНТ

© 2022 г.   А. М. Браговa,*, В. В. Баландинa,**, Л. А. Игумновa,***,
В. Л. Котовa,****, А. К. Ломуновa,*****

aНациональный исследовательский Нижегородский государственный университет
им. Н.И. Лобачевского, Н. Новгород, Россия

*e-mail: bragov@mech.unn.ru
**e-mail: balandin@mech.unn.ru
***e-mail: igumnov@mech.unn.ru
****e-mail: vkotov@mm.unn.ru

*****e-mail: lomunov@mech.unn.ru

Поступила в редакцию 30.04.2021 г.
После доработки 07.10.2021 г.

Принята к публикации 13.10.2021 г.

Анализируются решения задачи о расширении с постоянной скоростью сфериче-
ской полости в грунтовой среде: расширение полости происходит из точки в полу-
пространстве, занимаемом упругопластической грунтовой средой. Приводится по-
лученное ранее линеаризованное аналитическое решение этой задачи, полученное в
предположении несжимаемости среды за фронтом ударной волны. В результате
сравнения с результатами численного решения задачи в полной постановке показа-
но, что приближенное решение является хорошей аппроксимацией зависимости
давления на границе полости от скорости ее расширения. Линеаризованное реше-
ние применено для расчета силы сопротивления внедрению жесткой сферы при
проникании в мягкий грунт, динамическая сжимаемость и сопротивление сдвигу
которого характеризуется ударной адиабатой Гюгонио и критерием текучести Мо-
ра–Кулона–Треска. Результаты аналитических и численных расчетов сравниваются
с известными экспериментальными данными, представленными в виде зависимо-
стей от скорости удара силы сопротивления внедрению сфер – ударников в водона-
сыщенный песок. Продемонстрировано хорошее соответствие теоретических и экс-
периментальных данных.
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1. Введение. Решения задачи о расширении сферической полости (ЗРСП) [1–5] ак-
тивно применяются в механике геоматериалов [6–13]. Более общий подход, основан-
ный на теории локального взаимодействия, развивается в работах [11–19]. Экспери-
ментально-расчетный анализ проникания ударников с плоскими, коническими и по-
лусферическими головными частями в грунт представлен в работах [6, 7, 12, 20–23].
Из работ за последние пять лет по решению ЗРСП в приложении к механике грунтов
отметим [24–28]. В целом можно отметить [25, 26], что решение ЗРСП и его примене-
ние для расчета контактных и интегральных параметров в задачах удара и проникания
достаточно развито. Учет реальных свойств материалов – нелинейной сжимаемости,
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зависимости предела текучести от давления и/или скорости деформаций, возможное
разрушение – затрудняющих получение аналитического решения, легко осуществля-
ется при численном решении задачи [27, 28].

Спецификой деформирования мягкого грунта является необходимость учитывать
распространение как непрерывных упругопластических, так и ударных волн (УВ). На-
личие сферических УВ в песчаном и глинистом грунтах, а также зависимость скорости
УВ от давления на ее фронте показаны экспериментально [29–32]. Следует отметить,
что существующие решения задачи о расширении полости также должны предусмат-
ривать возможность формирования УВ, распространяющейся по невозмущенному
пространству.

В настоящей статье приводится постановка и решение ЗРСП применительно к
определению силы сопротивления внедрению жесткого ударника в песчаный грунт.
Деформационные и сдвиговые свойства грунта задаются ударной адиабатой и крите-
рием текучести Мора–Кулона с ограничением на максимальную величину предела те-
кучести Треска (далее – критерий Мора–Кулона–Треска). Численно получено обоб-
щенное решение, предполагающее наличие упругого участка при дозвуковых скоро-
стях распространения упругопластического интерфейса и формирование единой
пластической УВ при сверхзвуковых скоростях. В предположении несжимаемости
среды за фронтом УВ получено аналитическое решение задачи. Это решение анало-
гично полученному ранее жесткопластическому решению [2] задачи о расширении
цилиндрической полости, где показано, что применение жесткопластического реше-
ния теоретически приводит к завышению сопротивления прониканию. Однако следу-
ет заметить, что сам подход, основанный на использовании решения задачи о расши-
рении полости в динамике удара, является приближенным; предпочтение тому или
иному решению задачи следует отдать по результатам сравнения с экспериментальны-
ми данными. В сравнении с экспериментальными и расчетными данными нами проде-
монстрировано, что модель проникания жесткого тела в грунт с использованием про-
стой линеаризованной аналитической жесткопластической модели [26] обладает обла-
стью применимости, сравнимой с моделями на основе численного решения ЗРСП.

2. Решение ЗРСП в упругопластической грунтовой среде. Рассматривается одномер-
ная задача о расширении сферической полости из точки в безграничной грунтовой
среде. Упругопластические свойства грунтовой среды определяются соотношениями:

(2.1)

где  и  – компоненты тензора напряжений Коши,  – относительное из-
менение объема,  и ρ – начальная и текущая плотность, f1 и f2 – заданные функции.

В работах [25, 26] приводится постановка краевой задачи для системы двух ОДУ
первого порядка в результате решения которой определяются безразмерные напряже-
ние и скорость в области пластического течения грунтовой среды

(2.2)

(2.3)

(2.4)

где введены обозначения: ,  – безразмерные скорость и напряже-
ние,  – размерная скорость,  – безразмерная координата (граница полости),

 – скорость расширения полости, величины  и  соответствуют плотности и объ-
емной деформации на УВ, распространяющейся со скоростью c,  – безразмер-

ная координата, штрихом обозначено дифференцирование по ξ, .
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Принимаемое допущение о сохранении плотностью ее значения на УВ, равного ,
можно иначе назвать гипотезой о несжимаемости среды за фронтом УВ.

Ударная адиабата Гюгонио грунтовых сред с достаточной для практических расче-
тов точностью [32, 33] может быть представлена линейным соотношением:

(2.5)

где Us и up – скорость плоской УВ и скорость частиц за фронтом УВ,  и s – констан-
ты материала.

Далее при решении ЗРСП принимается [26]

(2.6)
Для определения ε получено приближение

(2.7)
Используя обозначение , из (2.7) следует

(2.8)
В работе [26] получено решение ЗРСП для критерия пластичности среды Мора–

Кулона

где τ0,  – константы, , в этом случае напряжение имеет вид

(2.9)

При выводе (2.9) использовалось равенство , где , справед-
ливое в условиях одноосной деформации.

Из (2.9) могут быть получены формулы для определения напряжения в зависимости
от ξ:

(2.10)

и формула для напряжения при ξ = ε (напряжение на границе полости)

Далее

(2.11)

(2.12)

(2.13)

В уравнениях (2.10)–(2.13) величина  определяется по линеаризованной формуле
(2.7).

В работе [25] реализован алгоритм получения численного решения ЗРСП при учете
образования УВ с высокой точностью. В данной работе это решение будет применять-
ся для анализа применимости приближенного аналитического решения.
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Рис. 1. Напряжение на границе полости в зависимости от скорости расширения: упругопластическое реше-

ние при  (сплошная линия) и решение с выделением возникающей единой пластической ударной

волны, распространяющейся по невозмущенной среде (сплошная линия с крестом) при .
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2.5

0 600 V

≤ sV V
> sV V
В работе [26] получено обобщение линеаризованного жесткопластического реше-
ния для среды с критерием Мора–Кулона–Треска. Аналогичный подход применялся
ранее в работе [2] при решении задачи о расширении цилиндрической полости.

3. Анализ применимости жесткопластического линеаризованного решения. Приводят-
ся результаты сравнительных расчетов, в которых динамическая сжимаемость среды
характеризуется соотношением (2.5), сопротивление среды сдвигу задается линейной
зависимостью Мора–Кулона. В расчетах варьируется скорость расширения полости.

Решение задачи в пластической области непрерывно при переходе в упругую об-
ласть. В случае превышения значением скорости пластической волны величины ско-
рости распространения упругой волны, формируется пластическая УВ, которая рас-
пространяется по невозмущенному пространству. Далее, в качестве иллюстрации рас-
сматривается вариант задания параметров уравнения состояния среды с известной
зависимостью напряжения от объемной деформации (ударной адиабатой) и условием
пластичности Мора–Кулона, которые сведены в таблицу 1.

Кривые на рис. 1 соответствуют численным результатам решения задачи (2.2)–(2.4)
с использованием классического метода Рунге–Кутты. Далее это решение называем
точным.

Обнаружено, что формирование УВ происходит при скорости расширения полости
 (отмечено пунктиром),  = 550 м/с. В окрестности этого значения кривые ре-

шения имеют касание второго порядка.
На рис. 2 скорость представлена в логарифмической шкале, пунктиром отмечено

значение безразмерной скорости расширения полости , при котором про-
исходит образование единой пластической ударной волны (  = 0.34).

Точное решение на рис. 2 демонстрирует ограниченность параметра  при стремле-
нии скорости расширения полости к бесконечности (  < 0.663) и к нулю (  > 0.023).

Приближенное решение по формуле (2.7) ограничено сверху ( ). Ограничен-
ным также остается величина размерного напряжения 1.13 МПа на границе полости

= sV V sV

≡ 0/s sM V C

sM
ε

ε ε

< 3ε 1/ s



114 БРАГОВ и др.

Рис. 2. Безразмерная зависимость  от скорости (логарифмический масштаб): точное обобщенное решение,

включающее упругопластический интерфейс (сплошная синяя линия) при  и образование пласти-

ческой ударной волны (сплошная красная линия с крестом) при , жесткопластическое линеаризо-
ванное решение (2.7) (штрихпунктирная линия).
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при около нулевых скоростях. Величина ε, полученная по приближенной формуле
(2.7), стремится к точному значению лишь при .

Отметим, что из решения задачи без учета возникновения пластической УВ следует
ограниченность скорости упругопластического интерфейса при высоких скоростях
расширения полости (сплошная линия на рис. 3). Продолжение решения с выделени-
ем единой пластической УВ (сплошная линия с крестом на рис. 3) более отвечает фи-
зической картине распространения волн.

Приближенные решения на рис. 4 получены по формулам (2.7), (2.11) соответствен-
но. Отметим хорошее соответствие приближенного линеаризованного решения и точ-
ного решения в полной постановке в достаточно широком диапазоне скоростей рас-
ширения полости вплоть до M = 0.1. Как и точное решение, безразмерное линеаризо-
ванное решение имеет нелинейный характер при , а при  может быть
представлено линейной зависимостью.

Хорошее соответствие приближенного линеаризованного и точного решений мо-
жет быть объяснено, если рассмотреть распределения напряжений в среде в зависимо-
сти от безразмерной координаты.

Как видно на рис. 5, значения напряжений, полученные с применением формул
(2.7), (2.10), достаточно близки к точному значению только в окрестности полости.
Формальное продолжение решения в область M < 0.4 приводит к погрешности в опре-
делении напряжения на границе полости в 16%. С ростом скорости расширения поло-
сти погрешности в определении напряжений с использованием формул (2.10), (2.11)
существенно уменьшаются.

Таким образом, из представленных данных сравнительных численных и аналитиче-
ских расчетов следует, что соотношение (2.7) и формулы (2.11) можно использовать
для аппроксимации напряжения на контактной поверхности ударников, проникаю-
щих в грунтовые среды.

4. Определение сопротивления внедрению жесткой сферы в песок. Как известно, урав-
нение состояния мягкого грунта включает в себя ударную адиабату, условие пластич-
ности, а также модули упругости K и  начального участка кривой деформирования.
Представление ударной адиабаты в виде линейного соотношения вида (2.5) позволяет

> 0.4M

< 0.4M > 0.4M

G
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Рис. 3. Нормализованные зависимости c(V) (обозначения кривых как на рис. 2).

c/C0

1

0 0.5 V/C0

Рис. 4. Нормализованные напряжения на границе полости в зависимости от скорости расширения (обозна-
чения кривых как на рис. 2).
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определить связь напряжения  и объемной деформации  в условиях одноосной де-
формации:

(4.1)

Сопротивление среды сдвигу определяется зависимостью предела текучести от дав-
ления

(4.2)

σ r θ

( ) ( )−≡ − 22
1 0 0θ ρ θ 1 θf C s

( ) ( )[ ]≡ + + −2 0 1 0σ / 1 / σ σf p kp kp
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Рис. 5. Распределение напряжений в среде при безразмерных скоростях расширения полости М = 0.125
(кривые 1, 2) и 0.25 (кривые 3, 4): сплошная (1, 3) и штрихпунктирная (3, 4) линии соответствуют точному
обобщенному и линеаризованному жесткопластическому решениям.

sr

0.5

0 0.5 �

1 2 3 4
где ,  и k постоянные коэффициенты.
Функция  “давление – объемная деформация” принимается в виде (4.1)

(4.3)

неизвестные параметры а и b в которой определяются методом наименьших квадратов.
В таблице 2 приводятся значения параметров модели водонасыщенного песка [23].
Кривая нелинейного критерия текучести (4.2) аппроксимируется билинейной за-

висимостью закона Мора–Кулона с ограничением Треска (таблица 3)

(4.4)

Параметры упругого участка диаграммы деформирования и ударной адиабаты во-
донасыщенного песка представлены ранее в таблице 1.

Зависимости напряжений от координаты при условии текучести Мора–Кулона–
Треска [26] (сплошная линия) и Мора–Кулона (штриховая линия), полученные по
формуле (2.9), изображены на рис. 6, скорость расширения полости составила 250 м/с.

На рис. 7 сплошная линия соответствует результатам [26], штриховая линия,
штрихпунктирная линия и штриховая линия с квадратом – результатам, полученным
с применением уравнений (2.12), (2.13) и уравнения (2.13) при . Можно отме-
тить, что при малых скоростях справедливо более простое решение (2.12), а при высо-

0σ 1σ
( )3 θf

( ) ( )−= ≡ − 22
1 0θ ρ θ 1 θp f a b

+ = + μ < ≤≡  >

0 0
2

τ τ σ , 0 σ σ
τ , σ σ

r r M

M r M

kp
f

=0τ τM
Таблица 1. Параметры уравнения состояния среды

ρ0, кг/м3 K, МПа G, МПа , м/с , м/с s , МПа k

2080 4570 1147 1713 1700 3.4 0.021 0.5 0.375

ec 0C 0σ μ
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Таблица 2. Параметры уравнения состояния грунта [18]

w, % ρ0, кг/м3 , м/с a, м/с b , МПа k , МПа

20 2080 1700 3.4 1620 3.6 0.1 0.5 50

0C s 0σ 1σ

Таблица 3. Параметры условия пластичности Мора–Кулона–Треска (4.4)

, МПа k , МПа , МПа

0.021 0.3 0.25 25 1000

0τ μ τM σM
ких скоростях расширения полости – решение (2.13), по сравнению с более трудоем-
ким общим решением ЗРСП с критерием Мора–Кулона–Треска [26].

Сила, действующая на сферический ударник при его проникании в грунт с посто-
янной скоростью, может быть представлена в виде

(4.5)

где  – площадь миделя поперечного сечения сферы,  и  – нормальное и
касательное контактные напряжения, угол ϕ отсчитывается от вершины сферы в на-
правлении свободной поверхности.

В соответствии с моделью расширения полости, нормальное контактное напряже-
ние определяется давлением на стенку расширяющейся сферической полости, кото-
рое может быть представлено в виде квадратичной зависимости

(4.6)

где  – нормальная компонента вектора скорости внедрения, ,  – постоян-
ные коэффициенты.

( )= +
φ

τ
0

2 σ cos φ σ sin φ sin φ φnF S d

= π 2S R σn τσ

= +2
0 2 1σ /ρn a u b u

= − 0u U z 2a 1b
Рис. 6. Безразмерные зависимости напряжений, полученные при использовании критерия Мора–Кулона–
Треска [21] и Мора–Кулона (сплошная и штриховая линии соответственно).

S

0.075

0.2
0

0.5 �
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Рис. 7. Зависимости напряжений на границе полости от скорости, полученные [21] (сплошная линия) и с

применением уравнений (2.12), (2.13) и (2.13) при  штриховая линия, штрихпунктирная линии и
штриховая линия с квадратом соответственно.

sC

400

0 300 V

=0τ τM
Касательные напряжения определяются законом Кулона с постоянным коэффици-
ентом kf

(4.7)

Зависимость силы сопротивления внедрению сферического ударника от скорости
удара имеет вид

(4.8)

Угол отрыва потока принимался равным , коэффициент трения для водона-
сыщенного песка принимался вдвое меньшим, чем для сухого песка [34] .

На рис. 8 отметим хорошее соответствие результатов аппроксимации и экспери-
ментальных данных без введения подгоночных коэффициентов.

Для водонасыщенного песка применение условия Мора–Кулона–Треска необхо-
димо, так как при малых скоростях удара (до 200 м/с) существенную роль играет внут-
реннее трение, при более высоких скоростях сказывается ограниченность предела те-
кучести в рамках критерия Треска.

Рассмотрим проникание ударников с высокими скоростями, когда сопротивлени-
ем сдвигу грунтовой среды можно пренебречь. Нормальное давление на поверхности,
двигающейся со скоростью U0, будет выражаться уравнением (2.13) без первого слага-

емого: . Примем для напряжения на контактной по-

верхности форму записи , где CD – коэффициент сопротивления. Тогда,

=τσ σf nk

( ) ( )= + = + ρ = + ρ2
0 0 2 1 2 0 1 1 2 0,, f fF AU BU A a A k A S B b B k B S

− − += =

−= =

4 3

1 2

3 3

1 2

(1 cos φ) (φ 2 sin φ cos φ sin φ cos φ), ,
2 4

2(1 cos φ) 2 sin φ,
3 3

A A

B B

= πφ /3
= 0.2fk

= − − −2 4 3
0 0σ ρ (3/2 ε ε /2)/(1 ε )r U

= 2
0 0
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Рис. 8. Силы сопротивления прониканию сферы в водонасыщенный песок в зависимости от скорости уда-
ра: обращенный эксперимент [18] (светлые точки) и аппроксимация на основе решения ЗРСП (обозначе-
ния кривых как на рис. 7).

F

75

0 250 U0
положив величину  (оценка сверху), получим оценку коэффициента CD в за-

висимости от параметра ударной адиабаты s: . При изме-

нении s в диапазоне  коэффициент сопротивления меняется в диапазоне
 < 2.1.

5. Заключение. Применительно к задаче проникания в мягкие грунты жесткой сфе-
ры получено автомодельное аналитическое решение одномерной ЗРСП из точки в
бесконечной грунтовой среде. Решение получено для модели грунта как упругопла-
стической среды с критерием текучести Мора–Кулона–Треска при учете нелинейной
сжимаемости в соответствии с известной ударной адиабатой. Численно показано, что
при решении задачи о расширении полости в мягком грунте необходимо учитывать
формирование пластической УВ, распространяющейся по невозмущенному про-
странству грунта. Проведенный параметрический анализ линеаризованного жестко-
пластического решения показал, что оно является хорошей аппроксимацией зависи-
мости давления на границе полости от скорости ее расширения применительно к ши-
рокому классу мягких грунтовых сред. Получены расчетные оценочные зависимости
максимального значения силы сопротивления внедрению жесткой сферы в водонасы-
щенный песок при скоростях удара от 50 до 400 м/с. Сравнение аналитически и экспе-
риментальных результатов определения сил сопротивления прониканию, показало их
качественное и количественное хорошее соответствие. В этой связи при решении за-
дач проникания в мягкие грунты может с успехом применяться простое аналитиче-
ское решение.

Благодарности. Авторы выражают признательность В.В. Баландину и Е.Ю. Линник
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