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Обсуждаются аналитические возможности предложенного в 70-е годы XX века в ра-
ботах А.И. Александровича представления решения в перемещениях в трехмерной
теории упругости в виде двумерной комплексной структуры. Комплекснозначные
перемещения ищутся в форме голоморфного разложения как ряды по степеням
комплексных переменных с антиголоморфными коэффициентами и по степеням
сопряженных комплексных переменных с голоморфными коэффициентами. Все го-
ломорфные и антиголоморфные функции выражаются через четыре произвольные
голоморфные функции. В качестве тестовых частных случаев, приводящих к извест-
ным в теории упругости классическим решениям, рассматриваются плоское дефор-
мированное состояние, антиплоская деформация, трехмерное деформированное со-
стояние в тонкой пластинке переменной толщины, осесимметричные поля переме-
щений, реализующиеся, в частности, при линейной комбинации внутреннего
(внешнего) давления, -кручения и осевого -сдвига в цилиндрическом слое и
при -кручении сплошного цилиндра. В терминах комплекснозначных перемеще-
ний выписывается система уравнений осесимметричной теории упругости, фунда-
ментальное решение которой является общим представлением поля перемещений в
осесимметричном случае аналогично формулам Колосова–Мусхелишвили в плос-
кой задаче.
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Введение. Исторически аппарат теории функции комплексного переменного
(ТФКП) начал привлекаться в механике сплошной среды прежде всего в плоских за-
дачах теории упругости и при описании плоских течений идеальной несжимаемой
жидкости [1, 2]. Вызвано это тем, что в соответствующих теориях естественно возни-
кают гармонические функции двух переменных  и , имеющие вполне определен-
ный физический смысл (в каждом из упомянутых случаев свой). Данным функциям
можно дать интерпретацию как действительным частям некоторых аналитических
комплекснозначных функций переменного . При этом мнимые части вос-
станавливаются с помощью условий Коши–Римана.
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Методы ТФКП успешно применялись и в некоторых пространственных задачах
теории упругости. В [3] описаны подходы, обобщены методы, реализованные в плоских
задачах, и собраны результаты применительно к осесимметричным задачам теории
упругости изотропной среды. В [4] в задаче о напряженно-деформированном состоянии
в тонкой пластинке переменной толщины в трехмерной постановке дополнительно к
двум классическим комплексным потенциалам Колосова–Мусхелишвили введен тре-
тий. Эта же методика применяется в анализе задачи Кирша в трехмерной постановке
[5] и при наличии массовых сил [6].

Обратим здесь особое внимание на оригинальном подходе к системам уравнений
трехмерной теории упругости в перемещениях в общем виде, связанном с работами [7, 8]
Александра Ивановича Александровича (1947–2013). В них предложен метод реше-
ния, основанный на рассмотрении трехмерного тела в виде сечения четырехмерной
области координатной гиперплоскостью. Это позволило записать уравнения равнове-
сия Ламе в форме четырех дифференциальных уравнений. Добавление к этим уравне-
ниям условия независимости искомых функций от четвертой координаты привело к
расщеплению системы на три уравнения трехмерной теории упругости и уравнение
Лапласа для четвертой компоненты. Четырехмерность дала возможность ввести в про-
странстве координат и смещений двумерную комплексную структуру. Комплексно-
значные смещения ищутся в форме голоморфного разложения, т.е. в виде рядов по
степеням комплексных переменных с антиголоморфными коэффициентами и по сте-
пеням сопряженных комплексных переменных с голоморфными коэффициентами.
Показано, что все голоморфные и антиголоморфные функции выражаются через че-
тыре произвольные голоморфные функции. Использование разложений в ряды или
интегральных представлений этих функций позволило ставить и решать различные
краевые задачи. В [9–12] метод развит на динамические, термоупругие и нелинейно-
упругие (модель Синьорини) задачи, голоморфные разложения в которых имеют свои
математические особенности.

Целью публикуемой работы является возродить интерес специалистов к комплекс-
ному представлению Александровича и возможностям анализа, которые оно дает, в
частности, в осесимметричных задачах теории упругости.

1. Выражение перемещений через две комплекснозначные гармонические функции двух
переменных. Согласно идеям работ [7, 8] решения в перемещениях  квази-
статической системы уравнений Ламе

(1.1)

для трехмерной сжимаемой упругой среды в отсутствии массовых сил являются со-
ставной частью, или специальным классом решений  системы четырех
уравнений

(1.2)

дополненной требованиями

(1.3)

По умолчанию здесь и далее индексы k и l меняются от 1 до 3, а индексы p и q от 1 до 4;
по повторяющимся индексам производится суммирование.

Равенства (1.2) формально можно интерпретировать как квазистатическую систему
уравнений Ламе для четырехмерной упругой среды с тем же, что и в (1.1), коэффициентом

Пуассона . Условия (1.3) говорят, что в сечении любой гиперплоскостью  карти-

на распределения перемещений  будет одной и той же. Не
останавливаясь на физическом смысле вспомогательной гармонической функции

1 2 3( , , )ku x x x

+ − ν − ν, ,(1 2 ) = 0, 1 < < 1/2l lk k llu u

1 2 3 4( , , , )pu x x x x

+ − ν, ,(1 2 ) = 0q qp p qqu u

,4 4,= 0, = 0p kku u

ν 0
4 4=x x

≡0
1 2 3 4 1 2 3( , , , ) ( , , )p pu x x x x u x x x



10 ГЕОРГИЕВСКИЙ, СТЕЦЕНКО
, заметим, что тройка функций , удовлетворяющая (1.1), имеет
смысл искомых перемещений в трехмерном пространстве.

Введем две комплексные переменные  и  и два зависящих от , , ,  ком-
плексных перемещения  и :

(1.4)

Из независимости (1.3) перемешений от координаты  сразу следует, что

(1.5)

т.е. обе функции  и  зависят от суммы . Здесь и далее точка с запятой в индексе

означает частное дифференцирование по , ,  либо , например .
С учетом (1.5) компоненты  тензора малых деформаций и дилатация  име-

ют вид

(1.6)

Компоненты тензора напряжений находятся на основании закона Гука, куда надо
подставить соотношения (1.6).

Запишем в терминах функций W1 и W2 (1.4) четыре уравнения равновесия (1.2):

(1.7)

Введем также функции

(1.8)

такие, что два уравнения (1.7) и два условия (1.5) можно представить в виде

(1.9)

(1.10)

Из (1.9) следует, что каждая из функций α и β удовлетворяет уравнениям с одним и
тем же оператором:

(1.11)

Для действительных и мнимых частей функций  и  ( , )
равенства (1.11) означают, что

(1.12)
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т.е. функции , ,  и  гармонические по своим четырем переменным xp, а  и
 – комплекснозначные гармонические функции по  и .

В [7, 8]  и  выражаются через одну голоморфную функцию  в виде сте-
пенных рядов по  и  с коэффициентами, содержащими частные производные от 
по  и оператор, обратный частному дифференцированию по . Соотношения (1.8)
рассматриваются как уравнения относительно  и  с известными  и  (точнее го-
воря, выраженными через ). В результате общее решение в комплексных перемеще-
ниях  и  представляется зависящим от двух произвольных аналитических функ-
ций  и . При этом отмечается, что классические краевые задачи тео-
рии упругости определяют пару функций  и  неоднозначно, так что имеется класс
пар голоморфных функций, дающих одно и то же решение выбранной задачи.

Остановимся далее на вопросе соответствия некоторых специальных классов реше-
ний трехмерной теории упругости и введенных комплекснозначных функций , ,

, .
2. Плоское деформированное состояние и антиплоская деформация. Пусть

(2.1)

Тогда согласно (1.8)

(2.2)

Соотношения (1.10) выполняются тождественно, а система (1.9) распадается на два
несвязанные уравнения

(2.3)

Общее решение системы (2.2), (2.3) следующее:

(2.4)

(2.5)

(2.6)

где , ,  и  – произвольные аналитические функции .
Видно, что соотношение (2.4) с точностью до коэффициента  совпадает с форму-

лой Колосова–Мусхелишвили для комплексного перемещения в плоском деформи-
рованном состоянии (в плоскости ). Решение (2.5) описывает антиплоскую де-
формацию также в плоскости . Таким образом, рассматриваемый случай (2.1) –
суперпозиция плоского и антиплоского деформированных состояний. Первое из них
реализуется, когда , а второе, когда .

3. Деформированное состояние в тонкой пластинке переменной толщины. Рассмотрим
зависимости

(3.1)

автоматически удовлетворяющие (1.5) и соответствующие полю действительных пере-
мещений , , . Такое поле реализуется при на-
пряженно-деформированном состоянии в тонкой пластинке переменной толщины,
рассматриваемой в трехмерной постановке [4].

Из (3.1) и (3.2) имеем

α* α** β* β** α
β 1z 2z

α β ϕ0 1 2( , )z z

1z 2z ϕ0

2z 1z

1W 2W α β
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ϕ0 1 2( , )z z ψ0 1 2( , )z z

ϕ0 ψ0

1W 2W
α β

1 1 1 1 2 2 1 1= ( , ), = ( , )W W z z W W z z

α − ν + β
− ν

1;11;1 2;1
1= [(3 4 ) ], =

2(1 2 )
W W W

α β;1;1 = 0, = 0

− ν ϕ − ϕ − ψ1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( , ) = (3 4 ) ( ) ( ) ( )'W z z z z z z

ϕ + ψ2 1 1 2 1 2 1( , ) = ( ) ( )W z z z z

α − ν ϕ β ψ1 1 2 1= 4(1 ) ( ), = ( )' 'z z

ϕ1 ψ1 ϕ2 ψ2 1z
μ2

1 2( )x x

1 2( )x x

ϕ ψ ≡2 2= 0 ϕ ψ ≡1 1= 0
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(3.2)

Уравнения равновесия (1.9) запишутся следующим образом

(3.3)

Общее решение системы (3.3)

(3.4)

(3.5)

включает четыре произвольные аналитические функции , ,  и  от . В част-
ном случае , , означающем отказ от трехмерного рассмотрения на-
пряженно-деформированного состояния, придем к совпадению выражений (3.4) и
(2.4), т.е. к формуле Колосова–Мусхелишвили для плоской деформации. Отметим,
что в работах [4–6], в частности, в задаче Кирша в комплексной постановке использу-
ются три комплексных потенциала.

4. Осесимметричные поля перемещений. Исходя из представления (1.4) нетрудно по-
лучить выражения через  и  для компонент ,  и  вектора перемещений в ци-
линдрических координатах

(4.1)

(4.2)

(4.3)

где , , .

Осесимметричность поля перемещений, или независимость ,  и  от угла ,
означает, что функции  и  зависят от ,  и , а фактически в силу (1.3) от
действительных переменных  и . Следовательно,

(4.4)

Так как, например,

(4.5)

то имеем следующие выражения для  и :
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1= = ( ),
2zu u W W

+2 2
1 2=r x x θ 2 1= arctg( / )x x 3=z x

ru θu zu θ
1 1z W 2W 1| |z 2z 2z
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∂ ∂
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(4.6)

Видно, что  зависит только от ,  и , а  есть произведение  на некоторую
функцию от ,  и .

Уравнения равновесия (1.9) после подстановки в них выражений (4.6) выглядят
следующим образом:

(4.7)

Представляет несомненный теоретический интерес нахождение общего решения
системы (4.7), имеющей довольно громоздкий и несимметричный вид. Приведем ни-
же несколько частных случаев, приводящих как к известным в осесимметричной тео-
рии упругости, так и новым классам решений в перемещениях.

5. Поле перемещений, зависящее только от r. Случай зависимости всех компонент ,
 и  перемещений только от радиуса  соответствует тому, что функции  и , а

следовательно, и  и  в (4.4) зависят только от . Система (4.7) значительно упро-
щается и становится не связанной относительно  и :

(5.1)

Общее решение

(5.2)

включает четыре произвольные комплекснозначные константы , ,  и . По
функциям  и  (4.4)

(5.3)

согласно определениям (1.4) и формулам (4.1) восстанавливается классическое одно-
мерное поле перемещений:

(5.4)

которое соответствует линейной комбинации внутреннего (внешнего) давления, -
кручения и осевого -сдвига в цилиндрическом слое. Видно, что равенство нулю
компоненты  эквивалентно тому, что  – вещественнозначная функция, а равен-
ство нулю компоненты  – тому, что значения  лежат на мнимой оси.

Сюда же надо отнести случай осевого растяжения–сжатия сплошного цилиндра:
, , , в котором

(5.5)

   α − ν + + + + + β  − ν    

 = − 
 

1 1
1 1;|1| 2;21 1;|1| 2;2

2;|1|
1 1;2

1

| | | |1= (3 4 ) =
2(1 2 ) 2 2

2| |

z zF F F F F F

F
z F

z

α 1| |z 2z 2z β 1z

1| |z 2z 2z

− ν + + + + − ν + +

+ + + + − ν + +

 − ν+ + 
 

1;|1| 1;|1||1| 2;|1|21;|1| 1 1;|1||1| 1 1 2;|1|21;22

1 1
1;2 1;|1|2 2;221;2 1;|1|2 2;22

2;|1|
2;|1||1|

1

3 4 1(3 | | ) (3 | | ) 4(1 2 )| | = 0
2 2

| | | | (3 4 )
2 2

1 2 = 0
2 | |

F z F F z F z F F F

z zF F F F F F

F
F

z

ru

θu zu r 1W 2W

1F 2F 1| |z

1F 2F

+ +1;|1| 1 1;|1||1| 2;|1| 1 2;|1||1|3 | | = 0, | | = 0F z F F z F

+ +2
1 1 1 2 1 3 4 12

1

(| |) = , (| |) = ln | |
| |
cF z c F z c c z
z

1c 2c 3c 4c

1W 2W

 
+ + 

 

2
1 1 1 1 2 1 3 4 12

1

(| |) = , (| |) = ln | |
| |
cW z z c W z c c z
z

θ+ + +2 2
1 1 3 4

* **= , = , = ln* ** * *r z
c c

u c r u c r u c c r
r r

θ( )r
( )rz

θu 1F

ru 1F

= ( )r ru u r θ ≡ 0u = ( )z zu u z

β11 1 1 1 2 2 2 2= (| |), = , = ( , ), = 0F F z F F F F z z
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Система уравнений равновесия сводится к требованиям , . Ее общее
решение

(5.6)

включает две вещественные константы ,  и две комплекснозначные , . Функ-
ции  и  (4.4) имеют вид

(5.7)

а компоненты  и  следующие

(5.8)

где из соображений ограниченности  при  положено .
6. -кручение сплошного цилиндра. Полю перемещений с компонентами

,  в задаче о -кручении сплошного цилиндра соответствуют
функции

(6.1)

Второе уравнение (4.7) удовлетворяется тождественно, а из первого следует, что

(6.2)

Разделение переменных в уравнении (6.2)

(6.3)
приводит к двум обыкновенным дифференциальным уравнениям

(6.4)

с произвольной вещественнозначной константой C. Случай C = 0, очевидно, приво-
дит к линейной зависимости  от  и , т.е. к классическому решению  с по-
стоянной круткой . Как следует из (6.4), при  существуют, во всяком случае
формально, и другие решения с экспоненциальными и тригонометрическими зависи-
мостями  от . Физический смысл этих решений неочевидна и подлежит анализу.

Работа выполнена по теме государственного задания ИПМех РАН (№ госрегистра-
ции АААА-А20-120011690136-2).
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