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При решении динамических задач следует учитывать различные физические и гео-
метрические нелинейности. Учет диссипации энергии значительно усложняет нахож-
дение корректного решения. Во многих практических задачах возможно рассмотре-
ние деформирования в квазистатической постановке [1–3]. При рассмотрении квази-
статических процессов пренебрегают скоростью изменения параметра внешнего
воздействия, а так же, как следствие, изменением со временем характеристик, описы-
вающих поведение объекта. Это означает, что скорость изменения характеристик объ-
екта непрерывно зависит от скорости изменения параметра воздействия. В [4] прове-
дено исследование корректности использования жесткопластической модели в зада-
чах квазистатического и динамического изгиба круглых пластин при малых и больших
прогибах.

Известны работы по сформулированной проблеме, проведенные на основе различ-
ных критериев устойчивости [5–7]. В [6] анализируются классические задачи про-
дольного изгиба стержня, выполненного из упругопластического материала. Получе-
но достаточное условие применимости предложенного подхода. Приводится доказа-
тельство корректности квазистатической постановки. В [7] анализируется
адекватность концепций касательного и приведенного модулей в теории квазистати-
ческого продольного изгиба упругопластических стержней (в геометрически линей-
ной постановке).

В [8, 9] рассматривается проблема устойчивости квазистатического поведения раз-
личных механических систем на основе анализа непрерывной зависимости от началь-
ных возмущений и от скорости квазистатического нагружения. В исследуемых сингу-
лярных уравнениях малый параметр характеризует скорость приложения внешних
сил. На механических примерах показаны сходство, различия и взаимосвязь между
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понятием динамическая устойчивость квазистатических траекторий и устойчивостью
по Ляпунову. Получены достаточные условия для устойчивости квазистатических тра-
екторий упругопластических систем с упрочнением. В подобных работах, как прави-
ло, на определенном этапе исследований задавалась траектория нагружения и пара-
метры нагрузок переставали быть независимыми.

Пусть поведение изучаемого объекта характеризуется решением системы диффе-
ренциальных уравнений с начальными условиями:

(1)

(2)

где  – внешнее воздействие.
Будем искать решение (1), (2) в виде

(3)

Здесь динамическая составляющая  найдена из задачи, полученной подстановкой
(3) в (1), (2), т.е.

(4)

Статическая составляющая  – одно из s решений системы

(5)
Сделаем некоторые ограничения на выбор пространств состояний. Будем рассматри-

вать такие пары пространств, в которых производная Фреше отображения является изо-
морфизмом [10, 11]. Как правило, при исследовании напряженно-деформированного
состояния различных упругопластических тел именно такие пространства с соответ-

ствующими нормами и используются, например, гильбертово пространство, ,

Rm), , пространства Гельдера и др. В этом случае будет справедливо утвер-
ждение теоремы.

Теорема 1. Пусть для дифференциального уравнения (4) выполняется:
1. 

2. , где  – некоторая положительная константа

3. Для каждого  имеет место асимптотическая устойчивость тривиального
решения уравнения

(6)

Тогда для любого  найдутся  и  такие, что для  и
 будет выполняться  при всех .

Рассмотрим следующее определение.
Определение. Будем считать, что при  квазистатический процесс, описывае-

мый решением системы (1), существует, если для любых ,  и , а так-
же для каждого w0 найдутся такие r(t), величина  и соответствующее решение систе-
мы (5), что при выполнении условий:

( )=� , ( )w F w p t

= 0(0)w w

( )p t

= υ + η ≤ ≤( ) (1 )jw j s

υ

∂ηυ = υ + η −
∂

� �

( )
( )( , )

j
jF p p

p

( ) ( )( )υ = − η( )
00 0jw p

η( )j

( )( ) =, 0F u p t

2([ , ]С a b

[ ]4( , , )mС a b R

≤ ≤0 1( )p p t p

∂η ≤ Μ
∂

( )j

p
Μ

[ ]∈ 0 1,c p p

υ = υ η�

( )( , , )jF c

ε > 0 δ >1 0 δ >2 0 ≤ δ ≥� 1( ) ( 0)p t t
υ ≤ δ2(0) υ ≤ ε( )t ≥ 0t

∈p D

ε > 0 ∈0p D ∈1p D

0t

≡ ≤ ≤0 0( ) при 0r t p t t



101О КВАЗИСТАТИЧЕСКОМ ДЕФОРМИРОВАНИИ
(7)

будет иметь место

(8)

В приведенном определении “соответствующим решением” называется то решение
(5), области притяжения которого принадлежит точка (p0 , w0).

Сформулируем следующую теорему:
Теорема 2. Пусть ,  и области D не принадлежат особые точки (5), т.е.

 при всех . Для каждого  имеет место асимптотическая

устойчивость тривиального решения уравнения (6) при соответствующем решении

. Тогда существует квазистатический процесс, соответствующий решению задачи
(1), (2), в смысле приведенного выше определения.

Для доказательства теоремы построим ступенчатую функцию r(t). Выберем некото-
рые величины  и  такие, что точка  принадлежит области притя-

жения решения . Из асимптотической устойчивости тривиального решения

уравнения (6) для указанного  следует, что для заданного  при каждом посто-
янном  найдется некоторая положительно определенная функция .

Обозначим

Предположим, что начальное условие w0 таково, что

Зафиксируем в момент времени t = 0 внешнее воздействие, т.е. пусть p ≡ p0. По-
скольку тривиальное решение задачи (6) асимптотически устойчиво, то найдется та-
кой момент времени t = t0, когда будет выполняться условие

Рассмотрим для случая p1> p0 некоторую возрастающую при t ≥ t0 функцию r1(t).
Пусть при p = r1(t) процесс будет описываться решением системы уравнений (4).
Предположим, что при t = t1 это решение удовлетворяет условию  (
при t ≥ t0). Зафиксируем в момент времени t = t1 функцию p(t). Тогда при t ≥ t1 процесс бу-
дет описываться снова решением уравнения (6) при p(t) = r1(t1). Из асимптотической
устойчивости тривиального решения системы уравнений (6) при p(t) = r1(t1) следует

 при t ≥ t1 и найдется величина t2 такая, что будет выполняться неравенство

(9)

При p = r2(t), где r2(t) – некоторая возрастающая функция при t ≥ t2, процесс снова
будет описываться решением системы уравнений (4). Предположим, что при t = t3 это
решение удовлетворяет условию . Зафиксируем в момент времени t = t3
функцию p(t) ≡ r2(t3) и т.д.
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Из приведенного построения функции r(t) следует, что для заданного ε > 0 выпол-
няется условие  при t ≥ t0 и p = r(t), что и требовалось доказать (поскольку t2 –
– t1 > 0, t3 – t2 > 0 и т.д., то ).

Таким образом, получаем, что если параметр внешнего воздействия р принадлежит
интервалу [p0, p1] и тривиальное решение системы (6) будет асимптотически устойчи-
во, то условие существования квазистатического процесса равносильно изучению по-
падания в [p0, p1] особых точек уравнения (5).

В соответствии с условиями теоремы о неявной функции [12, 13], с учетом указан-
ных выше ограничений на пространства состояний существование и ограниченность

величин , определенных соотношением (5), выполняется при

(10)

В случае потенциального внешнего воздействия для каждой пары p0 и w0 мы смо-

жем найти соответствующее решение статики . При этом при переходе p через осо-
бую точку условие (10) нарушается. Тривиальное решение уравнения (6) становится
неустойчивым. Таким образом, при потенциальных внешних силах требование (10)
будет достаточным для существования квазистатического состояния (в смысле приве-
денного выше определения), соответствующего w из (1), (2), при  и любых

.
Если параметр внешнего воздействия p будет п-мерным вектором, то последнее

слагаемое  из (4) примет вид . Функция r(t) в условиях (7) и (8) описыва-

ет изменение параметра внешних воздействий вдоль траектории нагружения зависи-
мости от времени.

Если w из (1), (2) является еще и функцией пространственных переменных (система
с распределенными параметрами), то необходимо будет проверять соответствующие
условия теоремы о неявных функциях [12, 13] для уравнений статики.

Пусть приложенные внешние силы потенциальны, и для найденного  вы-
полняется (10) для любого . Очевидно, что в этом случае, если при каком-то

 тривиальное решение (6) асимптотически устойчиво, то оно будет также
асимптотически устойчиво при любом фиксированном . Таким образом, если
траектория нагружения не выходит за пределы области D, условие (10) будет достаточ-

ным для существования квазистатического состояния, соответствующего 
из (5). Причем точка (p0, w0) будет принадлежать области притяжения тривиального
решения, соответствующего (6). В частности p1 может равняться нулю, и тогда триви-
альное решение уравнения (6) является асимптотически устойчивым. Следовательно,
если внешние силы отсутствуют, находить область осуществления квазистатического

поведения, соответствующего , также можно на основе статической модели.
Рассмотрим квазистатическое деформирование упругоподкрепленной полосы, вы-

полненной из упругого несжимаемого материала. Форма ее поперечного сечения
близка к прямоугольной. Полоса сжата давлением р, приложенным по боковым кром-
кам .

Напряженно-деформированное состояние полосы описывается решением задачи [14]:
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(11)

(12)

(13)

Здесь k – коэффициент жесткости основания, функции  и  характеризу-
ют деформированные верхнюю и, соответственно, нижнюю кромки сечения. В неде-
формированном стоянии они описываются функциями  +
+ ϕ2(x).

Если пренебречь отличием формы сечения от прямоугольника ,
то исходная задача (11)–(13) допускает решение

(14)

Из [15], учитывая (14), получаем

Поскольку внешнее воздействие в рассматриваемой задаче потенциально, то усло-
вия теоремы 2, а также (10) будут удовлетворены, если решение задачи (11)–(13) не-
прерывно зависит от исходных данных. Согласно [13, 16], для исследования этой зави-
симости составим однородную линеаризованную задачу относительно ζi:

(15)

, (16)

(17)

Квазистатическое поведение полосы, соответствующее решению (14), возможно,
если эта задача допускает только тривиальное решение.

Следуя [14], положим, что

(18)

Используя выражения (15), получаем уравнения для определения функции 
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(19)

Удовлетворяя граничным условиям (17) , ищем  в таком виде

(20)

В результате подстановки (20) в (19), получаем уравнение для ϕ(y)

(21)

Уравнение (21) легко интегрируется. После определения функции  найдем
 и , а из соотношений (15) и все остальные. Для дальнейшего необходимы следую-

щие выражения

(22)

Подставив (22) в граничные условия (16), получаем следующую линейную систему
уравнений для нахождения произвольных постоянных :

(23)

где

Если определитель системы (23) равен нулю, она имеет нетривиальное решение:
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(24)

Итак, соотношение (24) на плоскости параметров k1 и γ определяет границу обла-
сти, в пределах которой возможно квазистатическое деформирование рассматривае-
мой полосы, соответствующее решению (14).
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