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Методом математического моделирования исследуются флаттер пластины произ-
вольной формы в плане. Для численного моделирования неустойчивых колебаний
пластины предложен эффективный численный алгоритм без насыщения, который
позволяет на редкой сетке получить приемлемую точность в приближенном решении.
Стандартно критическая скорость флаттера ищется на двух сетках 9 × 15 и 15 × 31;
критерием правильности расчета является близость полученных значений, возмож-
но задать произвольную сетку. Произведены расчеты для эллиптической алюминие-
вой пластины для двух толщин h = 0.003 и h = 0.005 при разных направлениях векто-
ра скорости потока. Совпадение расчетов на двух сетках удовлетворительное.
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Введение. Наиболее распространенным в настоящее время методом решения задач
механики деформируемого твердого тела является метод конечных элементов. Его не-
достатки общеизвестны: аппроксимируя перемещение кусочно-линейной функцией,
мы получаем, что напряжения разрывные. Вместе с тем следует заметить, что боль-
шинство задач механики деформируемого твердого тела описывается уравнениями
эллиптического типа, которые имеют гладкие решения. Представляется актуальным
разработать алгоритмы, которые учитывали бы эту гладкость. Идея таких алгоритмов
принадлежит К.И. Бабенко [1]. Эта идея высказана им в начале 70-х годов прошлого
века. Многолетнее применение этой методики в эллиптических задачах на собствен-
ные значения автором настоящей работы доказало их высокую эффективность. В настоя-
щей работе рассматривается флаттер пластины, обтекаемой, с одной стороны, потоком
воздуха. Принятая математическая модель флаттера пластины построена А.А. Ильюши-
ным, И.А. Кийко [2]. Эффективный алгоритм решения задачи разработан автором и
Кийко И.А. [3]. Основу программы составляет построение дискретного бигармониче-
ского оператора по методике [4]. Конформное отображение строится по программе
Э.П. Казанджана [5]. Программный комплекс устроен таким образом, что если из-
вестны параметрические уравнения границы области, то возможно найти критиче-
скую скорость флаттера и построить соответствующую собственную форму. Стан-
дартно критическая скорость флаттера ищется на двух сетках 9 × 15 и 15 × 31; критери-
ем правильности расчета является близость полученных значений, возможно задать
произвольную сетку.
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1. Математическая постановка задачи. Исследование устойчивости колебаний тон-
кой пластины произвольной формы в плане, которая в плоскости ,  занимает об-
ласть  с границей  и обдувается потоком газа, приводит к спектральной задаче [2]
для амплитудного значения прогибов , .

(1.1)

(1.2)

Здесь Е, ν – модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала пластины, h – ее
толщина, V = (Vx, Vy) – вектор скорости газа, р0, с0 – давление и скорость звука в не-
возмущенном потоке, k – показатель политропы газа.

Собственное число λ связано с частотой колебаний соотношением

(1.3)
в котором ρ – плотность материала пластины.

Оператор М в (1.2) – это известный в теории пластин дифференциальный оператор,
определяемый типом граничных условий. Методика решения спектральной задачи
(1.1)–(1.3) описана для произвольного оператора М.

Колебания пластины будут устойчивыми или нет в зависимости от того, будет ли
 или ; если  – наименьшее по модулю собственное значе-

ние, то вследствие (1.3) выписанным неравенствам соответствуют  или

 < 0, где . Поскольку ,  уравнение
 = 0 определяет нейтральную кривую и соответствующую ей критическую ско-

рость флаттера. Речь идет, следовательно, о нахождении нулей функции 
при заданном направлении вектора скорости потока.

Обозначим через l характерный размер области G и введем безразмерные (со штрихами)

координаты и параметры: , , , , , , V = ,

.
Подставив в (1.1), (1.3), убеждаемся, что в безразмерной форме система сохраняет

свой вид, если параметр β заменить на безразмерный параметр k. В дальнейшем изло-
жении штрихи будем опускать.

Введем вместо декартовых координат х, у криволинейные координаты r, θ по фор-
мулам , ; если выполнены условия Коши–Римана

то система координат r, θ ортогональна. Выберем теперь функции , и  та-
ким образом, чтобы функция

задавала конформное отображение круга  на область G. Тогда в координатах
 уравнение (1.1) примет вид

(1.4)
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Таблица 1. Результаты расчетов для эллиптической пластины

(a = 1, e = 0.7); Al: (  кгс/см2,  кг/м3)

θ
h = 0.003 h = 0.005

9 × 15 15 × 31 9 × 15 15 × 31

0 0.4255 (3) 0.4454 (2) 1.6984 (2) 1.7925 (1)
π/8 0.4528 (2) 0.4609 (2) 1.5195 (1) 1.5397 (1)
π/4 0.4259 (1) 0.4199 (1) 1.7138 (2) 1.7989 (2)

3π/8 0.3582 (1) 0.3696 (1) 1.9560 (2) 1.9372 (2)
π/2 0.3346 (1) 0.3438 (1) 2.1710 (2) 2.2268 (2)

5π/8 0.3238 (1) 0.3289 (1) 2.2892 (2) 2.2667 (2)
3π/4 0.3117 (1) 0.3113 (1) 2.0261 (2) 1.9760 (2)
7π/8 0.2941 (1) 0.2927 (1) 2.2988 (2) 2.9141 (2)

π 0.2834 (1) 0.2840 (1) 2.5720 (2) 2.6060 (2)
9π/8 0.2892 (1) 0.2900 (1) 2.5415 (2) 2.7088 (2)
5π/4 0.3157 (1) 0.3125 (1) 2.4861 (2) 2.0417 (2)
11π/8 0.3704 (1) 0.3517 (1) 2.4607 (2) 2.2631 (2)
3π/2 0.4671 (1) 0.4048 (1) 2.6563 (2) 2.3201 (2)
13π/8 0.4369 (1) 0.4676 (1) 2.0075 (2) 2.0203 (2)
7π/4 0.4085 (3) 0.4736 (2) 1.5138 (5) 1.8752 (1)
15π/8 0.4042 (5) 0.4474 (2) 1.5576 (5) 1.8221 (1)

= × 60.7 10E ρ = × 32.7 10
граничные условия (1.2) преобразуются известным образом [7]. В дальнейшем изло-
жении область G предполагается односвязной, а контур  – кривой Ляпунова; это
обеспечивает выполнение основной теоремы Римана и теоремы о соответствии гра-
ниц. Обозначим

и запишем уравнение (1.4) в виде

(1.5)

Теперь очевидно, что дискретизации краевой задачи (1.5), (1.2) вполне аналогична
описанной ранее [4] для бигармонического оператора.

2. Вычислительные эксперименты. Рассматриваются алгоритмы численного реше-
ния задачи (1.1) с краевыми условиями
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Здесь G – область в комплексной z – плоскости с достаточно гладкой границей
 n – единичный вектор внешней нормали к ∂G; ∂/∂s – означает диффе-

ренцирование по длине дуги (длина отсчитывается против часовой стрелки); γ – кри-
визна ∂G; ν – постоянная (коэффициент Пуассона). Краевые условия (2.1) и (2.2)
означают, что пластинка защемлена по краю, а краевые условия (2.1) и (2.3) означают
свободное опирание по краю.

Для рассматриваемых смешанных краевых условий оператор M имеет разный вид
для частей границ Gi, i = 1, 2. Возможность такой дискретизации проверяется ниже
экспериментально.

Рассматривалась эллиптическая пластина с большой полуосью a = 1 и эксцентри-
ситетом e = 0.7. Правая половина эллипса защемлена, а левая свободно оперта. Ре-
зультаты расчетов представлены в таблице 1.

3. Выводы. Экспериментально проверено, что методика, разработанная в [6] для за-
дач флаттера с однородными краевыми условиями, применима для смешанных крае-
вых условий. Сравнение расчетов на двух сетках дает в большинстве случаев хорошее
совпадение. Те случаи, когда совпадение плохое, выделены в таблице 1 полужирным
шрифтом.

Благодарность. Работа выполнена по теме государственного задания ИПМех РАН
№ АААА-А20-120011690132-4.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Бабенко К.И. Основы численного анализа. М.: Наука, 1986. 744 с.; 2-е изд., испр. и доп. /
Под ред. А.Д. Брюно. М.; Ижевск: РХД, 2002. 847 с.

2. Ильюшин А.А., Кийко И.А. Новая постановка задачи о флаттере пологой оболочки // ПММ.
1994. Т. 58. Вып. 3. С. 167–171.

3. Алгазин С.Д., Кийко И.А. Численно-аналитическое исследование флаттера пластины произ-
вольной формы в плане // ПММ. 1997. Т. 61. Вып. 1. С. 171–174.

4. Алгазин С.Д. Численные алгоритмы классической матфизики. II. Спектральные задачи для
бигармонического уравнения // Препр. ИПМех. М.: ИПМех, 2001. № 678. 27 с.

5. Казанджан Э.П. Об одном численном методе конформного отображения односвязных об-
ластей // Препр. ИПМ. М.: ИПМ, 1977. № 82. 59 с.

6. Алгазин С. Д., Кийко И. А. Флаттер пластин и оболочек. Издание 2-е, переработанное и до-
полненное. М.: “URSS”, 2016. 278 с.

∂ = ∂ ∪ ∂1 2G G G


	СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (Photoshop 5 Default CMYK)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /ClipComplexRegions true
        /ConvertStrokesToOutlines false
        /ConvertTextToOutlines false
        /GradientResolution 300
        /LineArtTextResolution 1200
        /PresetName ([High Resolution])
        /PresetSelector /HighResolution
        /RasterVectorBalance 1
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.000 842.000]
>> setpagedevice


