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Данная работа посвящена анализу научных исследований, выполненных за послед-
ние 10 лет и касающихся приложений дробного исчисления (исчисления дробного
порядка) в моделях линейной вязкоупругости, используемых в динамических зада-
чах механики деформируемого твердого тела. Дан краткий исторический обзор, от-
ражающий вклад советских механиков в развитие наследственной механики. Про-
анализированы различные модели вязкоупругих материалов, построенные с помо-
щью дробных производных, как без учета, так и с учетом объемной релаксации.
Показано, что модели, в которых оператор Пуассона зависит от времени, позволяют
описать свойства вязкоупругих ауксетиков, то есть материалов с отрицательными
коэффициентами Пуассона. В следующей статье будет приведен обзор краевых ди-
намических задач с использованием реологических моделей, рассмотренных в дан-
ной работе, и дана критическая оценка полученным за последнее десятилетие ре-
зультатам в свете новых представлений о роли и месте дробного исчисления в инже-
нерной практике.
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1. Введение. Понятия дифференцирования и интегрирования нецелого порядка ча-
сто связывают с именами Ж. Лиувилля и Б. Римана. Но на самом деле, начиная с 1695
года, производными и интегралами дробного порядка интересовались многие выдаю-
щиеся математики: Я. Бернулли, Г. Лейбниц, Л. Эйлер, Н. Абель, Ж. Фурье, А. Грюн-
вальд, А.В. Летников, Н.Я. Сонин, П.А. Некрасов, М.М. Джрбашян и другие. Истори-
ческие обзоры развития дробного исчисления можно найти в работах [1–7].

В 1987 году вышла в свет монография С.Г. Самко, А.А. Килбаса и О.И. Маричева
“Интегралы и производные дробного порядка и некоторые их приложения” (она была
переведена на английский язык в 1993 году) [1], которая по праву считается непре-
взойденной энциклопедией дробного исчисления, поскольку содержит все необходи-
мые сведения (определения, свойства, доказательства) о фактически всех известных
формах дробного интегродифференцирования и их сравнительный анализ. Во многих
случаях показано не только совпадение различных форм друг с другом на тех или
иных классах функций, но и совпадение их областей определения.
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После 1987 года вплоть до настоящего времени опубликовано огромное количество
монографий авторами из разных стран (например, [7–21]), где рассматриваются раз-
личные аспекты дробного исчисления и его приложений, библиографические списки
которых можно найти в [7, 16, 21–23].

Историю использования дробного исчисления в механике следует вести с Н. Абеля
[24], который в своих работах 1823 и 1826 годов в связи с задачей о таутохроне (поста-
новка и решение этой задачи приведены в “Энциклопедии по механике сплошных
сред” [25], а так же в историческом обзоре [5]) приходит к конструкциям дробной
производной и дробного интеграла. Как отмечено в [1], “хотя работы Н. Абеля и не
были выполнены в русле идей обобщения понятия дифференцирования, они сыграли
огромную роль в их развитии”.

Впервые дробные производные находят приложение в механике сплошных сред в
работах А. Геманта (1936 [26]), Ж.В. Скотт-Блэра (1944 [27]) и А.Н. Герасимова (1948
[28]), в которых вводится модель с дробной производной для описания поведения вяз-
кой жидкости, которая в некоторой степени также обладает и упругими свойствами.
Идея описания поведения твердых тел при помощи вязкоупругих моделей, которые
содержат операторы дробного порядка и связывают напряжения с деформациями,
принадлежит Ю.Н. Работнову [29]. В своей классической работе 1948 года (которая в
2014 году была переведена на английский язык и опубликована в журнале Fractional
Calculus and Applied Analysis [29] в честь празднования столетнего юбилея со дня рож-
дения академика Ю.Н. Работнова) он не только предлагает вязкоупругую модель с
оператором дробного порядка для описания процессов ползучести и релаксации в
твердых телах, но и показывает эквивалентность этой модели интегральному соотно-
шению между деформацией и напряжением с ядром в виде некоторой функции, кото-
рую он обозначает через , а интегральный оператор с -функцией – через , где
 – время,  ( ) – так называемый параметр дробности. Функцию  Ю.Н.  Ра-

ботнов называет дробной экспонентой, поскольку при γ = 1 она переходит в обычную экс-
поненту. Он пишет: “Как уже отмечалось, интегральные соотношения с экспоненциаль-
ными ядрами нулевого порядка эквивалентны дифференциальным соотношениям.

Аналогично интегральное соотношение с -операторами произвольного порядка со-
ответствует дифференциальному уравнению с дробными производными, которое раз-
решается при помощи -функций”. При этом Ю.Н. Работнов замечает, что “Вряд ли
целесообразно развивать эту точку зрения, поскольку дробные производные деформаций
или напряжений лишены наглядного механического смысла, а вычисления удобнее вести
непосредственно с интегральными операторами. Наоборот, во многих случаях целесообраз-
но переходить от дифференциальных соотношений к интегральным”.

Функции Ю.Н. Работнова обращаются в бесконечность при t = 0, однако интеграл
от них остается конечным, т.е. -функции имеют интегрируемую (слабую) особен-
ность, и следовательно, деформация в момент приложения нагрузки остается конеч-
ной. Что же касается скорости деформации, то в момент приложения нагрузки она
становится бесконечно большой, что как раз и наблюдается в экспериментах на пол-
зучесть [9]. Этот факт оправдывает использование слабосингулярных ядер (t) или
дробных производных в реологических моделях вязкоупругих тел.

Приведенная выше статья Ю.Н. Работнова была незаслуженно забыта и пролежала не-
востребованной около 20 лет. Только в 1966 году появляется работа Т.Д. Шермергора [30]
и в 1967 году С.И. Мешкова [31], в которых авторы, основываясь на идеях Ю.Н. Работнова
и будучи его докторантами в те годы, обобщают простейшие вязкоупругие модели
Фойгта, Максвелла и стандартного линейного тела, заменяя в этих моделях обычные
производные по времени дробными. В 60-е годы Т.Д. Шермергор и С.И. Мешков ра-
ботали в Воронежских вузах и по праву считаются основоположниками Воронежской
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школы механиков, развивающей приложение дробного исчисления в механике де-
формируемого твердого тела и в строительной механике [32].

В 1959 году была опубликована статья Ш. Ватанабэ [33], в которой автор сначала
использовал модель Скотт-Блэра для описания вязкоупругих свойств полиизобутиле-
на, а затем записал модель Фойгта с дробной производной и применил ее для анализа
свойств нейлона-6.

Параллельно и независимо от Т.Д. Шермергора [30] в Италии, на родине основопо-
ложника наследственной механики В. Вольтерра, модель Фойгта с дробной производ-
ной была приведена в работах М. Капуто (1966 [34]; 1967 [35]).Чуть позже, через четы-
ре года, модели Максвелла и стандартного линейного тела с дробными производными
появились в статьях М. Капуто и Ф. Маинарди (1971 [36, 37]).

Таким образом, анализ литературы показал, что, судя по всему, впервые модель
Кельвина–Фойгта с дробной производной появилась в статье Ш. Ватанабэ [33], о ко-
торой, к сожалению, мало кто знает, и которая практически не цитировалась, вероят-
но, в виду того, что была напечатана в журнале японского общества текстильной про-
мышленности (Journal of the Textile Machinery Society of Japan).

С тех пор интерес к вязкоупругим моделям с дробными производными и их прило-
жениям в механике сплошных сред не ослабевает. Первые приложения моделей с
дробными производными и другими операторами дробного порядка [8–10, 32, 38–40]
к решению динамических задач механики деформируемого твердого тела принадле-
жат отечественным ученым [41–51]. Так, первая статья по гармоническим волнам,
распространяющимся в вязкоупругих средах, свойства которых описываются уравне-
ниями с дробными производными, появилась в 1968 году [41]. Анализ динамического
поведения одномассовых систем с учетом сил сопротивления окружающей среды,
демпфирующие свойства которой описываются различными моделями, содержащи-
ми операторы дробного порядка, приведен в работах [42–47].

Однако, с большим сожалением следует отметить, что приоритет российских меха-
ников в развитии теории наследственной механики на основе операторов дробного
порядка не всегда находит должного признания, причем не только в работах зарубеж-
ных авторов, несмотря на то, что большинство работ Ю.Н. Работнова, Т.Д. Шермер-
гора, С.И. Мешкова, Ю.А. Россихина, изданных в 60–70-е годы прошлого столетия,
были переведены на английский язык и доступны в электронном виде, поскольку
снабжены DOI. Так, одна часть зарубежных исследователей (см., например, [52–57]) с
завидным постоянством приписывает простейшие модели с дробными производными
только М. Капуто и Ф. Маинарди [17, 34–37], другая [58–63] – американским ученым
Р. Бэгли и П. Торвику, которые начали использовать модель Фойгта и модель стан-
дартного линейного тела с дробными производными соответственно в 1979 [64] и 1983
[65] годах без упоминания работ советских исследователей [28–31, 38–51], о которых
они, очевидно, не знали, хотя задача о колебаниях системы с одной степенью свободы
в среде, демпфирующие свойства которой описываются моделью стандартного ли-
нейного тела с дробными производными, была опубликована в International Journal of
Engineering Science еще в 1971 году [47]. Но что более непонятно, так это то, что и в ра-
ботах российских ученых [12, 15, 19, 66–78] по каким-то причинам не цитируются пи-
онерские статьи советских механиков [30, 31, 42–47]. Даже в учебнике по механике
сплошных сред [77], изданном в 2016 году, модель стандартного линейного тела с
дробными производными, приписывается М. Капуто и Ф. Маинарди.

С целью продемонстрировать вклад российских механиков в развитие наследствен-
ной механики Ю.А. Россихин опубликовал в 2010 году ретроспективную статью [32], в
которой изложил свой взгляд на два параллельных пути развития дробного исчисле-
ния в механике твердого деформируемого тела: с помощью интегральных соотноше-
ний Больцмана–Вольтерра со слабо сингулярными ядрами дробного порядка и с по-
мощью дифференциальных уравнений с дробными производными, и привел истори-
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ческий обзор работ советских [8–10, 28–31, 38–51] и зарубежных [26, 27, 33–37, 79–
84] ученых в приложении дробного исчисления в задачах механики, которые были
опубликованы в 40–70-е годы прошлого столетия. Все основные работы сведены бы-
ли в таблицу, которую мы здесь решили привести с небольшими дополнениями в виде
табл. 1, поскольку ранее с ней можно было ознакомиться только в англоязычном из-
дании. Из данных табл. 1 четко видно, какой вклад внесли российские механики.

После выхода в свет ретроспективы [32] практически все источники, приведенные
в ней, были включены Ф. Маинарди в список литературы в его монографии [16]. Сле-
дует отметить, что в последнее десятилетие появился цикл работ, в которых отражено
наследие российских и советских математиков и механиков, чьи исследования связа-
ны с развитием и приложением дробного исчисления [2, 4, 5, 7, 85–94].

Как в России, так и за рубежом, за последние сорок лет появилось много работ, ка-
сающихся проблем дробного исчисления, в которых не только предлагаются новые
модели вязкоупругих сред с дробными производными и интегралами, но также реша-
ются конкретные задачи прикладного характера.

По приглашению A. Leissa, главного редактора журнала Applied Mechanics Reviews,
автор данной статьи в соавторстве с Ю.А. Россихиным сделал обзор работ по приме-
нению дробного исчисления к динамическим задачам механики твердого тела, кото-
рый был опубликован в 1997 году [95]. В процессе работы над обзором [95] выясни-
лось, что число научных публикаций по этой тематике к началу 1996 года превысило
200 наименований. Обзор [95] не только познакомил читателей с последними на тот
момент достижениями в названной области, но и показал вклад русской школы меха-
ников в решение многих проблем, связанных с использованием дробного исчисления.

Наш второй обзор, вышедший в свет в том же журнале в 2010 году и включивший в
себя 337 источников [96], показал, что если раньше объектом исследования служили в
основном линейные системы с одной степенью свободы [95], то в течение первого де-
сятилетия двадцатого века объекты изучений усложнились. Это нелинейные осцилля-
торы Дюффинга и Ван дер Поля, линейные и нелинейные системы с двумя степенями
свободы, линейные и нелинейные системы с бесконечным числом степеней свободы:
стержни, балки, пластинки и оболочки, висячие комбинированные системы, много-
слойные конструкции и т.д. В этот же период были предложены и более сложные рео-
логические модели на основе использования нескольких производных различных
дробных порядков [97–100], а также модели с несколькими временами релаксации и
ретардации [101, 102].

Встречаясь со своими русскоязычными коллегами на различных конференциях,
нам с Ю.А. Россихиным приходилось не раз слышать замечание о том, что пора бы на-
писать обзорную работу на тему использования дробного исчисления в механике на
русском языке. Считая это замечание вполне справедливым, мы начали такую работу
несколько лет назад, тем более, что после нашего обзора 2010 года [96] появилось
огромное количество новых работ в этой области. После ухода из жизни профессора
Ю.А. Россихина в 2017 году, материал для обзора на русском языке продолжал накап-
ливаться. И последней отправной точкой для его окончательного написания послу-
жила новая программа РФФИ под названием “Экспансия”, направленная как раз на
подготовку и издание обзорных работ российских ученых. На самом деле пришло вре-
мя собрать полученные за последнее десятилетие результаты, проанализировать их и
дать им критическую оценку в свете новых представлений о роли и месте дробного ис-
числения в инженерной практике.

Следует отметить, что в данной работе (в силу ограничения объема журнальной ста-
тьи) включены только новейшие исследования, касающиеся использования дробного
исчисления в динамических задачах вязкоупругости твердого деформируемого тела,
причем мы не будем касаться исследований, в которых порядок дробного оператора
является переменной величиной, отослав читателя к обзорам [103, 104]. Дробное ис-



7ОБЗОР ВЯЗКОУПРУГИХ МОДЕЛЕЙ
Таблица 1. Исторический обзор вклада российских и зарубежных ученых в приложении дробно-
го исчисления в задачах механики в 40–70-е годы прошлого столетия

Простейшие модели, содержащие операто-
ры дробного порядка

Российские 
исследователи

Зарубежные 
исследователи

Приложения моде-
лей в динамических 
задачах, выполнен-

ные до 1980 года

модель Ньютоновской жидкости с производ-
ной дробного порядка

Scott Blair, 1944 
[27]

Watanabe, 1959 [33]
Stiassnie, 1979 [211]

Герасимов, 
1948 [28]

Слонимский, 
1961 [39]

Бленд, 1960 
[84]

Герасимов, 1948 [28]
Caputo, 1976 [83]

модель Кельвина-Фойгта
а) в виде соотношений Больцмана–Вольтерра

Шермергор, 
1966 [30]

б) с производной дробного порядка
Шермергор, 

1966 [30]
Watanabe,
1959 [33]

Caputo, 1966 
[34], 1967 [35]

Smit and de 
Vries, 1970 [80]

Watanabe, 1959 [33]
Caputo, 1967 [35], 

1974 [82]
Bagley and Torvik, 

1979 [64]

модель Максвелла
а) в виде соотношений Больцмана–Вольтерра

Шермергор, 
1966 [30]

Зеленев и др., 1970 
[45]

Россихин, 1970 [44]

б) с дробной производной
Gemant, 1936 

[26]
Мешков, 
1967 [31]

Caputo and Main-
ardi, 1971 [37]

Buchen and Mainar-
di, 1975 [81]

в) с интегралом дробного порядка
Шермергор, 

1966 [30]
модель стандартного линейного тела

а) в виде соотношений Больцмана–Вольтерра
Работнов, 
1948 [29]

Gross, 1947 [79] Розовский и Синай-
ский, 1966 [43]

Мешков и Россихин, 
1968 [41]

Зеленев и др., 
1970 [46]

Россихин, 1970 [44]
Мешков и др.,

1971 [47]
Гонсовский и др., 

1972 [48]
Гонсовский и Росси-

хин, 1972 [49], 
1973 [50]
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числение в последние годы также с успехом используется в термоупругости [105], био-
механике [106], теории разрушения [107], гидромеханике [108]. Весьма бурно развива-
ются также численные методы решения дифференциальных и интегральных уравне-
ний дробного порядка [59, 60, 109, 110].

В 2020 году в издательстве Springer вышла в свет трехтомная “Энциклопедия по ме-
ханике сплошных сред”, в которую вошел раздел Fractional Calculus in Continuum Me-
chanics под редакцией Ю.А. Россихина и М.В. Шитиковой. Часть этих результатов [25,
111–118] найдет освещение в данной обзорной работе, которая посвящается светлой
памяти российских механиков, которые стали первопроходцами в использовании дробного
исчисления в механике сплошных сред, намного опередив своих зарубежных коллег:
Ю.Н. Работнову, А.Н. Герасимову, М.И. Розовскому, Д.Т. Шермергору, С.И. Мешкову и
Ю.А. Россихину.

2. Предварительные замечания. Прежде чем перейти к непосредственному анализу
динамических задач механики деформируемого твердого тела, рассмотренных в по-
б) с производной дробного порядка
Мешков, 1967 

[31]
Caputo&Main-
ardi, 1971 [36]

Мешков и др., 
1967 [42]

Caputo and Mainar-
di, 1971 [37]

в) с оператором дробного порядка
Работнов, 1948 

[29]

обобщенная модель линейного стандартного тела
Работнов, 1966 

[9]

Оператор дробного порядка с ядром Ржаницына
а) в качестве ядра ползучести

Мешков, 1967 
[31]

Слонимский, 
1967 [39]

Ржаницын, 
1949 [8]

Вульфсон, 1960 
[38]

б) в качестве ядра релаксации
Мешков и Рос-
сихин, 1971 [40]

Россихин, 1970 [44]
Мешков и Россихин, 

1971 [40]
Белов и Богданович, 

1976 [51]

Простейшие модели, содержащие операто-
ры дробного порядка

Российские 
исследователи

Зарубежные 
исследователи

Приложения моде-
лей в динамических 
задачах, выполнен-

ные до 1980 года
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Таблица 1. Окончание
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следнее десятилетие с использованием операторов дробного порядка, приведем не-
сколько определений, которые будут использованы в дальнейшем.

2.1. Основные формы дробного интегродифференцирования, используемые в теории вяз-
коупругости. Существует много форм дробного интегродифференцирования, которые
освещены в энциклопедической монографии [1]. Ее авторы отмечали, что “перед на-
чинающим исследователем могут возникнуть психологические затруднения, связан-
ные с необходимостью ориентироваться в разнообразных определениях дробного ин-
тегродифференцирования и огромном потоке публикаций”. И это действительно так.
Тем более, что в течение последнего десятилетия появилось много новых определе-
ний дробных производных.

В задачах вязкоупругости используются дробные производные и дробные интегра-
лы Римана–Лиувилля, дробные производные Вейля периодических функций, дроб-
ные производные Грюнвальда–Летникова через разности дробного порядка (что
очень удобно для развития численных методов решения дифференциальных уравне-
ний с дробными производными). Свойства всех этих перечисленных операторов
дробного порядка изучены и приведены в [1].

Что же касается весьма популярной в последнее время производной Герасимова–
Капуто, то (несмотря на то, что в работе А.Н. Герасимова [28] она была предложена в
1948 году, использовалась в статье Ш. Ватанабе в 1959 году [33], упоминается в моно-
графиях Д.Р. Бленда [84] и Ю.Н. Работнова [9], изданных соответственно в 1960 и 1966
годах, и затем уже приведена в работах М. Капуто [34, 35] в 1966–1967 годах) эта форма
дробной производной не была включена авторами, которые являются всемирно при-
знанными экспертами в области дробного интегродифференцирования, в моногра-
фию [1].

Исследование свойств дробной производной Герасимова–Капуто было начато
Р. Горенфло и Ф. Маинарди [119] в 1997 году, затем в монографии И. Подлюбного [11]
в 1999 году, где впервые этой форме записи было присвоено название “производная
Капуто” по предложению Ф. Маинарди [119], хотя И. Подлюбный прекрасно знал ра-
боты русских ученых и включил в список источников статью А.Н. Герасимова [28].
Анализ свойств этой производной был продолжен К. Дитхельмом в 2004 году, кото-
рый подробно описывает историю появления этого определения дробной производ-
ной (см. с. 51 в [13]), но написал, что сознательно оставляет название только с одной
фамилией, как это было предложено Ф. Маинарди. С тех пор не только в англоязыч-
ной литературе [14, 16, 110, 119–124], но и в некоторых российских источниках [15, 66,
70, 76, 125, 126] авторы используют термин “производная Капуто”, в то время как бо-
лее корректно использовать понятие “производная Герасимова–Капуто” [2, 7, 32,
127].

В последние годы появился вал статей (например, [128–134]), в которых обсужда-
ются теории и приложения “новых производных дробного порядка”, которые постро-
ены путем замены сингулярного ядра в производных Герасимова–Капуто или Рима-
на–Лиувилля на несингулярное ядро. В работах [122, 124] приведен обзор существую-
щих на данный момент определений операторов дробного порядка, начиная с
классических [1, 2, 123] и заканчивая недавно предложенными [128, 129]. В [122, 135]
было показано, что все новоявленные формы операторов, хотя их авторы и приписали
им определение “дробные”, не отвечают критериям дробных производных. Коллек-
тив математиков, обладающих большим опытом в исследовании операторов дробного
порядка, в статье с названием “Почему дробные производные с несингулярными яд-
рами не должны использоваться” [136] на основе строгих математических выкладок
показал, что такие производные обладают недостатками, которые должны запретить
их использование. Они не удовлетворяют фундаментальной теореме дробного исчис-
ления, поскольку не допускают существование соответствующего интеграла свертки,
для которого производная является левым обратным, и значение производной в на-
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чальный момент времени всегда равно нулю, что накладывает неестественное ограни-
чение на дифференциальные уравнения и модели, где такие производные могут при-
меняться. В частных случаях для так называемых производных Капуто–Фабрицио
[126] и Атангана–Балеану [127] показано, что если это ограничение выполняется, то
производная может быть просто выражена через производные целого порядка и дроб-
ную производную Герасимова–Капуто, тем самым доказывая, что эти производные
не содержат в себе ничего нового.

Обзор полезных формул из теории дробного исчисления собран в справочной ста-
тье [123], поэтому ограничимся только теми, которые будут использоваться нами в
дальнейшем – левосторонние (с нижним индексом “+”) и правосторонние (с нижним

индексом “–“) интегралы  и производные  Римана–Лиувилля дробного по-
рядка γ на отрезке   [1]

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

на полуоси, когда a = 0

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

и на всей оси

(2.9)

(2.10)

производные Герасимова–Капуто [11, 16, 33]
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(2.12)

где Γ(γ) – гамма-функция.
Мы не будем здесь останавливаться на свойствах операторов (2.1)–(2.12), так как по

этому вопросу имеется обширная литература [1, 7, 11, 13, 14, 16, 120–123].
Из сравнения определений дробных производных по Риману–Лиувиллю (2.3),

(2.10) и Герасимову–Капуто (2.11), (2.12) видно, что они отличаются порядком дей-
ствия операций дифференцирования и интегрирования, но в случае, когда нижний
предел равен , обе производные приводят к одинаковым результатам.

В наследственной механике важную роль играют операторы дробного порядка,
определенные на всей оси, поскольку они позволяют описать процесс затухающей па-
мяти, и операторы на полуоси, когда динамический процесс рассматривается c мо-
мента времени t = 0.

2.2. Несколько замечаний о терминологии. В подавляющем количестве публикаций,
исследования в которых выполнены с использованием аппарата дробного исчисле-
ния, объектом анализа является система с одной степенью свободы. Это связано в ос-
новном с двумя причинами. Во-первых, система с одной степенью свободы часто ис-
пользуется в инженерной практике в качестве первого приближения или в качестве
эталонной тестовой задачи, прежде чем перейти к рассмотрению более сложных моде-
лей или систем со многими степенями свободы, например, простейшая модель вибро-
изоляционной системы, гасителя колебаний или одномассовая модель высотного зда-
ния в виде невесомого стержня с присоединенной массой [96, 137, 138]. Во-вторых,
изучение колебаний сложных механических систем или конструкций может быть све-
дено к решению системы уравнений, описывающих колебания одномассовых систем
[113, 139].

Однако сейчас вместо классического понятия механическая система с одной степе-
нью свободы [140], или одномассовая система [95, 131, 141, 142], стал весьма распро-
страненным так называемый осциллятор (oscillator). Очевидно, что “мода” на это сло-
во пришла из физики, где давно устоявшимися терминами являются осциллятор
Дюффинга (Duffing oscillator) [143–146], осциллятор Матье (Mathieu oscillator) [147] и
осциллятор Ван дер Поля (Vander Pol oscillator) [148, 149].

Но при рассмотрении дифференциальных уравнений с дробными производными,
описывающих затухающие колебания системы с одной степенью свободы, появились
новые термины как в англоязычных, так в русскоязычных источниках: дробный ос-
циллятор (fractional oscillator) [67, 68, 76, 150–153], эредитарный осциллятор [154–
157], фрактальный осциллятор (fractal oscillator) [158, 159], фрактальное трение [160],
фрактальное уравнение [161], дробные колебания (fractional vibrations) [162, 163].

Не только у неискушенного читателя, но и у ученого со стажем подобные русские
словосочетания могут вызвать вполне обоснованное недоумение. Термин дробный
осциллятор перешел из англоязычной литературы как прямой перевод словосочета-
ния fractional oscillator. Как нами уже отмечалось в обзорной работе [96], термины frac-
tional oscillator и fractionally damped structure означают в механике использование ап-
парата дробного исчисления для описания сил демпфирования в разрешающих диф-
ференциальных уравнениях движения.

С нашей точки зрения и с точки зрения механического смыла, ни дробного, ни эре-
дитарного, ни фрактального осцилляторов в природе не существует. И вряд ли кому
понятно, что такое фрактальное трение или дробные колебания. Часто подобного ро-
да недоразумения возникают из-за неточного перевода с английского на русский и об-
ратно. Слова fractional и fractal имеют общий корень, но имеют совершенно разный и
лингвистический, и научный смысл. Прилагательное fractal имеет отношение только
к фрактальным объектам, которые являются сильно нелинейными структурами, и не
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могут описываться классическими дробными производными, которые, как известно,
являются линейными операторами [1, 122, 127]. В использование слова fractal в кон-
тексте использования дробных производных Римана–Лиувилля и Герасимова–Капу-
то внесла свою “отрицательную” лепту и монография [164] с названием “Физика
фрактальных операторов”, в которой только глава 2 посвящена фракталам, а осталь-
ной материал – анализу и использованию дробных производных. Так, Р.Р. Нигматул-
лин [165] предпринял попытку найти связь между фрактальным множеством Кантора и
интегралом дробного порядка, предположив, что фрактальный размер множества Кан-
тора совпадает с дробным порядком интеграла. Но из критической заметки Р.С. Рутма-
на [166] следует, что приемлемого соотношения между фракталами и дробным инте-
грированием или дифференцированием установлено не было. Такое же мнение изло-
жено и в монографии И. Подлюбного [11]. В русскоязычной литературе термин
фрактальный осциллятор “прижился” после опубликования в 2002 году работы [158].

Что же касается эредитарных осцилляторов [154–157], то этот термин стал появ-
ляться в русскоязычных работах после опубликования статьи В.В. Учайкина [66] в
2007 году, в которой он ввел понятие эредитарность (прямое калькирование от heredi-
ty, что в переводе с английского означает наследственность). В русской научной лите-
ратуре уже существовало достаточно терминов, которыми пользовались и пользуются
российские исследователи [8–10, 95] и которые нашли отражение и в западной науч-
ной литературе: затухающая память (fading memory), последействие (aftereffect), на-
следственная механика (hereditary mechanics), и которые, на наш взгляд, ближе и по-
нятнее русскоязычному читателю.

2.3. О “дробной” силе инерции. В обзоре 2010 года (с. 11–13, [95]) отмечалось, что не-
которые исследователи вводят в уравнениях движения в описание силы инерции про-
изводные дробного порядка по времени от перемещения вместо традиционной произ-
водной второго порядка наряду с описанием сил сопротивления внешней среды при
помощи дробных производных. Было показано, что поведение корней характеристи-
ческих уравнений при такой постановке лишено физического смысла. К тому же со-
вершенно непонятно, каким образом можно экспериментально определить порядок
дробной производной для силы инерции, т.е. провести калибровку параметра дробно-
сти для инженерных расчетов.

С нашими представлениями о подобных задачах с “дробной силой инерции” согла-
суется критика, приведенная в [108, 167] при анализе задачи о свободном падении тела
в атмосфере на основе дробно-дифференциального аналога уравнения Ньютона [168].
Отмечается проблема размерности коэффициента при силе инерции, так как он не
совпадает с размерностью массы, что заставляет искать новые формулы для импульса,
кинетической энергии и связанных с ними динамических переменных. В работе [167]
также показана несостоятельность попытки Д. Балеану с соавторами [169] построить
дробный аналог механики Ньютона путем введения дробной скорости и дробного им-
пульса.

Несмотря на критический анализ, приведенный в [96, 108, 167], поток статей, где в
уравнениях движения вводятся дробные силы инерции, не ослабевает [76, 151–155, 170].

Так, авторы работ [76, 151] утверждают, что они устранили “пробел” о сомнитель-
ности калибровки параметров динамической системы с силой инерции дробного по-
рядка. Для этого ими предложена модель вынужденных колебаний системы с одной
степенью свободы, основанная на уравнении, в котором “учитывается диссипация
энергии колебаний” за счет введения дробной производной в инерциальное слагаемое
без учета “дополнительной динамической силы трения”. При этом утверждается, что
порядок дробной производной в уравнении характеризует резонансные свойства ос-
циллятора и может быть выражен через добротность. Однако, для того чтобы устра-
нить последствия введения дробной производной в силу инерции и “уравновесить”
размерность всех слагаемых в исследуемом уравнении, авторы вынуждены были
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умножить упругую силу и внешнюю гармоническую силу, под воздействиями которых
колеблется материальная точка, на коэффициент, имеющий дробную размерность, в
качестве которого была выбрана собственная частота колебаний в степени, равной
порядку дробной производной. Таким образом, было исследовано некоторое аб-
страктное дифференциальное уравнение дробного порядка, которое имеет мало об-
щего с уравнением колебаний материальной точки в диссипативной среде. Позднее
авторы распространили этот подход на случай колебаний консольной балки [125].

3. Модели вязкоупругости на основе операторов дробного порядка. При воздействии
нагрузок тело может прийти в движение, или его различные частицы могут испыты-
вать движение относительно друг друга, т.е. деформироваться. Деформация в резуль-
тате данной нагрузки будет зависеть от свойств материала. Она может быть обратимой
(упругая деформация) или необратимой (вязкая, пластическая или постоянная дефор-
мация), или может содержать как восстанавливаемую, так и остаточную части. Урав-
нения, описывающие свойства материала способом, который не зависит от размера
или формы (то есть геометрии) тела и зависит только от его природы, называют опре-
деляющими или реологическими уравнениями состояния [171].

Первое определяющее соотношение для твердых тел было сформулировано Робер-
том Гуком в 1660 году, но впервые опубликовано им в 1676 году [172] сначала в виде
анаграммы CEIIINOSSSTTUU, которую он расшифровал в 1878 году [173] в его знаме-
нитом заявлении: “Ut tensio, sic vis” (каково растяжение, такова и сила). Гук отождеств-
лял любое идеально-упругое твердое тело с пружиной, относительная деформация ко-
торой прямо пропорциональна напряжению:

(3.1)
где  – напряжение,  – относительная деформация пружины,  – постоянная, назы-
ваемая модулем упругости и которая обладает свойством накапливать механическую
энергию.

Вместо деформации твердого тела может быть рассмотрено ламинарное сдвиговое
течение чисто вязкой жидкости. Определяющее уравнение для идеально-вязкой жид-
кости, согласно которому скорость деформации прямо пропорциональна напряже-
нию, было впервые представлено И. Ньютоном в 1687 году [174]:

(3.2)
где  – постоянная, известная как коэффициент вязкости амортизатора, а  обозна-
чает дифференцирование по времени. По аналогии с ньютоновской жидкостью, иде-
ально-вязким элементом в теории вязкоупругости считается амортизатор, который
проявляет способность рассеивать механическую энергию.

В последнее время широкое распространение получили полимерные материалы,
обладающие вязкоупругими свойствами. Поведение вязкоупругих тел нельзя описать
только с позиций классической теории упругости, как идеально-упругие твердые тела,
или гидродинамической теории, как идеально-вязкой жидкости. Тела, для которых
напряжения определяются деформациями и скоростями деформаций (или более вы-
сокими производными по времени от деформации), характеризуют процесс деформа-
ции как идеально-упругого, так и идеально-вязкого тела, поэтому они получили на-
звание вязкоупругих тел. Когда между компонентами напряжения, деформации и
скоростей деформации существует линейная зависимость, то тело проявляет линей-
ное вязкоупругое поведение [84].

Поведение материала называется вязкоупругим, если материал накапливает часть
энергии деформации упруго, как потенциальную энергию, и рассеивает остальную
одновременно посредством вязких сил [171]. Для того чтобы наглядно изобразить ра-
боту различных вязкоупругих материалов часто используют механические модели, со-
стоящие из комбинации идеально-упругих и идеально-вязких элементов, соединен-
ных между собой последовательно или параллельно [8, 84, 171, 175, 176].

=σ εE
σ ε E

=σ η εD
η D
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Рис. 1. (а) элемент Максвелла, (b) элемент Кельвина–Фойгта.

(a) (b)
�

� �

�

�

�

E

E

3.1. Классификация классических моделей вязкоупругости. Следует заметить, что тео-
рия вязкоупругости начала развиваться в 30-е годы 18-го столетия. Подробный обзор
первых исследований, посвященных изучению свойств “не вполне упругих” твердых
тел, или материалов, обладающих внутренним трением, и опубликованных c 1834 по
1933 год, был сделан Дж.Х. Томпсоном [177].

Интересно отметить, что анализ классических работ Дж. Максвелла (1867 [178]),
лорда Кельвина (он же W. Thomson, 1865 [179], 1875 [180]), O.Э. Мейера (1874 [181]),
В. Фойгта (1889 [182], 1892 [183]) и Г. Джеффриса (1917 [184], 1929 [185]) показал, что
авторы не использовали механическую интерпретацию поведения вязкоупругих мате-
риалов в виде сочетания упругой пружины и вязкого демпфера, и, как следствие, в ра-
ботах [178–185] не приведено механических схем ни элемента Максвелла (рис. 1,a), ни
элемента КельвинаЗФойгта (рис. 1,b).

В 1867 году Максвелл [178] записал дифференциальное уравнение, являющееся
обобщением закона (3.2) и описывающее релаксацию материала, которое можно ин-
терпретировать с помощью последовательного соединения упругого и вязкого эле-
ментов (рис. 1,а) (в этом случае напряжение σ одинаково для пружины и амортизато-
ра, а общая деформация  равна сумме их деформаций):

(3.3)

где  – нерелаксированный, или мгновенный, модуль упругости (non-relaxed, or

instantaneous, or glassy elastic modulus),  – время релаксации (relaxation time).
Дифференциальное уравнение, обобщающее закон Гука (3.1) и описывающее упру-

гое последействие в материале (это понятие было введено Кельвином [180], но без за-
писи дифференциального уравнения), было представлено независимо друг от друга в
работах Мейера [181], Фойгта [182, 183] и Джеффриса [184]. Несмотря на этот факт,
модель в виде параллельного соединения упругого и вязкого элементов (рис. 1,b) в ли-
тературе называют элементом Кельвина–Фойгта, или моделью Фойгта, или моделью
Кельвина (в этом случае деформации ε одинаковы, а напряжение  равно сумме на-
пряжений в растянутой пружине и амортизаторе):

(3.4)

где  – релаксированный, или длительный, модуль упругости (relaxed, or pro-

longed, or rubbery elastic modulus),  – время ретардации или время запаздыва-
ния [9] (retardation time, or creep time, or delayed time).

ε

∞+ =ε εσ τ σ τ εD E D
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Рис. 2. Схемы моделей стандартного линейного тела: (а) модель Пойтинга–Томсона–Ишлинского, (b) мо-
дель Зинера–Ржаницына.
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Как отмечал Ю.Н. Работнов [9], в природе, вероятно, нельзя указать материалы,
которые подчинялись бы уравнению (3.3) или (3.4): идеальная вязкоупругая жидкость
Максвелла и идеальное вязкоупругое тело Кельвина–Фойгта представляют собой неко-
торые воображаемые модели, свойства которых далеки от свойств всех реальных тел.

Комбинируя пружины и вязкие сопротивления, можно получить схемы, поведение
которых, по крайней мере, качественно лучше воспроизводят поведение реальных
твердых тел под нагрузкой. Так, например, трехэлементные модели состоят из комби-
наций соединений двух пружин и одного амортизатора или одной пружины и двух
амортизаторов. В литературе встречается большое разнообразие названий данных мо-
делей, и нет единой структуры их классификации [186]. Ограничимся далее рассмот-
рением моделей, которые применяются в механике деформируемого твердого тела.

Трехэлементная модель c двумя пружинами, которая называется моделью стандарт-
ного линейного твердого тела (standard linear solid model) [8, 78, 171, 187], получается
присоединением пружины последовательно к модели Кельвина–Фойгта (рис. 2,a) или
параллельно к модели Максвелла (рис. 2,b). В связи с этим данные модели также на-
зывают стандартными трехпараметрическими моделями Кельвина–Фойгта и Макс-
велла соответственно [171].

Некоторые авторы [97, 171, 188] связывают первое появление модели стандартного ли-
нейного тела с книгой Дж. Пойнтинга и Дж. Томсона [189], вышедшей в свет в 1902 году.
Но если обратиться к их работе [189], то можно увидеть, что ни интегрального, ни
дифференциального уравнения, описывающего поведение материала, там не приве-
дено, а схема, предложенная Пойнтингом и Томсоном (рис. 3,а), является лишь пер-
вой попыткой “представить твердое тело в виде подходящей механической модели”,
как и было замечено К. Зинером [187].

В связи с этим уместно напомнить, что дифференциальное уравнение модели стан-
дартного линейного тела было впервые получено А.Ю. Ишлинским в 1940 году [190,
192] в виде

(3.5)+ = +ε 0 σσ τ σ (ε τ ε)D E D
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Рис. 3. Механические модели: (а) Пойнтинга–Томсона [189], (b) упруго-релаксирующее тело Ишлинского
[191, 192], (c) тело Максвелла, лишенное последействия [192], (d) тело Фойгта, лишенное свойств релакса-
ции [192].
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где  – релаксированный модуль упругости модели,  – нерелакси-

рованный модуль, а  и  – соответственно характерные времена ре-

лаксации и запаздывания.
Ю.Н. Работнов в своей статье 1948 года [29] называет модель (3.5) упруго-релакси-

рующим телом Ишлинского и, отталкиваясь именно от этой работы А.Ю. Ишлинско-
го [190], впервые записывает модель стандартного линейного тела через оператор дроб-
ного порядка, который мы сейчас называем дробным оператором Ю.Н. Работнова.

В статье А.Ю. Ишлинского 1945 года [192] приведены схемы стандартного линейного
тела (рис. 3,b), модели Максвелла (рис. 3,c) и модели Кельвина–Фойгта (рис. 3,d). Из
сравнения схем, представленных на рис. 3,a и 3,b, видно, что они моделируют один и
тот же процесс, поэтому первый вариант модели стандартного линейного тела в виде
обобщенной модели Кельвина–Фойгта (рис. 2,а) следует называть моделью Пойтин-
га–Томсона–Ишлинского.

Модель стандартного линейного твердого тела, представленную на рис. 2,b, в за-
падной литературе приписывают К. Зинеру, считая, что уравнение данной модели
впервые было записано в 1948 году в работе [187].

Однако следует отметить, что эта же модель одновременно была предложена в мо-
нографии А.Р. Ржаницына в 1949 году [8], поэтому второй вариант модели стандарт-
ного линейного тела в виде обобщенной модели Максвелла (рис. 2,b) корректно назы-
вать моделью Зинера–Ржаницына.

А.Р. Ржаницын также показал [8], что уравнение (3.5) справедливо для обеих трех-
элементных схем, представленных на рис. 2, с точностью до определения характерных
величин [84], которые для модели на рис. 2,b имеют вид

а в работе [193] анализировалась эквивалентность обоих вариантов модели с точно-
стью до коэффициентов.

Известно, что свойства вязкоупругого материала меняются с течением времени,
при этом модуль упругости уменьшается от своего нерелаксированного (мгновенного)
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значения до релаксированного (длительного), которые связаны с временами релакса-
ции и ретардации следующим соотношением [30, 187]:

(3.6)

т.е. классическая модель линейного стандартного твердого тела (3.5) представляет со-
бой трехпараметрическую модель, физическими характеристиками которой являются
мгновенный  и длительный E0 модули упругости и время релаксации  (или время
запаздывания ) независимо от того, какую схему использовать: первую на рис. 2,a
или вторую на рис. 2,b. Поэтому применение уравнения (3.5) с абстрактными коэф-
фициентами

в механике твердого деформируемого тела является неприемлемым.
Сейчас название модель Зинера для уравнения (3.5) прочно укоренилось не только

в зарубежной литературе [16, 52, 53, 193–201], но, к сожалению, и у некоторых россий-
ских авторов [69, 70, 74, 77], которые забывают или не знают о вкладе А.Ю. Ишлин-
ского и А.Р. Ржаницына в становлении модели стандартного линейного твердого тела.

Дальнейшее увеличение количества элементов Максвелла и Кельвина–Фойгта
приводит к усложнению модели, различные схемы подробно описаны в многочислен-
ных источниках по вязкоупругости [52, 84, 96, 171].

3.2. Простейшие модели вязкоупругости с дробными производными. Рассмотрим про-
стейшие модели, которые могут быть получены заменой производных целого порядка
в традиционных моделях на производные дробного порядка по времени, используя
определение Римана–Лиувилля (2.7)

(3.7)

где принято обозначение  далее по тексту,  – порядок дробной

производной. Заметим, что , так как .

Следует отметить, что выбор производной по Риману–Лиувиллю для изучения ди-
намических задач вязкоупругости не является случайным, так как при их решении ча-
сто бывает необходимо находить резольвентные операторы и расшифровывать слож-
ные операторные соотношения [202, 203]. Использование для этих целей других форм

дробных производных, например, по Герасимову–Капуто  оказывается весьма
неудобным. Так, в [с. 13, 39] было показано, что для резольвентных функций (а дроб-
но-экспоненциальная функция Работнова как раз и обладает таким свойством) спра-

ведливо равенство , в то время, как для производной Герасимова–

Капуто нет: , другими словами, это неравенство приводит к
дополнительным значительным трудностям при нахождении резольвентных операто-
ров. Именно поэтому в дальнейшем мы будем использовать производные дробного
порядка по Риману–Лиувиллю.

Модель Кельвина–Фойгта с дробной производной, предложенная в 1959 году
Ш. Ватанабэ [33] и 1966 году Т.Д. Шермергором [30], имеет вид

(3.8)
При γ = 1 модель (3.8) переходит в классическую модель вязкоупругости Кельвина–

Фойгта (3.4).
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Следует отметить, что в некоторых источниках [72–75] в уравнении (3.8) деформацию 

заменяют скоростью деформаций , т.е. записывают соотношение σ = , ко-
торое также называют моделью Фойгта с дробной производной, что совершенно оши-
бочно, поскольку записанная в таком виде модель с дробной производной представ-
ляет собой параллельное соединение двух демпферов и описывает поведение вязко-
упругой жидкости.

Резольвентное уравнение к уравнению (3.8) имеет вид

(3.9)

где  – длительная податливость, а оператор

(3.10)

– безразмерный оператор Ю.Н. Работнова [30, 92, 93, 202, 203].

Учитывая, что , оператор (3.10) можно представить в виде

(3.11)

где  – дробный интеграл (2.5).
Предполагая, что правая часть формулы (3.11) является суммой бесконечно убываю-

щей геометрической прогрессии со знаменателем , приходим к следующему
соотношению:

(3.12)

С учетом выражения (3.12) соотношение между деформацией и напряжением (3.9)
можно переписать в виде

(3.13)

где

(3.14)

– дробно-экспоненциальная функция Ю.Н. Работнова [29], которая при γ = 1 переходит в

обычную экспоненту, а при γ → 0 превращается в -образную последовательность, по-

скольку  обращается в ноль для любого t ( ), кроме значения t = 0, при
котором , т.е.

(3.15)

Поэтому при γ = 0, как это следует из соотношения (3.13),

(3.16)

а из уравнения (3.8) при γ = 0 получаем
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(3.17)
Из сравнения формул (3.16) и (3.17) вытекает, что обобщенную модель Фойгта (3.8)

нельзя использовать при γ = 0.
То же самое можно сказать и об обобщенной модели Максвелла с дробными произ-

водными

(3.18)

где  – мгновенная податливость.
В самом деле формулу (3.18) можно переписать в другом виде, если на правую и ле-

вую части этой формулы подействовать оператором Iγ и учесть, что .
В результате получим [31]

(3.19)

Выражая из уравнения (3.18) величину , имеем

(3.20)

Учитывая выражения (3.10) и (3.12), соотношение (3.20) можно переписать в виде

(3.21)

Устремляя в соотношениях (3.19) и (3.21)  к нулю и учитывая, что

(3.22)

(3.23)

находим

(3.24)

(3.25)

Иначе обстоит дело с моделью стандартного линейного тела с дробными прозвод-
ными, предложенной С.И. Мешковым в 1967 году [31],

(3.26)
где

(3.27)

Следует отметить, что формула (3.27), которая была получена в [30] и [31] из сравне-
ния резольвентных операторов, описывающих соотношения напряжение-деформа-
ция и деформация-напряжение, является очень важной с физической точки зрения,
поскольку дает связь между реологическими параметрами модели, обеспечивающую
ее физическую достоверность.

Из соотношения (3.26) можно выразить напряжение  через деформацию  и,
наоборот, функцию деформации  через напряжение  [92, 93, 201, 204]
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(3.28)

(3.29)

или

(3.30)

(3.31)

где , ,  – дефект модуля, т.е. величина, характери-
зующая уменьшение упругого модуля от его нерелаксированного значения до релак-
сированного, и  – дефект податливости.

Тогда с учетом соотношений (3.10), (3.12) и (3.27) приходим к уравнениям

(3.32)

(3.33)

которые представляют собой соотношения Больцмана–Вольтерра со слабо сингуляр-
ными ядрами наследственности , где  или σ, которые затухают при

, при этом резольвентные ядра остаются такими же. Только экспоненциальные
ядра обладают таким свойством, поэтому ядра (3.14) называют дробно-экспоненци-
альными функциями Ю.Н. Работнова [29].

При  выражения (3.30) и (3.31) принимают соответственно вид

(3.34)

(3.35)

Учитывая, что

(3.36)

из соотношений (3.34) и (3.35) имеем

(3.37)

(3.38)

Как видно из формулы (3.27), если γ = 0, то  и , и следова-
тельно, при γ = 0 модель стандартного линейного тела с дробными производными пе-
реходит в корректную модель чисто упругого тела.

На основании выражений (3.32) и (3.33) можно записать связь между резольвент-
ными операторами

(3.39)
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которое является первым резольвентным тождеством Гильберта. Для того чтобы это
показать, достаточно умножить выражение справа в (3.39) на знаменатель левого вы-
ражения, учесть теорему умножения операторов Работнова [93, 202]

(3.40)

а также учесть формулы .

Уравнение (3.32) было записано Ю.Н. Работновым в 1948 году [29] с использовани-
ем размерного оператора дробного порядка

(3.41)

причем в работе показано, что это уравнение соответствует модели стандартного ли-
нейного твердого тела.

В монографии [9] Ю.Н. Работнов критикует использование модели Масквелла для
решения задач механики деформируемого твердого тела, которая легко получается из

уравнения (3.41) при  и, как следствие, , и в своих исследованиях ис-
пользовал только модель (3.41).

Однако А.М. Нахушев в своей монографии [12, § 5.2] пытался доказать, что модель
Ю.Н. Работнова сводится к модели Максвелла с дробными производными, ошибочно по-

лагая, что в уравнении (3.41) , так и не поняв всей философии подхода Ю.Н. Ра-
ботнова. Ошибочное суждение А.М. Нахушева [12] о построенной Ю.Н. Работновым мо-
дели стандартного линейного тела в виде соотношений Больцмана–Вольтерра (3.41) с раз-
мерным оператором дробного порядка (или уравнение (3.32) с безразмерным оператором
дробного порядка) было продублировано в учебнике [77, п. 12.7.4] и монографии [78, § 1.3].

Эквивалентность интегральных соотношений Больцмана–Вольтерра с сингуляр-
ным ядром в виде дробно-экспоненциальной функции Работнова и дифференциаль-
ных уравнений дробного порядка, соответствующих моделям Кельвина–Фойгта,
Максвелла и стандартного линейного тела, обсуждалась в работах [30, 31] и подробно
рассмотрена в обзоре [95, п. 1.3].

В статьях И. Севостьянова с соавторами [205–207] отмечается взаимосвязь пара-
метров интегральных соотношений с дробно-экспоненциальными функциями Работнова
и коэффициентов модели стандартного линейного тела, изображенной на рис. 2,а. Одна-
ко в работах [205] и [207] приведена очень странная информация о том, что дробно-
экспоненциальная функция Работнова (3.14) одновременно была предложена в рабо-
тах Скотт–Блэра и Коппин (1939 [208], 1943 [209]). Но тщательный анализ показал,
что ни в статьях [208, 209], ни в более поздней монографии Скотт-Блэра [210], опуб-
ликованной в 1969 году, функции (3.14) нет. Скотт–Блэр сам в [210] отмечает, что он
не математик и не претендует на вывод каких-либо уравнений. Стиассни М. в своей
статье приводит отрывок из письма Скотт–Блэра к нему [211], в котором Скотт–Блэр
отмечает, что “он интуитивно привлек дробную производную от деформации по вре-
мени в соотношение между напряжением и деформацией, чтобы описать промежу-
точное состояние материала между упругим и жидким”. Таким образом, называть со-
отношения (3.32) и (3.33) моделью с ядром Скотт–Блэра–Работнова, как это сделано
в [207], представляется совершенно некорректным.

В заключение этого параграфа заметим, что более сложные модели, включающие в
себя несколько производных различных порядков и/или несколько времен релакса-
ции (ретардации), рассмотрены в работах [99–102, 212–215].
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Следует отметить, что для определения параметров, входящих в реологические мо-
дели с дробными производными, включая параметр дробности (порядок дробной
производной γ), за последнее десятилетие было проведено достаточно большое коли-
чество численных и натурных экспериментов для широкого класса материалов. Обзор
этих методов является предметом отдельной статьи, ограничимся перечислением ра-
бот, в которых получены наиболее значимые результаты [216–236].

3.3. Использование моделей вязкоупругости с дробными производными для описания ди-
намического поведения современных материалов. Большинство опытов с вязкоупругими
материалами проводятся на ползучесть, поэтому если реологическая модель записана
в виде зависимости  от , то необходимо найти обратную связь, т.е. выразить 
через . Эта связь позволит провести опыты на ползучесть и определить физические
константы, которые входят в эти соотношения. Иначе говоря, нужно построить ре-
зольвентные операторы для каждой модели.

Хорошо известно [237, 238], что каждый изотропный упругий материал обладает
только двумя независимыми константами, а все остальные выражаются через две, ко-
торые должны быть заданы или определены из экспериментов. Так, например, если
известны модуль Юнга E и коэффициент Пуассона , тогда параметры Ламе  и  и
объемный модуль K определяются следующим образом:

(3.42)

или в случае, когда известны модуль сдвига  и объемный модуль K, остальные кон-
станты, E,  и , находятся из соотношений

(3.43)

a при заданных параметрах Ламе  и 

(3.44)

Точно также и в случае изотропных вязкоупругих сред, материальные свойства ко-
торых зависят от времени и описываются операторами, которые должны быть выра-
жены через два наперед заданных (или определенных из экспериментов) оператора,
используя принцип соответствия и соотношения (3.42), или (3.43), или (3.44).

Для описания таких вязкоупругих тел как балки, пластинки и оболочки наиболее
часто используемыми моделями для оператора Юнга являются соотношения Кельви-
на–Фойгта с дробными производными (3.8), модель Максвелла с дробными произ-
водными (3.18) и модель стандартного линейного тела с дробными производными
(3.26). При этом коэффициент Пуассона вязкоупругого материала считается постоян-
ной величиной [97, 202].

Однако, как позывают экспериментальные данные [202, 239], коэффициент Пуассона
вязкоупругого материала является зависящим от времени оператором ν [240–242], и толь-
ко оператор объемного растяжения–сжатия K может приниматься за постоянную ве-
личину, поскольку для большинства вязкоупругих материалов он слабо меняется со
временем [9, 10].

Однако модель Кельвина–Фойгта с независящим от времени коэффициентом
Пуассона может использоваться только для описания динамического поведения упру-
гих тел в вязкоупругой среде [96, 243, 244] или на вязкоупругом основании [245].

Подробный обзор “традиционных” моделей с дробными производными (“традици-
онными” в том смысле, что в этих моделях коэффициент Пуассона принимается по-
стоянной величиной) приведен в [52, 95, 96].
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Ниже будут рассмотрены модели с дробными производными, включающие завися-
щие от времени операторы Пуассона, что позволит выявить достаточно интересные
свойства современных вязкоупругих материалов, в том числе ауксетичных материа-
лов, которые обладают отрицательными коэффициентами Пуассона [246–250].

3.3.1. Моделирование оператора Юнга E с помощью модели Кельвина–Фойгта с дроб-
ной производной без учета объемной релаксацииu. Для того чтобы показать несостоя-
тельность модели Кельвина–Фойгта, следуя [251], выберем оператор Юнга в виде

(3.45)

где  – время ретардации продольной деформации.
Будем считать оператор объемного расширения–сжатия K независящим от време-

ни, тем самым пребрегая объемной релаксацией (это предположение имеет место для
вязкоупругих материалов, у которых объемная релаксация намного меньше, чем ре-
лаксация при сдвиге), т.е.

(3.46)
откуда следует

(3.47)

где K0 – некоторая константа.
Подставляя (3.45) в (3.47), находим оператор Пуассона

(3.48)

или

(3.49)

откуда следует, что

(3.50)

где .

Из соотношения (3.50) видно, что данная модель не имеет физического смысла, так
как для реальных материалов нижнее предельное значение коэффициент Пуассона

 не может принимать значение . Таким образом, данная модель неприемлема
для реальных вязкоупругих материалов.

3.3.2. Моделирование оператора сдвига μ с помощью модели Кельвин–Фойгта с дробной
производной без учета объемной релаксацииu. Наиболее часто оператор сдвига μ задает-
ся с помощью модели Кельвина–Фойгта с дробной производной

(3.51)

где  – релаксированный модуль сдвига,  – время ретардации при сдвиге, при этом
объемный модуль принимается постоянной величиной (3.46).

Для анализа динамического поведения вязкоупругих тел необходимо вычислить
оператор Юнга. С этой целью, используя принцип соответствия Вольтерра, восполь-
зуемся формулой

(3.52)
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Сначала запишем оператор

(3.53)

где .
Затем найдем оператор, обратный к (3.53), т.е.,

(3.54)

Подставляя (3.51) и (3.54) в (3.52) и учитывая одну полезную формулу [250]

(3.55)

получим

(3.56)

Теперь оператор Пуассона ν можно вычислить по формуле

(3.57)

Подставляя (3.56) в (3.57), находим

(3.58)

При изучении процесса релаксации, т.е. считая продольную деформацию в стержне
постоянной, необходимо подействовать оператором E на единичную функцию Хеви-
сайда . Тогда с учетом соотношения

(3.59)

получим

(3.60)

Для оператора  имеем [251]

(3.61)

В соответствии с классической теорией упругости считается, что для традиционных
материалов значение коэффициента Пуассона  изменяется в интервале .
Однако, в знаменитом трактате А. Лява “Математическая теория упругости”, первое
издание которого было опубликовано в Кембридже в 1892 году [237] (перевод на рус-
ский язык был сделан в 1935 году с 4-го английского издания), автор отмечает, что ко-
эффициент Пуассона может находиться в пределах от –1 до 0.5, обеспечивая тем са-
мым неотрицательность модуля сдвига μ и модуля объемного сжатия K, замечая, что
“отрицательные значения коэффициента ν по соображениям устойчивости не исклю-
чаются, но такие значения не были найдены ни для одного изотропного тела”.

В России в 1944 году Л.Д. Ландау и Е. Лифшиц [238] в учебнике “Механика сплош-
ных сред” также отмечают, что “поскольку K и μ всегда положительны, то коэффициент
Пуассона может меняться для различных веществ только в пределах от –1 (при K = 0) до
0.5 (при μ = 0)”, далее замечая, что “в природе не известно тел, у которых было бы ν < 0,
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т.е. которые бы испытывали увеличение поперечных размеров при продольном растя-
жении… Хотя это и не является необходимым с точки зрения термодинамики”.

Однако, в последнее время был создан широкий спектр так называемых ауксетич-
ных материалов [246–249], которые обладают такими необычными механическими
свойствами, как отрицательный коэффициент Пуассона, при этом коэффициент
Пуассона  для изотропных ауксетиков может варьироваться в пределах интервала

, а для анизотропных – и в более широком интервале [249].
Следовательно, модель (3.51) с  не противоречит законам термоди-

намики и может описывать поведение изотропных вязкоупругих ауксетиков, при этом
коэффициент Пуассона изменяется от  до его релаксированного значения .

3.3.3. Моделирование оператора сдвига μ с помощью модели Максвелла. Если для опи-
сания поведения вязкоупругих тел использовать модель Максвелла, тогда оператор
сдвига μ может быть записан в виде

(3.62)

или с учетом уравнения (3.55) в виде

(3.63)

где  – нерелаксированное значение модуля сдвига. При этом оператор объемного
модуля считается постоянным, т.е.,

(3.64)

Используя процедуру, описанную для модели Кельвина–Фойгта, аналогичным об-
разом получим для модели Максвелла

(3.65)

(3.66)

или

(3.67)

где

Если рассмотреть процесс релаксации, тогда

(3.68)

(3.69)

Из соотношений (3.69) видно, что в случае применения модели Максвелла с дроб-
ными производными коэффициент Пуассона изменяется от  до его предельного
значения 0.5, что означает, что данная модель пригодна для анализа вязкоупругих ре-
зиноподобных материалов.

3.3.4. Моделирование оператора сдвига  при помощи модели стандартного линейного
тела с дробными производными. Если применить модель стандартного линейного тела
для описания вязкоупругих тел, тогда оператор сдвига μ имеет вид
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(3.70)

или

(3.71)

Подставляя уравнение (3.55) в (3.71) и вводя обозначение

(3.72)

в результате получим [250]

(3.73)

где , при этом оператор K определяется формулой (3.64).
Таким образом, для данной модели имеем

(3.74)

(3.75)

где

Из соотношений (3.73)–(3.75) видно, что модель стандартного линейного тела с
дробными производными не только хорошо подходит для описания поведения тради-
ционных вязкоупругих материалов [250], но и для рассмотрения изменения микро-
структуры вязкоупругого материала в результате внешнего механического ударного
воздействия [221].

3.3.5. Модель Скотт–Блэра для релаксации сдвига. Некоторые авторы предпочитают
использовать простейшую модель, т.е. элемент Скотт–Блера, для моделирования опе-
ратора сдвига

(3.76)
и предполагать отсутствие объемной релаксации, т.е. считать .

В этом случае

(3.77)

где .

Тогда с учетом формулы (3.10), вязкоупругий оператор Пуассона имеет вид
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(3.80)

Из соотношений (3.80) видно, чтов соответствии с данной моделью коэффициент
Пуассона может изменяться в широком диапазоне: от –1 до 0.5.

3.3.6. Модели, учитывающие объемную релаксацию. Учет объемной релаксации при-
водит к усложнению вычислений [203, 250, 251]. Так, если заданы операторы E и μ в

соответствии с уравнениями (3.45) и (3.51), тогда сначала надо найти оператор ,
используя соотношение

(3.81)

откуда следует, что

(3.82)

где  и .
Теперь можно вычислить отношение операторов (3.45) и (3.82)

или

(3.83)

Вычисляя оператор ν по формуле

(3.84)

с учетом (3.83), получим

(3.85)

Учитывая произведение , находим

(3.86)

(3.87)

Из соотношения (3.86) видно, что нижний предел значения коэффициента Пуассо-
на  зависит от отношения двух времен ретардации и параметра дробности , в от-
личие от модели Кельвина–Фойгта без учета объемной релаксации, для которой

= –1 в соответствии с (3.61).

Однако заметим, что когда , то из (3.86) следует, что . Это означает,

что рассматриваемая модель может использоваться для моделирования ауксетичных мате-
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Таблица 2. Предельные значения коэффициента Пуассона  для материалов, вязко-
упругие свойства которых описываются различными моделями с дробными операторами

Тип модели с дробной производной

1) модель Кельвина–Фойгта

,  

2) модель Скотт–Блэра

,  –1

3) модель Кельвина–Фойгта

,  –1

4) модель Максвелла

,  

5) модель стандартного линейного тела

, , 

6) модель Кельвина–Фойгта с учетом объемной релаксации

, ,

 

7) модель Кельвина–Фойгта с учетом объемной релаксации

, , –1

8) модель Максвелла с учетом объемной релаксации

, , 
–1

9) модель стандартного линейного тела с учетом объемной ре-
лаксации
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риалов до тех пор, пока , т.е. . Для величин , ,

что соответствует традиционным вязкоупругим материалам.
Аналогично можно рассмотреть модели с другим сочетанием заданных операторов.

В табл. 2 приведены различные модели с дробными производными и соответствующие им
предельные значения коэффициентов Пуассона. Так, например, если оператор сдвига за-
дать с помощью модели Максвелла, тогда коэффициент Пуассона меняется от своего не-
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релаксированного значения  до  (модель 8 в табл. 2). Другими словами,
материал может с течением времени приобретать ауксетичные свойства.

4. Заключение. Данная работа посвящена анализу научных исследований, касаю-
щихся приложений дробного исчисления (исчисления дробного порядка) в моделях
вязкоупругости, которые используются в динамических задачах механики деформи-
руемого твердого тела. Дан анализ различных моделей вязкоупругости, построенных с
использованием производных дробного порядка, без учета и с учетом объемной ре-
лаксации. Показано, что модели, в которых оператор Пуассона зависит от времени,
позволяют описать свойства вязкоупругих ауксетиков, то есть материалов с отрица-
тельными коэффициентами Пуассона. В следующей обзорной статье будет приведен
анализ краевых динамических задач с использованием реологических моделей, рас-
смотренных в данной работе.
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