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Анализируются теоретические аспекты применения акустических волн Похгамме-
ра–Кри в неразрушающей диагностике. Основное внимание уделяется продольным
аксиально симметричным гармоническим модам. Впервые дается анализ дисперси-
онных кривых для стержней, выполненных из ауксетиков (материалов с отрицатель-
ным коэффициентом Пуассона). Получены дисперсионные кривые в окрестности
второй предельной скорости, обнаруживающие чувствительность значений второй
предельной скорости к вариации коэффициента Пуассона.
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1. Введение. Впервые дисперсионные уравнения, описывающие распространение
гармонических волн в цилиндрическом стержне, называемых волнами Похгаммера–
Кри, получены в [1–3].

Однако, решения этих уравнений, связывающие фазовую (или групповую) ско-
рость с частотой оставались практически неизученными вплоть до середины прошло-
го века, когда в [4–23] с помощью численного анализа дисперсионных уравнений [1–
3, 8] были найдены нижние ветви дисперсионных кривых.

Надо отметить, что в [4–21] исследовались в основном продольные аксиально сим-
метричные моды, тогда как в [22, 23] рассматривались изгибные и крутильные моды.

1.1. Дисперсионные соотношения, сплошной цилиндрический стержень. С помощью
асимптотических методов в [4–12] были найдены длинноволновой и коротковолно-
вой пределы для фазовой скорости фундаментальной продольной аксиально симмет-
ричной моды. При этом, коротковолновой предел при 

(1.1)

совпал со скоростью волны Рэлея ( ), а длинноволновой предел дал следующее зна-
чение фазовой скорости 

(1.2)

где E и ρ – модуль упругости и плотность материала стержня, соответственно.
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Рис. 1. Дисперсионные кривые аксиально симметричных гармонических волн Похгаммера–Кри в цилин-
дрическом стержне [16]: сплошной линией обозначены действительные или чисто мнимые кривые, а пунк-
тирной линией – комплексные.
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Дисперсионные кривые высших мод в терминах безразмерных фазовой частоты и
волнового числа с помощью численных методов исследовались в [4–20], причем в [8],
по-видимому, впервые были вычислены корни дисперсионного уравнения и построе-
ны первые три дисперсионные кривые, отвечающие низшим продольным аксиально
симметричным модам. Соответствующие дисперсионные кривые, определенные в
[19], показаны на рис. 1.  обозначает аксиально симметричную продольную мо-
ду -го порядка, см. [16]. На вертикальной и горизонтальной осях на этом рисунке от-
ложены, соответственно, безразмерная частота ( ) и волновое число ( );  –
радиус стержня;  – скорость объемной поперечной волны в среде.

Одна из интересных особенностей незатухающих высших мод (  ) соот-
ветствующих дисперсионных кривых, появляется при :

(1.3)

Фактически, условие (1.3) означает наличие в высших модах горизонтальной асимп-
тоты в дисперсионной зависимости  при фазовой скорости . Здесь обнару-
живается связь с незатухающими высшими модами соответствующих дисперсионных
кривых волн Лэмба [24, 25], для которых также выполняется соотношение (1.3).

1.2. Родственные задачи. Исследование по распространению ангармонических про-
дольных волн в полуограниченном цилиндрическом стержне и, в частности, импуль-
сов в виде временной -функции, по-видимому, впервые осуществлено в [26]. В этой
работе, также как и в последующих исследованиях [17, 27–29], основное внимание
уделялось распространению длинноволновой асимптотики, дисперсионные составля-
ющие не исследовались. Необходимость учета (геометрической) дисперсии при рас-
пространении ангармонических импульсов в цилиндрических стержнях отмечена в
[30], где с помощью экспериментальных сейсмограмм, отвечающих распространению
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продольных волн от δ-образного импульса, приложенного к одному из торцов стерж-
ня, прослежена деформация импульса, вызванная дисперсией соответствующих волн.

Вопросам распространения волн Похгаммера–Кри в цилиндрическом стержне из
вязкоупругого материала посвящены исследования [31–37]. В [31] впервые обнаруже-
на и описана, так называемая, физическая дисперсия волн Похгаммера–Кри, вызван-
ная вязкостью материала и проявляющаяся даже на тех участках дисперсионных кри-
вых, где в случае упругого материала геометрическая дисперсия практически отсут-
ствует.

Исследование дисперсии волн Похгаммера–Кри в коаксиальных стержнях (трубах)
проводилось в [38–43] с применением той же техники, что и для сплошных стержней,
но с удержанием в построенном решении бесселевых функций как первого, так и вто-
рого рода, так как для коаксиальных стержней отпадает необходимость ставить огра-
ничение конечности перемещений на оси стержня.

С помощью техники замены переменных в конических стержнях исследовались
продольные аксиально симметричные волны и соответствующие колебания [44–49],
причем в этих работах для исключения сингулярных решений вершина конуса исклю-
чалась из рассмотрения.

В [50, 51] с помощью приближенной одномерной теории Рэлея–Лява и точной тео-
рии, основанной на уравнениях Похгаммера–Кри, исследовались негармонические
волны Похгаммера–Кри, вызванные продольным ударом по сплошному цилиндриче-
скому стержню. В этих работах возможная перекачка энергии на высшие аксиально
симметричные моды не исследовалась, а предполагалось, что при продольном ударе
вся энергия локализована в продольной фундаментальной моде. При этом для рас-
смотренного случая отмечена значительная дисперсия.

Волны в трансверсально изотропных стержнях кругового поперечного сечения ис-
следовались в [52–57] с применением той же техники, что использовалась для изо-
тропных стержней. В этой связи более общие случаи цилиндрической анизотропии,
по-видимому, не исследовались, за исключением различных мод волн Похгаммера–
Кри в цилиндрически ортотропной упругой слоистой трубе [58] исследованной с по-
мощью метода конечных элементов. Надо отметить, что применение метода конеч-
ных элементов для получения дисперсионных соотношений в стержнях наталкивает-
ся на определенные трудности, связанные с необходимостью исключения начальной
негармонической фазы [58, 59]. Аналогичные трудности отмечены и в случае приме-
нения метода конечных элементов для определения дисперсионных соотношений
волн Лэмба [60].

Волны Похгаммера–Кри в стержнях некруговой формы исследовались в работах
[61–63] с помощью метода конечных элементов, причем в [62, 63] наряду с действи-
тельными решениями дисперсионного уравнения анализировались и комплексные
ветви высших мод. Для этого в работах [62, 63] были соответствующим образом моди-
фицированы Лагранжиан и принцип Гамильтона, что позволило учесть комплексные
поля перемещений.

Известны и другие приближенныe методы, применяемые для анализа волновых
процессов в стержнях, основанные на различного рода приближенных теориях, по
аналогии с технической теорией изгиба балок. В этой связи надо отметить обзоры
[64–66].

1.3. Применения волн Похгаммера–Кри к задачам неразрушающей диагностики. Про-
дольные аксиально симметричные волны Похгаммера–Кри часто применяются в ка-
честве метода как для (i) неразрушающего определения механических свойств матери-
алов, так и для (ii) диагностики наличия дефектов.

В первом случае, как правило, используют два цилиндрических длинных стержня
Гопкинсона (называемых иногда стержнями Кольского), между которыми размещают
исследуемый образец, как правило, также цилиндрической формы; рис. 2.
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Рис. 2. Принципиальная схема двух стержней Гопкинсона: (1) ударник; (2) первый стержень Гопкинсона,
передающий ударное воздействие на образец; (3) образец; (4) второй стержень Гопкинсона, в котором рас-
пространяются рефрагированные волны.

1 2 3 4
При ударном воздействии, приложенном к левому торцу первого стержня Гопкин-
сона, распространяется импульс со скоростью близкой ко второй предельной скоро-
сти , далее на интерфейсной границе между первым стержнем и образцом часть
энергии, отвечающей рефрагированной волне, переходит в образец, а часть отражает-
ся, при этом энергия отраженной и рефрагированной волн зависит от соотношения
импедансов материала стержня и образца. На следующей границе между образцом и
вторым стержнем Гопкинсона происходит аналогичное явление; см. обзорную моно-
графию [68]. Использование длинных стержней Гопкинсона с отношением длины
стержня  к его диаметру d,  необходимо для исключения, во-первых нерас-
пространяющихся мод волн Похгаммера–Кри, и, во-вторых, для обеспечения воз-
можно большей локализации энергии аксиально симметричной волны Похгаммера–
Кри в области малых частот [67–70]. Роль длительности ударной нагрузки, приложен-
ной к одному из торцов стержня Гопкинсона, исследовалась в [71–73]; было установ-
лено, что в случае более продолжительных импульсов, низкочастотные составляющие
фундаментальной моды, распространяющиеся с большей скоростью, имеют и боль-
шие амплитуды. Известны обобщения на случай применения стержней Гопкинсона
для экспериментальных исследований, связанных с возбуждением и распространени-
ем крутильных мод волн Похгаммера–Кри [74].

Задачи обнаружения дефектов в трубах и слоистых коаксиальных цилиндрах также
основаны на генерировании в основном продольных аксиально симметричных (как
правило, гармонических) волн Похгаммера–Кри и исследовании либо их отражения
от локализованных дефектов [75–77], либо изменения их дисперсионных кривых при
распространении по участкам с измененными свойствами [78–80]. C помощью этих
волн могут исследоваться как упругие, так и вязкоупругие свойства сплошных стерж-
ней и цилиндрических оболочек, в том числе слоистых, состоящих из вложенных друг
в друга и находящихся в контакте коаксиальных цилиндров [81, 82]. Как отмечено вы-
ше, при неразрушающем контроле дефектных зон в стержнях и трубах, как правило,
используют источники, возбуждающие гармонические волны Похгаммера–Кри. Это
необходимо для возможности сопоставления теоретических дисперсионных кривых
(определяемых для гармонических волн) с полученными в ходе экспериментальных
исследований. Диапазон частот, применяемых для экспериментального обнаружения
и исследования участков сплошного цилиндра или трубы с измененными свойствами,
обычно варьируется в диапазоне от 30 КГц до 100 МГц [82, 83]. Общие свойства реше-
ний дисперсионных уравнений для волн Похгаммера–Кри, а так же других типов дис-
персионных поверхностных волн обсуждаются в работах [84–87].

В последние годы для возбуждения различных мод волн Похгаммера–Кри получи-
ли методы, основанные на применении электромагнитно-акустических преобразова-
телей (ЭМАП) поверхностных волн, причем наряду с продольными модами могут воз-
буждаться изгибные и крутильные моды [88–90].

В исследованиях [91–94] отражены некоторые теоретические аспекты, связанные с
анализом дисперсионных соотношений волн Похгаммера–Кри. Следует отметить
также некоторые родственные задачи: в работах [95, 96] исследовались вторые пре-

2,limc

L >/ 100L d
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дельные скорости в пластинах, в [97] анизотропные ауксетки, в [98, 99] рассматрива-
лись спиральные волны в стержнях.

1.4. Краткое содержание последующих разделов. В разделе 2 вводятся основные урав-
нения, определяются потенциалы смещений, выписываются решения для потенциа-
лов в терминах бесселевых функций, определяются дисперсионные уравнения.

В третьем разделе по дисперсионному уравнению осуществляется построение дис-
персионных кривых, основное внимание уделено аксиально симметричной фунда-
ментальной моде. Впервые дается анализ дисперсионных кривых для стержней, вы-
полненных из ауксетиков (материалов с отрицательным коэффициентом Пуассона).
Анализируется чувствительность аксиально симметричной фундаментальной моды к
вариации упругих свойств во всем допустимом диапазоне фазовых скоростей и, в
частности, в окрестности первой ( ) и второй предельной скорости ( ). Приво-
дятся расчетные формулы для определения упругих характеристик материала по зна-
чениям соответствующих предельных скоростей.

2. Основные соотношения. Ниже, в основном, используется нотация [84, 85]. Урав-
нения движения для изотропного упругого тела в отсутствии массовых сил представи-
мы в виде

(2.1)

где u – поле перемещений, c1, c2 – скорости продольной и поперечной объемных волн
в среде, определяемые выражениями

(2.2)

В (2.2) λ, μ – константы Ламе,  – плотность среды.
Как правило, в рассматриваемом классе задач для векторного поля  применяется

представление Гельмгольца

(2.3)

где  и  соответственно скалярный и векторный потенциалы. В цилиндрических
координатах представление Гельмгольца (2.3) для физических компонент вектора пе-
ремещений имеет вид

(2.4)

причем из условия аксиальной симметрии следует

(2.5)

Подстановка представления (2.3) в уравнения движения (2.1) дает

(2.6)

Для гармонической волны, распространяющейся в направлении оси z, потенциалы
(2.6) представимы в виде

(2.7)
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где  – волновое число, связанное с фазовой скоростью c и круговой частотой  соот-
ношением

(2.8)

В (2.7)  – координата в поперечном сечении ( ),  – волновой вектор,
, t – время.

Подстановка представлений (2.7) в уравнения (2.6) дает уравнения Гельмгольца для
соответствующих потенциалов

(2.9)

Переход в (2.9) к цилиндрическим координатам для скалярного потенциала Φ0 с уче-
том аксиальной симметрии потенциала Φ0

(2.10)

приводит к уравнению Бесселя

(2.11)

где c – фазовая скорость. Решения уравнения (2.11) выражается через функции Бессе-
ля первого и второго рода нулевого порядка

(2.12)

где  – неизвестные, вообще говоря, комплексные коэффициенты и

(2.13)

Уравнения (1.10) для векторного потенциала  при учете аксиальной симметрии
компонент потенциала , что обеспечивается условиями

(2.14)

дают следующие уравнения Бесселя (для соответствующих физических компонент)

(2.15)
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Решение уравнений (2.15) имеет вид

(2.16)

В (2.16)  неизвестные, вообще говоря, комплексные коэффициенты, и

(2.17)

Условие аксиальной симметрии векторного потенциала  накладывает еще одно
ограничение [14, 16]:

(2.18)

С учетом (2.4), (2.5) (2.12), (2.16), (2.18), векторное поле, отвечающее распростране-
нию продольной аксиально симметричной гармонической незатухающей волны в ци-
линдрическом стержне, представимо в виде [19]

(2.19)

С учетом необходимой ограниченности поля перемещений на оси  и неогра-
ниченности при  бесселевых функций второго рода, из (2.19) получаем

(2.20)

При получении (2.20) из (2.19) константа C3 обозначена C2.

Условие равенства нулю поверхностных усилий на боковой поверхности цилиндра
при  представимо в виде

(2.21)

где  – вектор единичной внешней нормали к боковой поверхности,  – инфинитези-
мальный тензор деформаций.

Условие (2.21) позволяет записать граничные условия (с точностью до экспоненци-

ального множителя ) в терминах соответствующих бесселевых функций

(2.22)
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Рис. 3. График изменения первой предельной скорости в зависимости от изменения коэффициента Пуас-
сона.
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Условия (2.22) дают искомое дисперсионное уравнение, записываемое в виде

(2.23)

где A – квадратная матрица второго порядка с комплексными коэффициентами

(2.24)

При заданной частоте  дисперсионным уравнением (2.23) определяется фазовая
скорость продольных аксиально симметричных мод волн Похгаммера–Кри, а двумер-
ные, вообще говоря, комплексные собственные векторы, отвечающие нулевым соб-
ственным числам матрицы (2.23), определяют поляризацию соответствующих волн.

3. Некоторые аспекты применения аксиально симметричной фундаментальной моды.
По дисперсионному уравнению (2.23) осуществляется построение дисперсионных
кривых для нижней (фундаментальной) аксиально симметричной моды волн Похгам-
мера–Кри, распространяющихся в цилиндрическом стержне.

Рассматривается два основных случая: (1) вариация коэффициента Пуассона и (2)
вариация модуля упругости материала стержня.

3.1. Вариация коэффициента Пуассона. Приведенный на рис. 4 график изменения
относительного значения первой предельной скорости , определенной по дис-
персионному уравнению (2.23), при вариации коэффициента Пуассона (при фикси-
рованном модуле упругости и плотности), показывает, что в области высоких частот
фазовая скорость является информативной для определения коэффициента Пуассона
материала. В частности, при вариации коэффициента Пуассона во всем допустимом
диапазоне значений (–1; 0.5) относительная фазовая скорость  изменяется по-
чти в два раза.
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Рис. 4. Изменение фундаментальной моды аксиально симметричных волн Похгаммера–Кри в окрестности
второй предельной скорости при вариации модуля упругости.
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В то же время, проведенные расчеты показывают, что в области низких частот и, в
особенности, в окрестности второй предельной скорости , все дисперсионные
кривые сливаются в одну кривую.

Замечание 3.1. Надо отметить, что в случае ауксетиков известные аппроксимацион-
ные дробно-рациональные формулы для скорости волны Рэлея [86, 87] (совпадающей
со скоростью ) дают неверные результаты. Поэтому в случае ауксетиков скорость

 должна определяться либо непосредственно по дисперсионному уравнению
(2.23), либо с помощью регрессионных формул. Например, полиномиальная регрес-
сия вида

(3.1)

обеспечивает приближение к точному значению , найденному по уравнению
(2.23), с относительной ошибкой в равномерной норме, не превышающей 0.6% в ин-
тервале значений коэффициента Пуассона ν ∈ (–0.75; 0.45).

Пример 3.1. Определение коэффициента Пуассона по скорости .

А) Предположим, что наряду со скоростью  известна также скорость . С ис-
пользованием регрессионного уравнения (3.1) в предположении, что объемная ско-
рость поперечной волны  известна, получаем следующее выражение для определе-
ния коэффициента Пуассона

(3.2)

где коэффициенты  определены по регрессионному уравнению (3.1).
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Б) Предположим, что наряду со скоростью  известна скорость . В этом слу-
чае, ограничиваясь первыми тремя членами тейлоровского разложения по  правой
части регрессионного уравнения (3.1)

(3.3)

получаем следующее выражение для коэффициента Пуассона

(3.4)

Надо отметить, что коэффициенты тейлоровского разложения  в (3.3) опреде-
лены через коэффициенты  по аналитическим формулам. В свою очередь, ко-
эффициенты  определены по регрессионному уравнению (3.1). В (3.4) учтено
выражение (1.2) для длинноволновой асимптотики .

3.2. Вариация модуля упругости. На рис. 4 в окрестности второй предельной скоро-
сти  построены дисперсионные кривые, отвечающие аксиально симметричным
фундаментальным модам при вариации модуля упругости материала стержня, коэф-
фициент Пуассона в этом случае считался фиксированным (ν = 0.25).

На рис. 4 по вертикальной оси отложены значения безразмерной частоты , а
по горизонтальной оси – значения относительной фазовой скорости волн Похгамме-
ра–Кри ( ). Графики соответствуют дисперсионным кривым при уменьшении
(‒0.5%) и увеличении (+0.5%) модуля упругости, по сравнению с референсным значе-
нием (средняя кривая). Приведенные графики показывают, что в окрестности второй
предельной скорости исследуемые дисперсионные кривые являются информативны-
ми для определения модуля упругости материала (в предположении, что плотность
фиксирована). Здесь надо отметить, что, как показывает асимптотическая формула
(1.2), значение второй предельной скорости  не зависит от коэффициента Пуассо-
на.

Пример 3.2. Определение модуля упругости и коэффициента Пуассона по скоро-
стям  и .

Предполагается, что плотность материала известна. Асимптотическое выражение
(1.2) для скорости  дает

(3.5)

Далее, по известным значениям предельных скоростей  и  и формуле (3.4)
определяется коэффициент Пуассона.

Отметим, что также как и для рассмотренных волн Похгаммера–Кри, в случае волн
Лэмба, распространяющихся в упругом слое, по скорости  оказывается возмож-
ным анализировать вариацию модуля Юнга, см. [92].

4. Выводы. Проведен анализ продольных аксиально симметричных гармонических
волн Похгаммера–Кри в стержнях. Рассмотрены точные решения волнового уравне-
ния Похгаммера–Кри.

Исследована зависимость дисперсионных кривых, отвечающих аксиально симмет-
ричным модам и, в частности, симметричной фундаментальной моде, от вариации ко-
эффициента Пуассона и модуля упругости. На численных примерах показана инфор-
мативность аксиально симметричной фундаментальной моды для неразрушающей

1,limc 2,limc
ν

≈ + ν + ν
− +− += = =

2
1, 1 2 3 2,

1 2 31 1 2
1 2 3

( )
3 4 82, ,

2 2 2 8 2

lim limc b b b c
a a aa a ab b b

− + − +
ν =

2
2 2 1 3 3 1,lim 2,lim

3

4 4 /
2

b b b b b c c
b

1 2 3, ,b b b

1 2 3, ,a a a

1 2 3, ,a a a

2,limc

2,limc

ω 2/c R

2/c c

2,limc

1,limc 2,limc

2,limc

( )= ρ2
2,limE c

1,limc 2,limc

2,limc



123ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ ПРИМЕНЕНИЯ ВОЛН
диагностики физико-механических свойств материалов и, в частности, для обнаруже-
ния участков с измененными свойствами.

Впервые проведен анализ вариации первой предельной скорости для стержней, вы-
полненных из ауксетиков (материалов с отрицательным коэффициентом Пуассона).
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