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1. Введение. В нелокальной теории упругости напряженное состояние в точке явля-
ется функцией деформации всех точек тела, тогда как классическая (локальная) тео-
рия упругости описывает напряженное состояние в данной точке посредством дефор-
маций в той же точке. Нелокальная теория была разработана и опубликована в рабо-
тах А.К. Эрингена [1–7], Д. Эделена [1, 8], К. Ло [8], Б. МакКея и М. Нарсимханa [9,
10]. Исчерпывающее исследование теории нелокальной упругости изложено в моно-
графии А.К. Эрингена [11].

Нелокальный отклик и запаздывающий отклик среды схожи, как в пространстве,
так и во времени. В работе [12] Д. Цзу объединил отклик нелокальной теплопроводно-
сти с однофазным запаздыванием и сравнил его с моделью, разработанной Б. Цао и
З. Го [13] и З. Го и К. Хоу [14]. Д. Цзу и З. Го в [15] демонстрируют объединение нело-
кального отклика с моделью двухфазного запаздывания, предложенной Д. Цзу в рабо-
тах [16, 17], и известной как новая теория, включающая оба эффекта (нелокального и
запаздывающего отклика).

К. Шарма в [18] исследовал краевые задачи в обобщенной термоупругой диффун-
дирующей среде. Влияние источников тепла и времени релаксации на распределение
температуры в тканях изложено в [19]. К. Шарма и др. в [20] изучали плоские волны и
фундаментальное решение в твердом теле с учетом электро-микро- растяжений. Ко-
робление нанотрубок при неоднородной температуре на основе нелокальной термо-
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упругости исследовано в [21]. А.Е. Абуэлригал в работе [22] показал влияние темпера-
турно-зависимых физических свойств и дробной (фрактальной) термоупругости на
нелокальные нанотрубки.

Р. Кумар и соавт. в [23] провели переходный анализ нелокальной микростатиче-
ской термоупругой толстой круглой пластины с фазовым запаздыванием. Р. Кумар и
соавт. в [24] исследовали влияние источников теплового и химического потенциала в
тонком пучке в ТМН с помощью модели термоупругой диффузии с трехфазным за-
паздыванием. В. Боржалилу и др. [25] представили явное соотношение для термоупру-
гого демпфирования в нелокальных нанотрубках с учетом эффекта двухфазного за-
паздывания.

В этой статье исследуются нелокальные эффекты и эффекты фазового запаздыва-
ния, связанные с термомеханическими источниками при диффузии ТМН. Для иссле-
дования проблемы применяется метод интегрального преобразования. Подход был
продемонстрирован на нормальной и тепловой нагрузках линейного типа. Результаты
изображены графически, чтобы показать нелокальный эффект и эффект фазового за-
паздывания.

2. Основные уравнения. Исходя из работ [15, 26, 27], имеем
(i) Определяющие coотношения

(2.1)

(2.2)

(ii) Уравнение движения

(2.3)

(iii) Уравнение теплопроводности

(2.4)

(iv) Уравнение диффузии

(2.5)

Здесь , , где , , , l1 =

= , , .

В уравнениях (2.1)–(2.5),  – нелокальные параметры,  и  – времена тепло-
вой релаксации, где , и  и  – времена диффузионной релаксации где

. , . Здесь  соответствуют коэффициенту
линейного теплового расширения и диффузионного расширения соответственно.  –
оператор Лапласа,  – оператор набла (градиента). Остальные символы имеют обще-
принятое значение.

3. Постановка задачи. Рассматривается однородное изотропное нелокальное диф-
фундирующее ТМН тело с двухфазным запаздыванием, занимающее область .
Введем прямоугольную декартову систему координат  с началом координат
на x3 = 0. Полупространство подвергается нормальной и тепловой рамповой нагрузке
на граничной плоскости x3 = 0.
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Для предлагаемой модели запишем

(3.1)

Подставляя (3.1) в (2.3)–(2.5), приходим к следующим уравнениям

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

Введем следующие безразмерные переменные:

(3.6)

где

 – характерная частота,  – скорость продольной волны в среде.
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4. Метод решения. Компоненты вектора перемещений  и  отно-
сятся к скалярным потенциалам  и  в безразмерной форме как

(4.1)

С помощью (4.1) уравнения (3.7)–(3.10) записываются в виде
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где
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Связанное решение уравнений (4.7) и (4.8) имеет вид

(4.9)

(4.10)

Здесь  – корни уравнений (4.7) и (4.8), а константы связи определя-
ются выражениями

5. Термомеханические условия. Рассмотрим нормальную нагрузку линейного типа с
тепловым источником, пренебрегая при этом касательным моментным напряжением
и химическим потенциалом:
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(5.2)

где F0 и F01 определяют величину силы и стационарную температуру,  обозначает
дельта-функцию Дирака, а  – линейный параметр.

Безразмерные компоненты напряжения определяются выражением
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n a a a a a a a a a a a a a a a a a a
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Помещая  в i-й столбец  соответственно, определим  (i = 1,
2, ..., 5).

6. Проверка и особые случаи. (a) Для нормальной нагрузки линейного типа 
соответствующие значения определяются из уравнений (5.8)–(5.14).

(b) Для теплового источника линейного типа  значения величин определяют-
ся из уравнений (5.8)–(5.14).

Особые случаи:
(1). Принимая , получим соответствующие выражения из (5.8)–(5.14) в от-

сутствие нелокальных параметров.
(2). Принимая , получим соответствующие выражения из (5.8)–(5.14)

без двухфазного запаздывания.
7. Обратное преобразование. Обращаем преобразования в (5.8)–(5.14) с помощью

методов, изложенных в работе [28].
8. Обcуждение численных результатов. Для численных расчетов, следуя работе [29],

рассмотрим в качестве термоупругого диффундирующего твердого тела медь с соот-
ветствующими параметрами:

Для вычислений использовался Matlab (R2016a). Численное моделирование прово-
дилось в следующих случаях:

(i) Диффузия ТМН с нелокальным и двухфазным запаздыванием (MNP).
(ii) Диффузия ТМН с двухфазным запаздыванием (NP).
(iii) Диффузия ТМН с нелокальным запаздыванием и без учета диффузионного за-

паздывания (MNWDP).
(iv) Диффузия ТМН с нелокальным запаздыванием и без учета теплового запазды-

вания (MNWTP).
(v) Диффузия ТМН с нелокальным запаздыванием (MH).
На рис. 1–5 показано влияние нормальной нагрузки линейного типа для всех слу-

чаев. На рис. 6–10 показано влияние теплового источника линейного типа для всех
случаев.

На всех рисунках линия (──) соответствует диффузии ТМН с нелокальным и двух-
фазным запаздыванием (MNP), линия (- – -) представляет диффузию ТМН с двух-
фазным запаздыванием (NP), линия (─ ─) соответствует диффузии ТМН с нелокаль-
ным запаздыванием и без запаздывания диффузионной фазы (MNWDP), линия (─ * ─)

= + − ξ − − = ξ

= ξ − + + ξ = − − ξ − ξ
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Рис. 1. Зависимость нормального напряжения  от расстояния x
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Рис. 2. Зависимость касательного напряжения  от расстояния x

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

0.45

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.00
Distance, x

N
or

m
al

 st
re

ss
, t

31

MNP
MP

MN

MNWDP
MNWTP

31t
соответствует диффузии ТМН с нелокальным запаздыванием и без запаздывания тер-
мической фазы (MNWTP), линия (─ 0 ─) соответствует диффузии ТМН с нелокаль-
ным запаздыванием (MH).

8.1. Нормальная нагрузка. На рис. 1 показана зависимость  от x. Вариация  оста-
ется для MNP стационарной. Значения  увеличиваются для ограниченного интерва-
ла x и уменьшаются за пределами этого интервала для NP.  показывает аналогичное
поведение для MNWDP, MNWTP и MH с разницей в значениях магнитуды.

На рис. 2 показана зависимость  от x. Величина  увеличивается для ограничен-
ной области и уменьшается вдали от источника для Ф.  показывает тенденцию к
снижению для ограниченного региона и после этого показывает колебания для MNP,
MNWDP, MNWTP и MH.
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Рис. 3. Зависимость касательного моментного напряжения  от расстояния x
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Рис. 4. Зависимость температуры  от расстояния x
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На рис. 3 показана зависимость  от . Поведение  в случае MNWDP, MNWTP
и MH аналогично для всех значений , но величина  в случае MNWDP меньше по
сравнению с MNWTP и MH. Профиль  для NP и MNP остается таким же для

, хотя величина для MNP больше, чем для NP.
На рис. 4 показана зависимость  от x.  показывает тенденцию к уменьшению в

MNP и NP с разницей в значениях величины. Величина  постепенно уменьшается
вблизи источника и увеличивается вдали от источника для MNWDP.  уменьшается
для ограниченной области, и после этого наблюдается колебательное поведение для
MNWDP и MH.

На рис. 5 показана зависимость  от . Вариация  постепенно уменьшается для
MNP и NP.  обозначают тенденцию к уменьшению около источника, а вдали от
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x 32m

32m
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Рис. 5. Зависимость химического потенциала  от расстояния x
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Рис. 6. Зависимость нормального напряжения  от расстояния x
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источника наблюдается тенденция к увеличению для MNWDP. Поведение  для
MNWTP и NP аналогично, хотя значение  для MNWTP больше, чем для NP.

8.2. Тепловой источник. На рис. 6 показана зависимость  от x. Поведение  про-
тивоположно для MP и MN. Значения  монотонно уменьшаются для MNWTP, тогда
как для MNP наблюдается стационарное изменение.  демонстрирует колебательное
поведение для модели MNWDP.

На рис. 7 показана зависимость  от x. Тенденция  аналогична для MNP и
MNWDP с разницей в значениях уровня исследуемых величин. Вблизи источника ве-
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Рис. 7. Зависимость касательного напряжения  от расстояния x
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Рис. 8. Зависимость касательного парного напряжения  от расстояния x
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личина  уменьшается, после чего наблюдается колебательное поведение для модели
ТМН.  показывает аналогичное поведение для всех значений x для MNWTP и MNP.

На рис. 8 показана зависимость  от x. Величина  уменьшается с начальными
значениями  и для промежуточного интервала x колебательное поведение  на-
блюдается для всех случаев. Вдали от ограничивающей поверхности тренд  умень-
шается, за исключением MNWTP и MNP.

На рис. 9 показана зависимость  от x.  демонстрирует тенденцию к снижению
для MNP, MP и MNWDP. Величина  уменьшается вблизи источника, и после этого
поведение  исследуется для MNWTP и MNP.
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Рис. 9. Зависимость изменения температуры  от расстояния x
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Рис. 10. Зависимость химического потенциал  от расстояния x
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Рис. 10 показана зависимость  от x. Поведение  аналогично для MNWDP, MN-
WTP и MN, за исключением того, что он находится вдали от источника. Значения 
монотонно увеличиваются для MNP и MP.

9. Заключение. Рассмотрена проблема определения физических величин с помо-
щью методов интегрального преобразования с учетом нормальной и тепловой нагруз-
ки. Интегральное преобразование включает преобразование Лапласа по времени и
преобразование Фурье по пространственной переменной. Нелокальные параметры и
параметры фазового запаздывания существенно влияют на получаемые величины.
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Обнаружено, что эти величины очень чувствительны к нелокальным параметрам и па-
раметрам фазового запаздывания.

Отмечено, что значения величин составляющих напряжений для нормальной на-
грузки линейного типа больше по сравнению с термической нагрузкой линейного ти-
па. В заданное время распределение заданных величин ограничено. Результаты этой
модели заметно различаются для разных случаев. Для всех случаев показано, что опре-
деленные величины в точке приложения источника проявляют тенденцию к сниже-
нию и отклонению от нее при колебательном поведении. Также наблюдается сильное
колебание всех результирующих величин из-за отличия нормальной нагрузки от тер-
мической. Полученные результаты важны для исследователей, работающих в области
модифицированной термоупругости учитывающей моментные напряжения с диффу-
зионными и нелокальными параметрами. Проблема имеет важное и практическое
значение для конструкций или устройств в микромасштабе, подверженных переход-
ным механическим и тепловым нагрузкам.
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