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Рассматривается проблема активного подавления колебаний упругой панели, про-
дольно движущейся в потоке идеальной жидкости. Уравнение динамики панели
включает реакцию жидкости и внешнее механическое воздействие, служащее для
реализации процесса демпфирования. Выводятся условия экстремальности гаше-
ния поперечных колебаний и оценивается эффективность оптимального распреде-
ления прикладываемых к панели усилий и оптимальной временной программы
функционирования внешнего воздействия.

Ключевые слова: гидроупругая вибрация, гашение колебаний, оптимизация демпфи-
рующих воздействий

DOI: 10.31857/S0572329921040036

1. Введение. Изучение процессов подавления колебаний связано с исследованием
движения материалов с большой транспортной скоростью. Примеры таких процессов
возникают в промышленности при производстве бумаги, стальных и текстильных по-
лотен и др. Поэтому проблема подавления колебаний механических систем представ-
ляет не только теоретический, но и значительный прикладной интерес. Для систем с
распределенными параметрами колебания и динамическая устойчивость изучались
как в рамках самосопряженных (консервативных), так и несамосопряженных (некон-
сервативных) задач. Ранее возникающие в этом направлении вопросы рассматрива-
лись в работах [1–3]. Значительное внимание при этом уделялось проблемам колеба-
ний деформируемых систем, взаимодействующих с жидкостью или газом (см., напри-
мер, [4–6]). Отметим здесь задачи о гидроупругих взаимодействиях, основанные на
точных выражениях для реакции жидкости [7–11]. Проблемы оптимизации движу-
щихся упругих и вязкоупругих материалов, взаимодействующих с идеальной жидко-
стью, исследовались в [12–14].

Данная работа посвящена отысканию оптимальных способов подавления возника-
ющих поперечных колебаний панели, движущейся в потоке идеальной жидкости, и
оценке эффективности оптимальных распределений прикладываемых к панели уси-
лий и оптимальных временных программ приложения внешних демпфирующих воз-
действий.

2. Уравнение поперечных колебаний панели в потоке идеальной жидкости. В безраз-
мерных переменных ,  (  – половина длины пролета,  – характерное
время) уравнение поперечных колебаний движущейся поступательно и взаимодей-
ствующей с потоком жидкости панели записывается в безразмерном виде [15]
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(2.1)

с учетом безразмерных параметров

(2.2)

причем  – характерная размерная скорость,  – поперечное перемеще-
ние, m – масса, приходящаяся на единицу площади панели, T – величина натяжения,
D – изгибная жесткость,  – прикладываемое поперечное управляющее воздей-
ствие,  – поступательная скорость панели,  – скорость потока на бесконечности,

 – заданная область: . Механическое воздействие,
подавляющее поперечные колебания, задается в форме

(2.3)

где ν(x) задает геометрию прикладываемого воздействия, а f(t) – временная программа
силового воздействия на панель.

3. Задача оптимизации. Рассматриваемая ниже задача оптимального подавления по-
перечных колебаний движущейся панели заключается в минимизации энергетическо-
го (квадратичного) функционала

(3.1)

характеризующего качество процесса демпфирования колебаний при ограничении на
демпфирующее воздействие

(3.2)

записываемом для удобства при помощи введения вспомогательной неизвестной  в
виде строгого равенства [16]

(3.3)

где  – заданная положительная константа, а  и  – заданные пара-
метры.

При этом рассматриваются следующие начальные и граничные условия:

(3.4)

(3.5)

в которых tf – безразмерное время окончания процесса демпфирования колебаний, а
 и  – заданные начальные возмущения.
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Необходимые условия оптимальности процесса демпфирования колебаний сводят-
ся к равенству нулю вариации расширенного функционала Лагранжа, то есть

(3.6)

где μ – множитель Лагранжа, а вариации ,  даются выражениями

(3.7)

(3.8)

Здесь  – введенная сопряженная переменная, удовлетворяющая по опреде-
лению следующим граничным и начальным условиям:

(3.9)

(3.10)

(3.11)

Равенство (3.6) с учетом (3.7), (3.8) и проварьированных начальных и граничных усло-
вий (3.4), (3.5) и (3.9)–(3.11) приводит к сопряженному уравнению для переменной

:

(3.12)

и условию экстремума

(3.13)

При этом

(3.14)

Условие (3.13) означает, что для неактивного ограничения (3.2), выполняющегося со
знаком строгого неравенства (3.2), (3.3), следует, что . Соответствующий множи-
тель Лагранжа в этом случае, как это следует из необходимого условия оптимальности
(3.13), должен полагаться равным нулю. Тем самым, ограничение (3.2) в этом случае
при отыскании оптимального решения не учитывается. Если же , то θ = 0, и со-
ответствующее ограничение является «активным».

Вариация прикладываемого демпфирующего воздействия (2.3) имеет вид

(3.15)

если функция f(t), то есть программа подавления колебаний панели, является задан-
ной. Варьируемой же переменной, искомой при оптимизации подавления колебаний
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и определяющей способ воздействия, является функция ν(x). При этом условие опти-
мальности для ν(x), как это следует из (3.6)–(3.8), (2.3), (3.15), записывается в форме

и поэтому

(3.16)

В случае заданного способа приложения демпфирующего воздействия, то есть за-
данной функции ν(x), и варьируемой временной программы искомого управляющего
воздействия, подавляющего колебания, условие оптимальности приводит к следую-
щему выражению для f(t) при :

(3.17)

Так, например, если заданное воздействие прикладывается на подынтервале [x1, x2],
где , то

(3.18)

Здесь , x1, x2 – заданные константы.
Множитель Лагранжа  в (3.16), определяемый согласно (2.3), (3.2), (3.3) и (3.16),

вычисляется по формуле

(3.19)

а множитель Лагранжа μ в (3.17), как это следует из соотношений (2.3), (3.2), (3.3) и
(3.17), определяется выражением

(3.20)

4. Алгоритм отыскания оптимального воздействия. Для отыскания способа оптималь-
ного гашения колебаний движущейся в потоке жидкости упругой панели предлагает-
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щего воздействия на первом шаге принимается воздействие, получаемое из условий
оптимальности на третьем шаге предыдущей итерации.

На втором шаге итерационного алгоритма с учетом найденного на первом шаге рас-

пределения  и соответствующих величин  и  при , входя-
щих в терминальные условия (3.10), (3.11), решается задача возвратного интегрирова-
ния сопряженного уравнения (3.12) с граничными условиями (3.9) и условиями (3.10),
(3.11) в конечный момент времени, рассматриваемыми в качестве начальных условий
при отыскании переменной .

На третьем шаге с применением найденного на втором шаге выражения для сопря-
женной переменной  и использованием условий экстремума (3.2), (3.3), (2.3), а
также выражений (3.16), (3.19) или (3.17), (3.20) находится текущее приближение для
оптимального демпфирующего воздействия , прикладываемого к панели. Полу-
ченное на третьем шаге итерационного процесса демпфирующее управление рассмат-
ривается в качестве «начального», и осуществляется переход к первому шагу следую-
щей итерации алгоритма.

Завершение итерационного процесса происходит при выполнении условия ,
где  – заданный малый параметр контроля точности итерационного процесса по-
давления колебаний.

Приведем некоторые детали реализации описанного алгоритма, основанной на ме-
тоде Галёркина [17–19]. Представим искомые распределения поперечных перемеще-
ний панели  и сопряженной переменной  в виде рядов

(4.1)

где ,  ( ) – неизвестные функции времени, подлежащие определе-
нию с использованием уравнений, определяющих w и , а  – функции формы,
определяемые выражениями

(4.2)

и удовлетворяющие граничным условиям (3.5) для  и (3.9) для  при .
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жив получающиеся соотношения на  (j = 1, 2, …) с последующим интегрирова-
нием по . Выполняя стандартные операции метода Галёркина [17–19], будем
иметь две системы обыкновенных дифференциальных уравнений
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Коэффициенты Ajn, , ,  и функции  ( ) определяются выраже-
ниями [15]

а начальные условия для qj при  и условия для  в конечный момент времени
 записываются в виде ( )

(4.5)

(4.6)

Отметим некоторые свойства и обобщения используемого метода, приведенные в
[17–19].

5. Пример оптимальной программы подавления колебаний. Рассмотрим случай зада-
ния  в виде (3.18) и отыскания программы прикладываемого воздействия, т.е. пе-
ременной f(t), согласно (3.17), (3.20), на временном отрезке  (  – заданный
параметр). Предположим сначала, что ,  в (3.18), и проиллюстрируем
процесс отыскания программы оптимального демпфирования, полагая для наглядно-
сти
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Используя это решение на втором шаге первой итерации алгоритма при возвратном

интегрировании уравнения для  с условиями в конечный момент времени 

находим

(5.5)

При этом выражение для сопряженной переменной запишется в виде

(5.6)

Применяемая на второй итерации программа демпфирующего воздействия находится
при помощи соотношений (3.17), (3.20). Используя соотношение (3.18) для  при

, , а также выражения (3.17), (3.20) и (5.6), будем иметь

(5.7)

Используя множитель Лагранжа из формулы (5.7) для , будем иметь

(5.8)

В более общем случае, когда демпфирующее воздействие  прикладывается к
участку панели  (см. (3.18)), приходим к выражениям

(5.9)

Применим найденное управление в форме (5.7) или (5.8) при интегрировании урав-
нения колебаний панели, записываемого в виде

(5.10)
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Находим

(5.11)

где .

Оптимальное значение функционала качества дается выражением

(5.12)

6. Пример определения оптимальной позиционной характеристики. Рассмотрим слу-
чай задания программы воздействия в виде  (f0 – заданный па-
раметр) и отыскания оптимальной позиционной характеристики, т.е. функции

, определенной при . При этом процесс отыскания ν(x) реализуется
при тех же характеристиках и параметрах модели, что и в предыдущем примере (см.
(5.1)). Непосредственно для нахождения ν(x) и соответственной величины множителя
Лагранжа μ используются представленные ранее выражения (3.16), (3.19). Опуская
промежуточные выкладки, будем иметь

(6.1)

Соответствующее значение функционала качества процесса подавления колебаний
определяется при помощи формулы (5.12).

7. Некоторые замечания и выводы. Описание поведения идеальной жидкости и про-
цесса поперечных колебаний упругой панели представлено для различных способов
закрепления краев панели и начального распределения ее положения и скоростей.
При этом гидродинамическая реакция на произвольное расположение колеблющейся
панели находится аналитическим методом теории функций комплексного перемен-
ного в виде интегрального потенциала, зависящего от текущих перемещений. Ис-
пользование аналитического выражения для гидродинамической реакции существен-
но упрощает учет взаимодействия потока жидкости и движущейся упругой панели.

Качество процесса гашения колебаний оценивается интегральным энергетическим
показателем (критерием), зависящим как от окончательного положения панели, так и
от достигаемого распределения скоростей. Выведены условия экстремальности функ-
ционала качества и предложен итерационный метод построения программы эффек-
тивного гашения возникающих поперечных колебаний системы. Рассмотрены иллю-
стрирующие примеры определения оптимального приложения управляющих воздей-
ствий как во времени, так и позиционно.

Работа выполнена по теме госзадания (номер госрегистрации АААА-А20-
120011690132-4) и при частичной финансовой поддержке Российским фондом фунда-
ментальных исследований (проект № 20-08-00082а).
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