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Изучается плоское движение твердого тела в однородном поле тяжести. Тело подве-
шено на невесомой нерастяжимой нити, которая во все время движения остается

натянутой. Предполагается, что длина нити имеет большую величину ( ), а
расстояние от точки подвеса тела до его центра тяжести является малым (~ε). Урав-
нения движения представлены как уравнения системы с одной быстро вращающей-
ся фазой. Эта система исследуется при помощи классической теории возмущений и
КАМ-теории. Показано, что для всех значений времени движение мало (на величи-
ны ~ε) отличается от медленных колебаний нити в окрестности нисходящей верти-
кали и вращения тела относительно точки подвеса с почти постоянной угловой ско-
ростью. Мера множества движений, отличных от упомянутых движений, оценивает-
ся сверху величиной порядка  (  – const).
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Введение. Рассмотрим твердое тело весом , подвешенное при помощи невесомой
нерастяжимой нити длиной . Движение тела таково, что векторы скоростей всех его
точек параллельны неподвижной вертикальной плоскости , проходящей через
центр тяжести  тела и его точку подвеса  (см. рис. 1). Считаем, что во все время
движения нить натянута.

Рассматриваемая материальная система имеет две степени свободы. За обобщен-
ные координаты примем угол , который составляет направление нити  с вертика-
лью , и угол  между отрезком  и горизонтальной осью OY.

Целью статьи является исследование эволюции движения на бесконечном интерва-
ле времени при следующих двух предположениях: расстояние  от точки  до центра
тяжести  является малой величиной, длина нити  – большая величина. Анализ про-
водится при помощи классических и современных методов теории возмущений [1–4].

Динамика твердого тела на невесомой идеально гибкой нерастяжимой нити (стру-
не) к настоящему времени получила значительное развитие. Подробно исследован во-
прос о существовании, устойчивости и бифуркациях периодических, стационарных и
прецессионных движений, рассмотрен также случай, когда струна не является идеаль-
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ной [5–8]. В статьях [9, 10] исследованы некоторые задачи динамики твердого тела, в
которых нить рассматривается как идеальная неудерживающая связь.

1. Уравнения движения. Кинетическая и потенциальная энергия тела вычисляются
по формулам

(1.1)

(1.2)

Здесь точкой обозначается дифференцирование по времени t, а  – момент инерции
тела относительно оси, проходящей через его центр тяжести перпендикулярно плос-
кости .

Из (1.1) и (1.2) имеем выражение для функции Лагранжа :

В дальнейшем будет использоваться гамильтонова форма уравнений движения. Функ-
ция Гамильтона  задается равенством , в правой части которого величи-
ны  и  должны быть выражены через обобщенные импульсы , :

После несложных выкладок получаем функцию Гамильтона в следующем виде:

(1.3)
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2. Малый параметр. Представление функции Гамильтона в виде ряда. Вместо , 
введем безразмерные импульсы ,  при помощи канонического (с валентностью

) преобразования вида

(2.1)

и перейдем к новой (безразмерной) независимой переменной τ:

(2.2)
Новым переменным отвечает функция G, вычисляемая по формуле

(2.3)

где  – функция (1.3), в которой сделана замена (2.1).
В соответствии с принятыми (см. Введение) предположениями введем в уравнения

движения малый параметр  ( ), положив

(2.4)

где a – величина порядка единицы, имеющая размерность длины.
Функция Гамильтона (2.3) представима в виде ряда по степеням параметра ε:

(2.5)

3. Упрощение функции Гамильтона. Система с функцией Гамильтона (2.5) имеет
быстро вращающуюся фазу χ. При помощи классической теории возмущений можно
построить близкое к тождественному каноническое преобразование χ, δ, pχ,

, px, py, которое исключает зависимость функции Гамильтона от быстрой фа-
зы в любом конечном приближении по ε. Приведем явный вид канонической замены,
исключающей быструю фазу в членах до второй степени ε включительно. Производя-
щую функцию  возьмем в виде

(3.1)
Из (3.1) и соотношений

следует, что
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Подставив выражения (3.2) и (3.3) в правую часть равенства (2.5) и проведя неслож-
ные вычисления, получим, что для исключения быстрой фазы  из членов до второй
степени включительно в разложении новой функции Гамильтона  в ряд
по  функции  и  следует взять такими:

Новая функция Гамильтона записывается в следующем виде:

(3.4)

где введено обозначение

(3.5)

Структуру функции Гамильтона (3.4) можно упростить, если сделать унивалентное
каноническое преобразование  по формулам

(3.6)

Преобразование (3.6) уничтожает в функции (3.4) второе слагаемое, и в новых пере-
менных уравнения движения задаются функцией Гамильтона

(3.7)

Здесь  – функция из (3.4), в которой сделана замена (3.6).
Еще большего упрощения можно добиться, приняв в качестве независимой пере-

менной величину . Это приводит к делению функции Гамильтона (3.7) на .
Если еще вместо  ввести новый малый параметр  по формуле , то вместо

функции  из (3.7) получим функцию  вида

(3.8)

(3.9)

4. Анализ системы с функцией Гамильтона (3.8). В приближенной системе с функци-

ей  переменная I0 постоянна, а угловая координата  равномерно меняет-
ся со временем. Переменные же q,  отвечают движению математического маятника.
Будем предполагать, что реализуется колебательный режим его движения. Амплитуду
колебаний обозначим через  . Для описания колебаний введем пе-
ременные действие-угол I, . Переменная I вычисляется [11] по формуле

(4.1)
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Здесь и далее используются общепринятые обозначения для эллиптических интегра-

лов и функций. В (4.1)  ( ).
Каноническое преобразование  задается формулами [11]:

(4.2)

в которых  – функция, обратная функции (4.1).
Функцию Гамильтона (3.8) можно теперь записать в виде

(4.3)

Здесь функция , она представима сходящимся рядом по степеням I.

Переменные p и q в функции должны быть заменены по формулам (4.2).
Функция (4.3) аналитична по всем своим аргументам и  – периодична по  и .

При этом имеет место случай собственного вырождения [1], так как при μ = 0 в систе-
ме есть только одна отличная от нуля частота:

(4.4)

Для производных функции H(1) из (4.3) справедливы неравенства

(4.5)

Действительно,

Так как приближенная система с функцией Гамильтона  удовлетворяет
условиям (4.4), (4.5), то [2] в полной системе с функцией Гамильтона (4.3) перемен-
ные действия I0, I при всех значениях  остаются вблизи своих начальных значений и
отличаются от них на величины порядка  (или порядка , что одно и то же). При этом
мера инвариантных торов приближенной системы, разрушающихся при учете возму-

щения  в (4.3), имеет порядок  (  – const).
Основной результат анализа. Из сказанного следует, что при малых  движение

твердого тела, подвешенного на идеальной нити в однородном поле тяжести, устойчи-
во по отношению к возмущениям величин , , . В частности, если начальные зна-

чения θ и  имеют, например, порядок  ( ), то  и  при всех  остаются
малыми того же порядка.

Замечание. В статье [12], посвященной динамике маятника Максвелла, утверждает-
ся, что “отклонение маятника от вертикали имеют конечный размах при соответству-
ющих сколь угодно малых начальных значениях координат и скоростей нити.
Причиной этой неустойчивости является достаточно быстрое переходное движе-
ние маятника при перемене его движения снизу вверх”. В приведенной в статье
[12] попытке обоснования этого утверждения содержатся неточности, а само
утверждение ошибочно.

Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект № 19-11-
00116) в Московском авиационном институте (Национальном исследовательском
университете) и в Институте проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН.
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