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Актуальные задачи моделирования механизмов с упругими звеньями предполагают
усовершенствование существующих формализмов и алгоритмов динамического
анализа, синтеза и оптимального управления рассматриваемого класса систем. В то
же время, современные исследования в указанной области главным образом ориен-
тированы на повышение быстродействия расчетных алгоритмов без причинения
ущерба точности вычислительного процесса. Если упругие многозвенные динами-
ческие системы, не включающие в себя замкнутых кинематических цепей, могут
быть исчерпывающим образом исследованы на основе стратегии без обращения
матрицы масс (обобщенный метод Ньютона–Эйлера), то упругие механизмы с за-
мкнутыми кинематическими цепями подлежат исследованию с использованием
стратегии обращения матрицы масс. К последнему классу принадлежат задачи на
нахождение условного минимума функционала действия по Остроградскому при
наличии голономных (геометрических) дополнительных связей. Здесь предстоит
ознакомиться с задачей оптимизации движения упругого трехзвенного следящего
манипулятора, заключающейся в минимизации функции отклонения исполнитель-
ного органа от наперед заданной окружной траектории. Эта задача также сводится к
нахождению условного минимума функционала действия по Остроградскому при
наличии голономной дополнительной связи.
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Введение. В предлагаемой статье представлены итоги численного решения задачи
точного воспроизведения упругим манипулятором заданной траектории движения
исполнительного органа. В качестве воспроизводимой траектории движения выступа-
ет окружная траектория, а в роли следящей динамической системы – трехзвенный ма-
нипулятор с упруго-деформируемым звеном [1].

В указанной постановке задача оптимизации движения следящего манипулятора
сводится к нахождению условного экстремума (минимума) функционала действия по
Остроградскому при наличии дополнительной склерономной связи [2]. В качестве
критерия оптимизации движения манипулятора используется условие тождествен-
ности функций положений исполнительного органа с учетом и без учета упругого от-
клонения [1].

Численное решение задачи осуществляется на основе стратегии, использующей
процедуру обращения матрицы масс, в силу разработанного модифицированного ме-
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тода Лагранжа, нашедшего успешное применение в процессе динамического анализа
сложного класса упругих многозвенных систем с замкнутыми кинематическими це-
пями [3–18].

1. Моделирование движения упругого следящего манипулятора. Рассматривается
трехзвенный манипулятор (рис. 1), состоящий из неподвижной и недеформируемой
опорной стойки C0, абсолютно жесткого звена C1 и линейно-упругого звена C2. В
предположении идеальности связей между звеньями (кинематических пар Ai, ),
упругий манипулятор помещается в потенциальное поле силы тяжести.

Когда звено C2 предполагается абсолютно жестким, исполнительный орган  в
точности описывает дугу окружности  (рис. 1) при движении манипулятора по за-
конам, удовлетворяющим условию: . Очевидно, что это условие обес-
печивается в том случае, если замкнутый контур  сохраняется неизменным на
протяжении всего интервала действия следящего манипулятора.

Когда же звено C2 принимается упругим, точное воспроизведение желаемой траек-
тории путем несложного выбора законов движения не представляется возможным. В
самом деле, вследствие наличия упругих деформаций второго звена, проблема соблю-
дения постоянства кривизны траектории точки  сводится к задаче минимизации
функции отклонения исполнительного органа  от заданной окружной траектории.
А это означает, что воспроизводимая траектория выражает не что иное, как дополни-
тельную геометрическую связь, налагаемую на движение упругого трехзвенного мани-
пулятора [1].

2. Задача нахождения абсолютного минимума функционала действия. При отсутствии
дополнительной связи, налагаемой на движение исполнительного органа манипуля-
тора, первая задача динамики трехзвенного манипулятора с упругим выходным зве-
ном сводится к нахождению абсолютного экстремума (минимума) функционала дей-
ствия по Остроградскому:

(2.1)

где Qi, i = 1, 2 – неконсервативные силы, действующие в сопряжениях звеньев мани-
пулятора.
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В развернутом виде условие минимума функционала (2.1) сводится к системе нели-
нейных дифференциальных уравнений второго порядка [2]:

(2.2)

Система нелинейных дифференциальных уравнений (2.2) предполагает численное

решение путем их линеаризации относительно обобщенных координат , i = 1, 2, их

скоростей , i = 1, 2, а также варьируемых параметров , i = 1, 2 и их скоростей ,
i = 1, 2 [3–12].

3. Задача нахождения условного минимума функционала действия. При наличии до-
полнительной связи, налагаемой на движение исполнительного органа манипулято-
ра, первая задача динамики трехзвенного манипулятора с упругим выходным звеном
сводится к нахождению условного экстремума (минимума) функционала действия по
Остроградскому, а именно – к нахождению минимума функционала (2.1) с учетом
условия

(3.1)

которое выражает в развернутом виде критерий оптимизации движения исполнитель-
ного органа следящего манипулятора по окружной траектории (см. рис. 1).

В таком случае, система алгебро-дифференциальных уравнений движения упругого
следящего манипулятора, объединяющих (2.2) и (3.1), принимает вид [2]:

(3.2)

Критерий оптимизации. Отождествление функций положений исполнительного
органа P трехзвенного манипулятора с учетом и без учета упругого отклонения (см.
рис. 1) выступает необходимым и достаточным признаком минимизации начального
упругого отклонения следящего манипулятора, причем минимизация этого отклонения
при отсутствии сил сопротивления подчиняется зависимости, близкой к линейной.

Доказательство. Рассмотрим функции отклонений исполнительного органа следя-
щего манипулятора (см. рис. 1) с учетом и без учета начального упругого отклонения:

(3.3)

(3.4)

где  – угловая скорость вращения контура  относительно оси вращения, про-
ходящей через точку A1.
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результате двойного дифференцирования и последующих упрощений приводится к
следующему эквивалентному дифференциальному уравнению дополнительной связи:

(3.5)

Следовательно, при соответствующих ненулевых начальных условиях (например,
при положительном начальном отклонении и отрицательной скорости) упругая сле-
дящая система, изображенная на рис. 1 и подчиненная условию (3.5), будет стремить-
ся к обнулению этого отклонения при отсутствии демпфирования, следуя линейной
зависимости.

Что и требовалось доказать.
4. Численная реализация задачи при отсутствии дополнительной связи. Процесс чис-

ленной реализации сформулированной задачи предполагается произвести в два этапа
с применением явной схемы численного интегрирования Ньюмарка [16]. Первый
этап усматривает моделирование движения трехзвенного манипулятора при отсут-
ствии дополнительной геометрической связи (3.1) на основании системы дифферен-
циальных уравнений (2.2), тогда как второй этап подразумевает решение задачи в пол-
ной постановке, т.е. принимая во внимание дополнительную связь (3.1), в силу систе-
мы алгебро-дифференциальных уравнений (3.2).

Положим длины звеньев  и  изображенного на рис. 1 следящего манипулятора
равными радиусу описываемой окружности, т.е.  м, вследствие чего
замкнутый контур  отождествляется с правильным треугольником. Поперечные

сечения звеньев принимаются круглыми радиусов  м и  × 10–3 м,
массы звеньев – равными  кг и  кг, а модуль Юнга второго
звена –  ГПа.

Исследуемый манипулятор функционирует в интервале , где  с, со-
гласно следующим законам движения:

(4.1)

которые при размерности рад/с формулируют условие равномерного обращения за-
мкнутого контура  как жесткого целого вокруг оси вращения, проходящей че-
рез точку .

Ограничиваясь рассмотрением одной изгибной степени свободы звена C2, т.е.

 = 1, задаются начальные условия в обобщенных координатах и скоростях:

 рад,  рад и  рад/с, . На первом этапе тести-
рования задачи начальные условия для упругого перемещения и скорости будут пола-

гаться нулевыми:  = 0. Шаг численного интегрирования полагается

равным  с.
На рис. 2, а представлен график зависимости упругого перемещения (м) концевой

точки звена  (исполнительного органа P) во времени (с) [16]; на рис. 2, b, c предлага-
ются графики функций обобщенных сил (Н ⋅ м), действующих в кинематических па-
рах  и .

Для оценки отклонения исполнительного органа  следящего манипулятора от за-
данной окружной траектории вследствие деформирования звена C2 предусматривает-
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Рис. 2
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ся функция ошибки Er, которая в проекциях на оси неподвижной системы координат
OXY определяется следующими равенствами [16]:

(4.2)

Графики первого теста функции отклонения (функции ошибки, м) исполнительно-
го органа P от окружной траектории в проекциях на оси неподвижной системы коор-
динат XOY представлены на рис. 3, a, b [16].
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Рис. 3
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5. Численная реализация задачи при наличии дополнительной связи. Вторичный тест
моделирования движения упругого следящего манипулятора проводится с учетом до-
полнительной геометрической связи (3.1) путем численного решения системы алгеб-
ро-дифференциальных уравнений (3.2).

При аналогичных начальных условиях в обобщенных координатах и обобщенных
скоростях начальные условия в упругом перемещении и в скорости упругого переме-
щения принимаются следующими (размерность перемещения – м, размерность ско-
рости – м/с):

(5.1)

Принимая шаг численного интегрирования равным  с, осуществляется
тест численной реализации задачи минимизации упругого отклонения исполнитель-
ного органа от заданной окружной траектории следящего манипулятора (см. рис. 1).
Результаты тестирования задачи приводятся на рис. 4, a, b, c [16]. Как видно из рис. 4, а,

вблизи значения  имеет место искажение численного решения, что объяс-
няется наличием особенности в этой точке.

−

−

=

= − ×�

5
2

6
2

( ,0) 10

( ,0) 7 10

y

y

u P

u P

−Δ = 410t

=2 ( ,0) 0yu P



130 ГЕВОРКЯН

Рис. 4
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Графики второго теста функции отклонения (функции ошибки, м) исполнительно-
го органа P от окружной траектории в проекциях на оси неподвижной системы коор-
динат XOY представлены на рис. 5, а и 5, b [16].

6. Заключение. В представленной статье проведено моделирование следящего трех-
звенного манипулятора с упругим звеном на основе численного решения задачи на-
хождения условного минимума функционала действия по Остроградскому. По итогам
минимизации начального упругого отклонения исполнительного органа следящего
манипулятора от наперед заданной окружной траектории можно утверждать о хоро-
ших предпосылках приложения методов, алгоритмов и программного обеспечения
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Рис. 5
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динамического анализа упругих многозвенных систем к решению задач оптимального
управления.
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